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Abstract 
In this paper, the series theory of complex variable function is applied to heterogeneous complex 
variable function. The convergence region and the radius of convergence ellipse of heterogeneous 
power series are established by using the theory of heterogeneous analytic function. At the same 
time, the Taylor’s theorem of heterogeneous analytic function is established by using the hetero-
geneous Cauchy integral formula and the high order derivative formula of Cauchy integral. 
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摘  要 

本文把复变函数的级数理论[1] [2] [3]推广到非均匀复变函数上，运用非均匀解析函数理论建立了非均匀

幂级数的收敛域和收敛椭圆半径，同时利用非均匀Cauchy积分公式和Cauchy积分的高界导数公式建立

了非均匀解析函数的泰勒定理。 
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1. 引言 

作者们在文献[4] [5]推广了复变函数理论，建立了非均匀复变函数理论，给出了非均匀复数域，非均

匀解析函数和非均匀积分的定义，在此基础上建立了非均匀拉普拉斯方程与非均匀 Cauchy-Riemann 方程

组的关系，获得了非均匀 Cauchy 积分定理，Cauchy 积分公式。随后在文献[6]中建立了非均匀拉普拉斯

方程与非均匀解析函数的关系。因此本文利用复变函数[4] [5]中的理论推广文献[1] [2] [3]的级数理论，建

立非均匀级数理论，另外，该论文的后续研究工作可以进一步研究有关非均匀复变函数理论的可视化问

题[3]。 

2. 预备知识 

下面给出非均匀复数、非均匀复变函数的一些基本定义及性质，具体参考文献[4] [5]。 

2.1. 非均匀复数的定义 

本文考虑到复数在各个领域的广泛应用，我们对复数单位做进一步推广，定义非均匀复数。 
定义集合 { }KC z z a jb= = + ，其中 ,a b为实数 R， 2 , 0j k k= − ≥ 。 
在 KC 中引入数乘 

, , , ,Kz a jb z C m R mz ma jmb= + ∈ ∈ = +  

在 KC 中引入加法 

1 1 1 2 2 2 1 2, , , ,K Kz a jb z a jb z C z C= + = + ∈ ∈  

( ) ( )1 2 1 2 1 2 .z z a a j b b+ = + + +  

定理 2.1. [4]：在上式数乘和加法运算下， KC 为 R 上的一个线性空间。 
定理 2.2. [4]：在上面的数乘、加法和乘法运算下， KC 为 R 上的一个域，称为非均匀复数域。 

 

2.2. 非均匀复变函数的定义及性质 

非均匀复变函数的定义，类似于复变函数的定义，形式上和数学分析中函数定义相同，此时自变量

和函数的取值均为新定义的非均匀复数。在定义函数之前，根据复平面点集的几个基本概念，我们可以

推广到非均匀复平面上。 
定义 2.3. 由 0z z ρ− < 由不等式所确定的平面点集(简称点集)，就是以 0z 为圆心，以 ρ 为半径的圆，

称为点 0z 的 ρ −邻域。 
注 2.4. 考虑点集 E，同样也有聚点或极限点、孤立点、外点、闭集、内点、开集、边界点、边界的

概念，与复变平面定义相同，在此不再一一赘述。 
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定义 2.5. 设 f：从 KC 到 KC 的映射，则称为 f 为 KC 上的非均匀复函数。 
非均匀函数的导数，解析的定义及与偏微分方程组的关系在文献[1]中给出，下面直接给出结论不予

证明： 
定义 2.6. 设函数 ( )w f z= 在点 0z 的邻域内或者包含 0z 的区域 D 内有定义，考虑比值 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

0

0
f z f z f z z f zw z

z z z z
− + ∆ −∆

= = ∆ ≠
∆ − ∆  

如果当 z 按照任意方式趋于 0z 时，即当 z∆ 按照任意方式趋于 0 时，比值
w
z

∆
∆

的极限都存在，且其值

有限，则称此极限为函数 ( )f z 在 0z 的导数，并记为 ( )0f z′ ，即 

( ) ( ) ( )0
0 0 0

0

lim lim ,
z z

f z f zwf z
z z z∆ → ∆ →

−∆′ = =
∆ −  

这时称函数 ( )f z 于点 0z 可导。

 定义 2.7. 如果函数 ( )w f z= 在区域 D 内可微，则称 ( )f z 为区域 D 内的解析函数，或称函数 ( )f z 在

区域 D 内解析。函数在某点解析，是指在该点的某一个邻域内是解析的：函数在某个闭域解析，是指在

包含该闭域的某区域内解析。 
定理 2.8. [4] [5]：设函数 ( ) ( ) ( ), ,f z p x y jq x y= + 在区域 D 内解析，则 
1) 偏微分 , , ,x y x yp p q q 在区域 D 内连续； 
2) ( ) ( ), , ,p x y q x y 在区域 D 内满足非均匀 C.-R.方程。 
这也是可微的充要条件。 

其中非均匀 C.-R.方程为：
1,p q p q

x y k y x
∂ ∂ ∂ ∂

= = −
∂ ∂ ∂ ∂

。

 

2.3. 非均匀复变函数的积分 

非均匀复变函数的积分见文献[5]。 
定义 2.9. 设非均匀复数域 kZ 上的有向曲线 C： 

( ) ( ) z z t tα β= ≤ ≤  

以 ( )a z α= 为起点， ( )b z β= 为终点， ( )f z 沿 C 有定义，顺着 C 从 a 到 b 的方向在 C 上取分点：

0 1 1, , , ,n na z z z z b−= = ，这样可以将曲线 C 划分为 n 个弧段，在从 1tz − 到 tz 的每一个弧段上任取一点 tξ ，

那么 

( ) 1
1

,   
n

n t t t t t
t

S f z z z zξ −
=

= ∆ ∆ = −∑  

当分点增多时，弧段逐渐加细，如果和数 nS 极限存在且为 S，则称 ( )f z 沿 C (从 a 到 b)可积，S 为

其上的积分，记号为 ( )d
C

f z z∫ ，其中 C 为积分路径。 

定理 2.10. [5]：若函数 ( ) ( ) ( ), ,f z u x y jv x y= + 沿曲线 C 连续，则该函数沿曲线 C 可积，且 

( )d d d d d .
C C C

f z z u x kv y j v x u y= − + +∫ ∫ ∫  

定理 2.11. [5]：设有非均匀复数域 KC 上的光滑曲线 jC ： ( ) ( ) ( ) ( )z z t x t jy t tα β= = + ≤ ≤ ， ( )z t′ 在

[ ],α β 上连续且有不为零的导数 ( ) ( ) ( )z t x t jy t′ ′ ′= + ， ( )f z 沿 C 连续，令 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,f z t u x t y t jv x t y t u t jv t= + = +           ，则有 ( ) ( ) ( )d d
C

f z z f z t z t t
β

α
′=   ∫ ∫ 。 

定理 2.12. [5]：设函数 ( )f z 在非均匀复数域 KC 上的单连通区域 D 内解析， jC 为 D 内任一条周线，

且则有 ( )d 0
jC

f z z =∫ 。 
定理 2.13. [5]：设函数 ( )f z 在 z 平面上的单连通区域 D 内解析，则由 

( ) ( )
0

0d
z

z

z D
F z f

z D
ξ ξ

∈ 
=  ∈ 
∫

定点

动点  

定义的函数 ( )F z 在 D 内解析，且 ( ) ( )F z f z′ = ，其中， ( ) ( )
0

d
z

z
F z f ξ ξ= ∫ ， 0z 为 KC 上固定点。 

定理 2.14. [5]：设区域 D 的边界是非均匀复数域 KC 上周线(复周线) jC ，函数 ( )f z 在 D 内解析，

在 jD D C= + 上连续，则有 

( ) ( ) ( )1 d  .
2π jC

f
f z z D

i z
ξ

ξ
ξ

= ∈
−∫  

3. 非均匀复级数理论文 

3.1. 非均匀复数项级数基本性质 

定义 3.1. 设 KC 是非均匀复数域， , 1,2,i kC iξ ∈ = ，我们称下面的级数为非均匀复数项无穷级数 

1 2
1

n i
n
ξ ξ ξ ξ

∞

=

= + + + +∑                                    (3.1) 

记 1 2n nS ξ ξ ξ= + + + 若非均匀复数列 ( )1,2,n nS =  存在有限极限 S，即 lim nn
S S

→∞
= 。 

则称非均匀复数项无穷级数(3.1)收敛，且称 S 为级数(3.1)的和，记为 

1
n

n
S ξ

∞

=

= ∑  

若非均匀复数列 ( )1,2,n nS =  没有极限，则称非均匀级数(3.1)为发散。 
类似于[2]的证明，我们有下面的定理： 
定理 3.2. 设 1 2 , 1,2,n n nj nξ ξ ξ= + = ， 1

nξ 及 2
nξ 为实数，则非均匀复级数(3.1)收敛于 1 2S S jS= +  ( 1 2,S S

为实数)的充要条件为：实级数 2
11n ξ∞

=∑ 及 2
1 nn ξ∞

=∑ 分别收敛于 1S 及 2S 。 
为了更好地讨论非均匀级数收敛的一些判定准则，我们提出下面非均匀模的概念： 

设 KC 是非均匀复数域，在 KC 上定义非均匀模 K• 若满足下面的关系， 2 2
k a kbξ = + ，其中

a jbξ = + ， 2j k= − 。 

容易证明这样定义的模，三角不等式成立。 
定理 3.3. 非均匀复级数(3.1)收敛的充要条件为，任给 0ε > ，存在正整数 ( )N ε ，当 n N> ，对于任

意正整数 p，有下面不等式 

1 2n n n p k
ξ ξ ξ ε+ + ++ + + <

。 

由上面不等式可知非均匀收敛级数的通项必趋于零：lim 0nn
α

→∞
= 并且非均匀收敛级数的各项必然有界。 

证明：令 1 2 1 2 1
n n n n n n nj i k iξ ξ ξ ξ ξ ξ η= + = + = + ，其中 2

n nkη ξ= ，级数(3.1)的收敛性等价实级数 1

1
n

n
ξ

∞

=
∑ 及

2

1
n

n
ξ

∞

=
∑ 收敛，也等价与实级数 1

1
n

n
ξ

∞

=
∑ 及

1
n

n
η

∞

=
∑ 的收敛，由文献[2]得可西判定准则，从而获得定理 3.3。 
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定理 3.4. 若非均匀正项级数
1

n k
n

ξ
∞

=
∑ 收敛，则非均匀级数(3.1)也收敛。 

证明：由定理 3.3 和三角不等式结论是非常明显的。 

定义 3.5. 根据定理 3.4 可知：若非均匀正项级数
1

n k
n

ξ
∞

=
∑ 收敛，则原非均匀级数

1
n

n
ξ

∞

=
∑ ，则称其为非均

匀级数绝对收敛；不是绝对收敛的非均匀收敛级数，称为非均匀条件收敛。 

3.2. 一致非均匀收敛的非均匀复函数项级数 

定义 3.6. 设下面的非均匀复变函数项级数的每一项在非均匀复数域 KC 的子集 E 上都有定义 

( ) ( ) ( )1 2 ng z g z g z+ + + +                                  (3.2) 

且在 E 上存在一个非均匀复变函数 ( )g z ，且任意 z E∈ ，非均匀级数(3.2)均收敛于 ( )g z ，则称 ( )g z

为非均匀级数(3.2)的和函数，记为 ( ) ( )
1

n
n

g z g z
∞

=

= ∑ 。 

下面我们类似文献[2]给出一致收敛的定义： 
定义 3.7. 对于非均匀级数(3.2)，如果在非均匀复数域 KC 的集合 E 上存在一个非均匀复变函数 ( )g z ，

对任意 0ε > ，存在正整数 ( )N N ε= ，当 n N> 时，对任意的 z E∈ ，都有 

( ) ( )n k
g z S z ε− < ， 

则称非均匀级数(3.2)在 E 上一致收敛于 ( )g z 。 
我们也有类似的柯西一致收敛准则： 
定理 3.8. 非均匀级数(3.2)在非均匀复数域 KC 的集合 E 上一致收敛于非均匀函数 ( )g z 的充要条件是：

任给 0ε > ，存在正整数 ( )N N ε= ，使当 n N> 时，对任意的 z E∈ ，都有 

1 2( ) ( ) ( ) , ( 1, 2, )n n n p k
g z g z g z pε+ + ++ + + < =  。 

由这个准则，可得出一致收敛的优级数准则： 
如果存在一列与 z 无关的正项数列 ( )1,2,nM n =  ，使对任意的 z E∈ ，有 

( ) ( )1,2,n nK
g z M n≤ =  ， 

且
1

n
n

M
∞

=
∑ 收敛，则非均匀复函数项级数 ( )

1
n

n
g z

∞

=
∑ 在非均匀复数域 KC 的集合 E 上绝对收敛且一致收敛：

我们称级数
1

n
n

M
∞

=
∑ 为非均匀复函数项级数 ( )

1
n

n
g z

∞

=
∑ 的优级数。 

利用数学分析知识不难获得下面的定理： 

定理 3.9. 设非均匀复数项级数 ( )
1

n
n

g z
∞

=
∑ 一致收敛到 ( )g z ，且 ( )ng z 在非均匀复数域 KC 的集合 E 上连

续，则和函数 ( ) ( )
1

n
n

g z g z
∞

=

= ∑ 也在 E 上连续。 

定理 3.10. 设非均匀复数项级 ( )
1

n
n

g z
∞

=
∑ 一致收敛到 ( )g z ，且 ( )ng z 在非均匀复数域 KC 的集合 E 上连

续，则有下面交换运算： 

( ) ( )
1

d d
k k

n
nC C

g z z g z z
∞

=

= ∑∫ ∫ 。 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.92021


杨彦晖 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.92021 183 应用数学进展 
 

定义 3.11. 设非均匀复变函数 ( )ng z 在非均匀复数域 KC 的区域 D 内有定义，若级数(3.2)在 D 内任一

有界闭集上一致收敛，则称此级数在 D 内内闭一致收敛。 
定理 3.12. 非均匀复数项级数(3.2)在 : kT z a R− < 内内闭一致收敛的充要条件是任意正数 ρ ，只要

Rρ < ，级数(3.2)在椭圆闭域 : kT z aρ ρ− ≤ 上一致收敛。 

证明：必要性由定义 3.11 直接获得，充分性 : kT z a R− < 内的任意闭集 K，存在充分接近正数 R 的

正数 ρ 使得 Rρ < ，使得 : kT z aρ ρ− ≤ 且 K Tρ⊂ ，级数(3.2)在 : kT z aρ ρ− ≤ 上一致收敛，由定义 3.2，

级数(3.2)在 K 上一致收敛，由定义 3.11，在 : kT z a R− < 内内闭一致收敛。 

定理 3.13. 设非均匀复数项级数的各项 ( )ng z 在非均匀复数域 KC 的区域 D 内非均匀解析且级数

( )
1

n
n

g z
∞

=
∑ 在 D 内内闭一致收敛于非均匀复变函数 ( )g z ：即 

( ) ( )
1

n
n

g z g z
∞

=

= ∑ ， 

则：1)非均匀复变函数 ( )g z 在区域 D 内非均匀解析； 

2) ( ) ( ) ( ) ( )
1

, 1,2,p p
n

n
g z g z p

∞

=

= =∑ 。 

证明：1) 在区域 D 内任取一点 0z ，必存在正数 ρ ，使得 : kT z aρ ρ− ≤ 在区域 D 内，设 C 是Tρ 内任

意一条闭曲线，而函数 ( )ng z 在 C 内非均匀解析，在 C 上连续，由定理 2.12，我们有 ( )d 0n
C

g z z =∫ ，如

是有 ( )
1

d 0n
n C

g z z
∞

=

=∑∫ ，由定理 3.10， ( ) ( )
1

d d 0n
nC C

g z z g z z
∞

=

= =∑∫ ∫ 运用文献[5]中的定理 4.5，可以得到莫雷

拉定理 ( )g z 在 C 内非均匀解析，由 C 的任意性， ( )g z 在Tρ 内非均匀解析，因此 ( )g z 在区域 D 内非均

匀解析。 

2) 利用高阶导数的非均匀 Cauchy 积分公式(文献[5]定理 4.8)和等式 ( ) ( )
1

n
n

g z g z
∞

=

= ∑ ，结论是显然的。 

3.3. 非均匀幂级数敛散性 

设 0 1 2, , ,c c c 和 a 是非均匀复常数，我们称下面的级数 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 2

0

n n
n n

n
c z a c c z a c z a c z a

∞

=

− = + − + − + + − +∑                      (3.3) 

为非均匀幂级数。 
我们类似文献[2]有下面的阿贝尔定理： 
定理 3.14. 如果非均匀幂级数(3.3)在点 ( )1 1z z a≠ 收敛，则它必在椭圆域 1k kz a z a− < − 内绝对收敛

且内闭一致收敛到非均匀解析函数。 

证明：非均匀幂级数(3.3)在点 ( )1 1z z a≠ 收敛，因此存在正数 M，使得 ( )1
n

n
K

c z a M− < ， 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )
1

1 1

n n

n n K K
n n n nK K

K K

z a z a
c z a c z a M

z a z a

− −
− ≤ − <

− −
， 

因此，(3.3)在椭圆域 1: k kT z a z a− < − 内绝对收敛。 
任取正数 1 kz aρ < − ，于是任意在区域 : kT z aρ ρ− < 中的元素 z，我们有 
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( ) ( )
( ) ( )

1

1 1

n n
n n K K

n n n nK K

K K

c z a c z a M
z a z a

ρ ρ
− ≤ − <

− −
 

由定理 3.12，(3.3)在椭圆域 1k kz a z a− < − 内内闭一致收敛到非均匀解析函数。 

下面利用阿贝尔定理给出收敛椭圆半径 R 的求法，即，柯西–阿达马(Cauchy-Hadamard)公式，其中

收敛椭圆半径 R 定义为：若非均匀幂级数(3.3)在椭圆域 ( ) ( )2 2: kT z a x m k y n R− = − + − < 内内闭一致

收敛，在 ( ) ( )2 2
kz a x m k y n R− = − + − > 内发散，这里 2, ,z x jy a m jn j k= + = + = − 。 

定理 3.15. 如果非均匀幂级数 ( )
0

n
n

n
c z a

∞

=

−∑ 的系数 nc 满足
1

lim n
n

n k

c l
c→∞

+

= (达朗贝尔(d’Alembert))或

1lim n kn
c

l→∞
= (柯西)或 1lim n kn

c
l→∞

= (柯西–阿达马)则幂级数 ( )
0

n
n

n
c z a

∞

=

−∑ 的收敛椭圆半径 

, 0
,

0, 0

l l
R l

l

< < +∞
= +∞ = +∞
 =

。 

证明：我们只证第一种情况，其他情况好数学分析的证明方式一样，在此省略。令 ( ) ( )1
n

n nf z c z a= − ，

于是
( )
( )1 1

1n n

kn n kk

f z c
f z c z a+ +

=
−

。 

当 n 很大时，
1

n

n k

c
c +

很接近 l，定义椭圆域 :l kK z a l− < ，则任取一点 0 lz K∈ ，幂级数 ( )
0

n
n

n
c z a

∞

=

−∑

是收敛的，由阿贝尔定理可以知道在 0k kz a z a− < − 每点都内闭且一致收敛，由 0z 的任意性，以及在

kz a l− > 的发散性，得收敛椭圆半径为 l。 

结合定理 3.13，3.14 和 3.15，我们可得下面非均匀幂级数和的解析性： 

定理 3.16. 非均匀幂级数 ( )
0

n
n

n
c z a

∞

=

−∑ 在其收敛椭圆域 : kT z a R− < 内绝对且内闭一致收敛到解析

函数 ( )g z ，即 

( ) ( )
0

n
n

n
g z c z a

∞

=

= −∑                                     (3.4) 

而且在 T 内，幂级数(3.4)可以逐项求导，即 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
1! 1 1 2

1 1

p
p p

p
n

g z c p c p P p z a

c n n n p z a

+= + + − − +

+ − − + − +

 

 

                        (3.5) 

同时(3.4)和(3.5)的收敛椭圆半径 R 相同，其中的系数 pc 满足下面的关系 
( ) ( ) ( )0,1,2,

!

p

p
f a

c p
p

= =  。                                (3.6) 

例子 3.17.  

1) 
0

n

n
z

∞

=
∑ 的收敛椭圆半径为 1，且 2j k= − ，当 1,k j i= = ，与复变函数的理论一致，且收敛到解析函数

1
1 z−

，当 1,k j i k≠ = ，转化成复数项级数的形式，利用复变函数级数理论，非均匀幂级数
0

n

n
z

∞

=
∑ 在 1kz <
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内绝对且内闭一致收敛于非均匀解析函数
1

1 z−
。 

2) ( )
0 !

n

n

z a
n

∞

=

−
∑ 的收敛半径为 ∞，且如 1)一样的方法可知：非均匀幂级数

( )
0 !

n

n

z a
n

∞

=

−
∑ 在收敛椭圆域

kz a− < ∞ 内绝对且内闭一致收敛于非均匀解析函数 ez a− 。 

3) ( )
0

n

n
n z a

∞

=

−∑ 的收敛半径为 0，因此除 z a= 处处发散。 

3.4. 非均匀解析函数的泰勒级数展开 

我们在 3.3 节已经知道，幂级数在收敛椭圆半径内绝对且内闭一致收敛到一非均匀解析函数，本节

我们讨论它的逆问题，任何非均匀解析函数是否对应一幂级数，使得非均匀解析函数与幂级数在收敛椭

圆半径内收敛到的非均匀解析函数一致的。 
定理 3.18. 设函数 ( )g z 是区域 D 内的非均匀解析函数， a D∈ ，则只要椭圆 : kT z a R− < 且T D⊂

内，则 ( )g z 在 T 内能展开成非均匀幂级数： 

( ) ( )
0

n
n

n
g z c z a

∞

=

= −∑ ， 

其中系数
( ) ( ) ( )

( )
( )1

d1 0,1,2,
! 2

p

p n
T

g a g
c p

p i aρ

ξ ξ

ξ += = =
π −∫  ，( ,kT a Rρ ξ ρ ρ= − = < )且展开是唯一的。 

证明：任取一点 z T∈ ，因此存在 ,kT a Rρ ξ ρ ρ= − = < ，使得 z 在Tρ 的内部。根据非均匀柯西积分

公式： 

( ) ( )1 d
2 T

g
g z

i zρ

ξ
ξ

ξ
=

π −∫
， 

( ) ( ) 1

1

g g
z az a

a

ξ ξ
ξ ξ

ξ

=
−− − −
−

 

当ξ 在Tρ 上时， 1
k

z a
aξ

−
<

−
，由例子 3.17，1) 

0

1

1

n

n

z a
z a a

a
ξ

ξ

∞

=

 −
=  − − −

−

∑  

( ) ( )

( )

( )
( )

( )

0

1
0

1 d
2

1 d
2

d1
2

T

n

T
n

n
nT

n

g
g z

i z

g z a
i a a

g
z a

i a

ρ

ρ

ρ

ξ
ξ

ξ

ξ
ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ

∞

=

∞

+
=

=
π −

 −
=  π − − 

= −
π −

∫

∑∫

∑∫

 

由文献[5]定理 4.18，有
( ) ( ) ( )

( )
( )1

d1 0,1,2,
! 2

p

n
T

g a g
p

p i aρ

ξ ξ

ξ += =
π −∫  唯一性由系数的唯一性决定。 
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