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Abstract 
Dengue fever is one of the most serious mosquito-borne infectious diseases. Using Wolbachia in-
fection mosquitoes to control those diseases is an effective strategy. In this paper, a discrete com-
petition model is established to study the dynamic of Wolbachia propagation under incomplete 
cytoplasmic incompatibility (CI) . We systematically analyze the existing conditions of the equili-
brium and global asymptotic behaviors of solutions to this model, then we give the conditions for 
successful diffusion and the influence of CI strength on the Wolbachia diffusion. Finally, we verify 
our findings by numerical simulations. 
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摘  要 

登革热是最严重的蚊媒传染病之一，利用Wolbachia氏菌感染野生蚊子来控制蚊媒传染病是一种有效的
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策略。本文在不完全CI条件下建立了一个离散竞争模型，研究Wolbachia传播动力学行为。我们通过系

统地分析平衡点的存在条件和解的全局渐近性态，给出了Wolbachia成功传播的条件以及CI强度对成功

传播的影响，最后利用数值模拟验证了主要结论。 
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1. 引言 

登革热是最为常见的蚊媒传染病之一，主要通过白蚊伊蚊和埃及伊蚊传播[1]。随着全球气候逐渐变

暖以及环境的恶化，适合蚊虫生长的地区范围不断扩大，各种蚊媒传染病在世界范围内许多地区连续爆

发，其中登革热就是备受关注的一种。对蚊媒传染病的防治已经成为全人类共同关注的重要公共卫生问

题。遗憾的是，目前尚未研制出能够有效地预防蚊媒传染病的疫苗以及抗病毒治疗药物，对蚊媒传染病

的防治基本上只能依靠控制蚊子数量来阻断蚊媒传染病的传播。传统的灭蚊方式例如大量喷洒杀虫剂等

有很大的局限性，防蚊灭蚊措施亟待改进[2]。 
一种新型高效环保的蚊媒传染病控制方式是利用昆虫体内某些特定的 Wolbachia 氏菌来阻断蚊媒传

染病的传播。特定的 Wolbachia 氏菌不仅能阻断蚊媒传染病如登革热、疟疾等的传播，还能诱导细胞质

不亲和，即 CI (cytoplasmic incompatibility)现象。也就是说，感染 Wolbachia 的雄蚊与未感染的雌蚊交配

后所产的卵在胚胎期会全部死亡，不能正常孵化[3]。2005 年，中山大学–密歇根州立大学热带病虫媒控

制联合研究中心奚志勇团队从昆虫的体内提取 Wolbachia 氏菌，然后通过显微注射技术将其注入登革热

媒介体内。通过多次试验，最终成功获得稳定携带新型 Wolbachia 氏菌的蚊株，使得利用 Wolbachia 氏菌

控制蚊媒传染病有了坚实的基础和广阔的前景[4]。利用 Wolbachia 氏菌控制蚊媒传染病主要有以下两种

策略：1) 种群压制：只释放携带 Wolbachia 的雄蚊，利用它们与野外雌蚊交配后产生的 CI 效应来压制野

外蚊群的数量[5]；2) 种群替换：同时释放带 Wolbachia 的雄蚊和雌蚊，利用 Wolbachia 的母体垂直传播

优势使野外蚊群被携带 Wolbachia 的蚊群完全替代[6]。 
在利用 Wolbachia 控制蚊媒病的发展过程中，数学模型的建立与应用具有重要的指导作用。2010 年，

Farkas 等[7]建立了一系列数学模型研究 Wolbachia 的传播动力学，包括在不完全母体传播、不完全 CI 和
具有年龄结构等情形。作者分析了平衡点的稳定性，利用数值模拟估计了平衡点的吸引域，但未给出

Wolbachia 成功传播的阈值。2014 年，郑波等[8]建立了一个时滞微分方程模型，给出了精确的感染频率

的阈值，同时还发现了感染的雌雄比例为 1:5 为最佳释放方案。2019 年，胡林超等[9]建立了一个蚊子繁

殖率随机变化的微分方程模型来研究 Wolbachia 传播动力学，作者获得了感染阈值水平的估计并证明了

它不受环境变化的影响，由一条确定的曲线决定。这些模型都具有重要的应用价值。 
尽管 Wolbachia 能诱导 CI 现象，但由于某些客观因素，小部分受精卵仍旧会成功孵化并产生不携带

Wolbachia 的蚊子，即为不完全 CI。由于不完全 CI 的存在，即使 Wolbachia 感染蚊群在竞争过程中占据

优势，仍不可避免地会持续产生未感染的蚊子，所以不完全 CI 将会降低 Wolbachia 在蚊群中的传播速度，

而且 CI 的强度(指上述受精卵不能孵化的比例)不同，对传播速度的影响程度也不一样[10]。受上述研究
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的启发，并注意到野外蚊群数量的观察数据是离散的，本文建立了一个新的离散竞争模型，研究在不完

全 CI 条件下，携带 Wolbachia 蚊群与野外蚊群的竞争现象，分析 Wolbachia 成功传播的条件以及 CI 强度

对结果的影响。 

2. 模型的建立及其分析 

经典的 Leslie-Gower 离散竞争模型 
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该模型具有丰富的动力学性态并且满足竞争排斥原理[11]。模型中所有系数都是正的， tx 和 ty 分别表

示相互竞争的两个种群在时刻 t 的密度或数量， 1b 和 2b 分别表示它们的出生率， 11c 和 22c 则分别表示它们的

种内竞争系数，而 12c 和 21c 则是种间竞争系数。在此基础上我们建立不完全 CI 下的 Wolbachia 传播离散竞

争模型。假设 tx 和 ty 分别为感染和未感染 Wolbachia 的蚊群在时刻 t 的密度或数量， 1b 和 2b 表示它们的出

生率。考虑世代重叠的蚊子模型，引入 1d 和 2d 分别表示它们的死亡率，于是它们的幸存率分别为 11 d− 和

21 d− ，由于感染 Wolbachia 的蚊子通常具有适合度劣势[8]，我们设 1 2d d> 。假设 q 为感染 Wolbachia 的

雄蚊与未感染雌蚊交配后产生受精卵未孵化的比例，则 q 值即为 CI 强度(其中 ( )1 2, , 0,1d d q∈ )。由于 tx 和 ty
都表示蚊群数量，所以忽略所有竞争系数之间的差异，让 11 12 21 22c c c c α= = = = ，主要关心竞争对两种群出

生率的影响，类似于文献[7]，在不完全 CI 下 ty 的出生率变为 ( )2 1 t t tb qx x y− +  。不失一般性，我们有 
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模型中，参数 1 2 1 2 ,, , , ,b d d qb α 都是正实数。 
首先考虑模型的非负性和有界性。非负性是显然的，下面证明有界性。 
由模型(2)可得 
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于是由 ( )1 2, 0,1d d ∈ ，易得对于任意给定的初值 0x 和 0y ，有 
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因此，模型(2)的所有非负解有界且其正不变集为 

( ) 2 1 2
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, | 0 ,0 .b bx y R x y
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Γ = ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ 

 
 

下面分析模型(2)平衡点的存在性和稳定性。考虑到模型在零点没有定义，为了讨论需要，先定义一

个辅助函数 
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从而，模型(2)可改写为 
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此时 ( )0 0,0E 可作为模型的平凡平衡点，而其他平衡点满足下面方程组 
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可以得到模型的两个非负边界平衡点 1
1

1

1 1 ,0bE
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和 2
2
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，其存在条件为 1 1b d> 和

2 2b d> 。另外，系统存在一个正平衡点 
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当且仅当条件 1 1b d> ， 2 2b d> 及 ( )2 1 2

2 1 2

1b b b q
d d d

> > − 成立。下面讨论各平衡点的稳定性。 

定理 2.1. 对于模型(2)，我们有以下结论。 
a) 若 1 1 2 2,b d b d≤ ≤ ，则 0E 是全局渐近稳定的；否则， 0E 是不稳定的。 

b) 若 1 1b d> ，则当 ( )1 2
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进一步，若 1E 是局部渐近稳定的且 2 2b d≤ ，则 1E 是全局渐近稳定的。 

c) 若 2 2b d> ，则当 2 1
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2E 是局部渐近稳定的且 1 1b d≤ ，则 2E 是全局渐近稳定的。 

证明：模型(2)在平衡点处的 Jacobi 矩阵为 
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从而在平衡点 1E 和 2E 的 Jacobi 矩阵分别为 
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它们的特征值分别为其对角线上的元素。 
a) 若 1 1 2 2,b d b d≤ ≤ ，则系统只有一个平凡平衡点 0E 。当 1 1 2 2,b d b d< < 时，由模型(2)可得 
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易得系统的非负解是单调递减的，并且当 t →∞时， 0, 0t tx y→ → 。因此， 0E 是全局渐近稳定的。

当 1 1 2 2,b d b d= = 时，由模型(2)可得 
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可知当且仅当 0t tx y= = 时，对于任意 0t ≥ ，有 1 1,t t t tx x y y+ += = 。否则，对于任意的 0t ≥ ，有

10 t tx x+≤ < ， 10 t ty y+≤ < 。同理可得 t →∞时， 0, 0t tx y→ → 。因此， 0E 是全局渐近稳定的。当 1 1 2 2,b d b d< =

和 1 1 2 2,b d b d= < 时的情况可以类似的证明，这里不再赘述。综合起来，若 1 1 2 2,b d b d≤ ≤ ，则 0E 是全局渐

近稳定的。 
相反地，若 1 1b d> ，则当 0ty = 时，由模型(2)的第一个式子有 
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出发的

解将远离 0E ，所以 0E 不稳定。若 2 2b d> ，证明类似，这里也不再赘述。 

b) 1 1b d> ，则当 ( )1 2

1 2

1b b q
d d

> − 时，由 1J 的所有特征值的绝对值都小于 1 可知 1E 是局部渐近稳定

的；而当 ( )1 2
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1b b q
d d

< − 时，由 1J 的一个特征值的绝对值小于 1，另一个特征值大于 1，可知 1E 是一个

鞍点。进一步，若 1E 是局部渐近稳定的且 2 2b d≤ ，模型只存在两个平衡点 0E 和 1E ，由 a)知此时 0E 不

稳定，则根据文献[12]中的定理，所有的有界轨线将最终趋于一个平衡点，因此所有轨线只能趋于 1E ，

可得 1E 是全局渐近稳定的。 
c) 这里的证明与 b)类似，所以省略。 
接下来我们将讨论当 1 1b d> ， 2 2b d> 时，边界平衡点 1E 、 2E 以及正平衡点 3E 的稳定性态。需要说明的

是，当 1 2

1 2

b b
d d

> 时，我们说环境有利于感染Wolbachia 的蚊群，所以此时感染了 Wolbachia 的蚊群具有适合度优

势。当 1 2
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b b
d d

< 时，我们说环境有利于未感染蚊群，所以此时感染 Wolbachia 的蚊群具有适合度劣势[8]。由上

面讨论可知 3E 的存在条件为 1 1b d> ， 2 2b d> ， ( )2 1 2

2 1 2

1b b b q
d d d

> > − 。由模型(2)的第一个式子可得垂直等倾线 
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用 1L 表示，这是一条斜率为−1，截距为 1
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的直线段。由模型(2)的第二个式子可得水平等倾线 
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用 2L 表示，这是经过三个不动点 ( ) ( )2 2
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的抛物线，见图 1。 

 

 
Figure 1. The three possible cases of L1and L2 
图 1. L1和 L2的三种情况 

 
Case A 的条件为 

1 2
1 1 2 2

1 2

, , .b bb d b d
d d

> > >  

此时存在三个平衡点 0E ， 1E 和 2E ，而 3E 不存在。此时感染 Wolbachia 的蚊群具有适合度优势。 
Case B 的条件为 

( )2 1 2
1 1 2 2

2 1 2

, , 1 .b b bb d b d q
d d d

> > > > −  

此时存在四个平衡点 0E ， 1E ， 2E 和 3E ，其中 3E 为 1L 和 2L 的交点。此时感染 Wolbachia 的蚊群具

有适合度劣势。 
Case C 的条件为 
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( )1 2
1 1 2 2
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, , 1 .b bb d b d q
d d

> > < −  

此时存在三个平衡点 0E ， 1E 和 2E ，而 3E 不存在。此时感染 Wolbachia 的蚊群在适合度方面“极度”

劣势。下面的定理给出了这三种情况下的平衡点稳定性结论。 
定理 2.2. 当 1 1b d> ， 2 2b d> 时，我们有 

a) 若 1 2

1 2

b b
d d

> ，则 1E 是全局渐近稳定的， 2E 是一个鞍点。 

b) 若 ( )2 1 2
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d d d

> > − ，则 1E 和 2E 都是局部渐近稳定的， 3E 是一个鞍点。 

c) 若 ( )1 2

1 2

1b b q
d d

< − ，则 2E 是全局渐近稳定的， 1E 是一个鞍点。 

证明：a) 在此条件下(即 Case A)，由 2J (见(6))可知 2E 是一个鞍点，不稳定且它的稳定流形是 Y 轴。

利用稳定流形理论以及 Hartman-Grobman 定理[13]，可知没有轨线趋于 2E ，而由文献[12]中的定理可知

所有轨线将趋于 1E 。另外，由 1J (见(5))可知 1E 的所有特征值的绝对值都小于 1，所以 1E 是局部渐近稳

定的。综上所述， 1E 是全局渐近稳定的。 
b) 在此条件下(即 Case B)，由 1J 、 2J 可得 1E 和 2E 的所有特征值的绝对值都小于 1，所以 1E 和 2E 都

是局部渐近稳定的。下面讨论 3E 的稳定性，为了表达方便，记 

( )* * 1 1 2 1 1 2
3

1 2 1 1 2 1

1 1 1, 1 1 , 1 1 1 .b b d b b dE x y
q d b d d q b dα α

        
= = − − − − −                 

 

从而系统(2)在平衡点 3E 的 Jacobi 矩阵为 

( )

( )

( )

( )( )

( )

2 * 2 *
1 1

1
1 1

2 2* * * * * * * * * * * *1 1 1 1
2 2 2 23

1 1 1 1
22 2

* * * *1 1

1 1

1
1

1 1 1
1

d y d xd
b b

b b b bqb y x y b y x y qb x y x b x x yJ
d d d d

d
b bx y x y
d d

α α

α α

 +
 + − −
 
        − − − + − − + + +=               + − 
    

+ +    
    



 

(7) 

根据 Jury 判别准则[14]，平衡点 3E 是局部渐近稳定的当且仅当 Jury 条件 

3 31 det 2trJ J< + <  

成立，其中 3trJ 、 3det J 分别是 3J 的迹和行列式。上述 Jury 条件也等价于以下三个不等式 

3 3 3 3 3(1). 1 det 2;   (2). 1 det ;   (3). 1 detJ J trJ trJ J+ < − − < < +  

同时成立。直接计算可得， 

( )( )

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

2* * * * * *1 1
2 22

1 11
3 1 2

1 * *1

1

4 * * * * *2 *
1 2 21

2 1 23 * *
1 1

1 1
det 1

1
1 1 1 ,

b bqb x y x b x x y
d ddJ d

b b x y
d

d b y x y qb x yd y
d d d

b b x y

α

α αα

  
− − + + +  

    = + − 
  

+ 
 

 + −+  + − + + − −
+
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( )( )

( )

( )
2* * * * * *1 1

2 2 2 *
11 1

3 1 22
1* *1

1

1 1
1

2 .

b bqb x y x b x x y
d yd d

trJ d d
bb x y

d

α
α

  
− − + + +   +  = + + − −

 
+ 

 

 

利用上面两个式子，易得不等式(3)等价于 

( )( )

( )

( ) ( )
( )

2* * * * * *1 1
2 22

1 11
1 2

1 * *1

1

4 * * * * *2 *
1 2 21 2

1 23 * *
1 1

1 1

1
0.

b bqb x y x b x x y
d dd d

b b x y
d

d b y x y qb x yd d y
d d

b b x y

α

α αα

  
− − + + +  

    − 
  

+ 
 

 + −+  − + + >
+

 

化简后得 

( )
( )

( ) ( )
( )

* * *1 1 1
2 2

1 1 1 *1 2 1
2 2

1 1* *1

1

3 * * * * *
1 2 2*1

2 3 * *
1 1

1 1
1 1

1 1 0,

d b bqb x y x
b d d d b d x

b bb x y
d

d b y x y qb x ydd y
b b x y

α

α α
α

    
− − −    

      + − + 
   

+ 
 

 + −   + − + + >  + 

 

将 ( )* *
3 ,E x y= 代入上式，有 
2 2
1 2 1 1 2 1 1 1 2 1 2 1 1 2

2 2
1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1

2
1 2 1 1 1 2 1 1

22
1 1 1 2 1 1

1 11 1 1 2 1 1 1 1 1

11 1 1 1 1 1

d b d b d b b b d d b b b d
b b b d d q d b d b d q b d

d b d b b d d bd
b b q d b d b d

            
− − − − − − + − − −            

            

     
+ − + − − + − +     

     
1 2

1 2 1

1 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2
2

1 1 2 1 2 1 2 1 2 1

11 1 1

1 11 1 1 1 1 1 1

b d
q b d

d b d b d b d d b b d d
b b b d q b d b q d b d

      
 − − −             

            
= − − − − + + − − +                         

 

2
1 2 1 1 2 1 2 1 1 2

2
1 1 2 1 1 2 11

1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 1

1 1 1 1 2 1 1 1

1 11 1 1 1 1 1 1

11 1 1 1 1

d d b b d d d b b d
b d q b d d q b db

d b d d d d b d d d d
b b b b q b d b b

           
− + − − − + − − −                          
          

= − + − − − + −          
             

+ 1 1 2 1 1 1 2
2

1 1 1 1 2 1

1 2 1 2 1 1 1 2 1 1
2 2

2 1 1 1 1 1 1 1

1 2

2 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 0.

d d d d b b dd
b qb b d b d

b d d b d d d b d dd d
q b d b b b b b b

b d
q b d

     
− + − − −     

     
            

= − − + − + − + −            
               

 
= − − > 

 

 

在 Case B 的条件下相反的不等式成立，所以 3E 不稳定。下证其为鞍点。 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.92018


李艺杰，郭志明 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.92018 161 应用数学进展 
 

不等式(2)等价于 

( ) ( ) ( )
( )

( )( )

( )

4 * * * * **
1 2 21

2 1 2 3 * *
1 1

2* * * * * *1 1
2 22

1 11
1 2

1 * *1

1

1
4 2 2 1

1 1
2 0.

d b y x y qb x yd y
d d d

b b x y

b bqb x y x b x x y
d dd d

b b x y
d

α αα

α

   + −+   − + − − +
+  

  
− − + + +  

    + + − > 
  

+ 
 

 

我们将证明上式在 Case B 的条件下成立。将 * *
3 ( , )E x y= 代入上式，可得 

( )
3

1 1 1 2 1 2 1 1 2
2 1 2 2

1 1 2 1 1 1 2 1

2 2
1 2 1 1 1 2 1

12
1 1 1 2 1 1

1 14 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1

1 12 1 1 1 1 2 1

d b b d d d b b dd d d
b d q b d b d q b d

d b d b b d bd
b b q d b d q d

            
 − + − + − − − − + − − −                         

       
+ + − + + − − − −      

      

2

1 2

2 1

1 0,b d
b d

  
 − > 
   

 

分别证明上式的各部分都大于 0。由 ( )2 1 2

2 1 2

1b b b q
d d d

> > − 和 ( )0,1q∈ ，第一部分： 

( ) ( )

( )

1 1 1 2 1
2 1 2 2 1 2

1 1 2 1 1

1
2 1

1

14 2 2 1 1 1 1 1 4 2 2 1

2 2 1 0

d b b d dd d d d d d
b d q b d b

dd d
b

        
 − + − + − − − − ≥ − + − −                  

  
= − + − >  

   

 

成立。看第三部分中括号里面的内容： 
2

1 1 2 1 1 2

1 2 1 1 2 1

1 1 2 1 1 2

1 2 1 1 2 1

1 2 1 2

2 1 2 1

1 11 1 1 1 2 1 1

1 11 1 1 1 2 1 1

11 1 1 1

b b d b b d
q d b d q d b d

b b d b b d
d q q b d d b d

b d b d
q b d b d

      
+ + − − − − −      
      
         

≥ + + − + − − − −        
         

    
≥ − + − + −    

    

= 1 2

2 1

11 1 0
b d

q b d
 

− − > 
 

 

也成立，所以第三部分以及剩下的部分也显然成立，因此(2)的等价式在 Case B 的条件下成立。现在

考虑 3J 的特征多项式 

( ) ( )2
3 3det .p trJ Jλ λ λ= − +  

因为不等式(3)在 Case B 的条件下相反的不等式成立，所以 ( ) 3 31 1 det 0p trJ J= − + < ，而 

( ) 3 31 1 det 0P trJ J− = + + > 因为不等式(2)成立。再由 ( )P +∞ = +∞，可知， ( )P λ 有一个大于 1 的正根以及

一个在区间 ( )1,1− 之间的根。因此， 3E 是一个鞍点。 
c) 在此条件下(即 Case C)，证明类似于 a)，这里我们不再赘述。定理 2.2 证毕。 
定理 2.2 的结论表明，在感染蚊群有适合度优势的情况，即 Case A， 1E 是全局渐近稳定的，无论两种

蚊群的初值是多少，Wolbachia 都能成功扩散到整个蚊群。相反地，感染蚊群在适合度“极度”劣势的情况
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下，即 Case C， 2E 是全局渐近稳定的。无论初值取多少，Wolbachia 都扩散失败。实际应用中最为合理

的是感染蚊群具有适合度劣势的情况，即 Case B，此时 1E 和 2E 都是局部渐近稳定的，它们有各自的吸

引域。 3E 是一个鞍点，它的稳定流形分开了 1E 和 2E 的吸引域，Wolbachia 扩散成功与否取决于两种群的

初值。另外，通过分析，在保持两种群出生率和死亡率不变的情况下，若能不断增加 CI 的强度(即 q 值)
至完全 CI (即 1q = )，Case C 将不存在， 2E 在任何情况下都不能全局稳定，意味着 q 值的增加将有利于

携带 Wolbachia 的蚊群持续存活。实际上在 Case B 的情况下，q 值的增加会使得 1E 的吸引域变大， 2E 的

吸引域变小。 

3. 数值模拟 

本节我们将利用利用 MATLAB 来进行数值模拟来验证相应的结论。主要是对定理 2.2 的三个结论进

行模拟验证以及对 CI 强度改变的影响进行模拟和解释。图像和说明如下。 
图 2 展示了在 Case A 情况下两种群的数量变化，其中红实线和黑虚线分别表示感染和未感染蚊群(后

面的一样)，参数值为： 1 2 1 21, 2 3, 3, 2, 0.4, 0.3q b b d dα = = = = = = ，所给的初值条件为 ( ) ( )0 0, 1,1x y = (左
上)、 ( ) ( )0 0, 2,4x y = (右上)、 ( ) ( )0 0, 5,6x y = (下)。结果显示无论初值取多少，Wolbachia 感染蚊群将持续

存在，未感染蚊群都将灭绝，即竞争的结果为 Wolbachia 扩散成功，验证了定理 2.2 中的 a)。 
图 3 展示了在 Case B 情况下两种群的数量变化，参数值为： 1 2 1 21, 2 3, 2, 2, 0.4, 0.3q b b d dα = = = = = = ，

所给的初值条件为： ( ) ( )0 0, 1,3x y = (左上)、 ( ) ( )0 0, 3,6x y = (右上)、 ( ) ( )0 0, 1,1x y = (左下)、 ( ) ( )0 0, 5,3x y =

(右下)。结果显示不同的初值将导致解趋于 1E 或者 2E ，所以 1E 和 2E 都是局部渐近稳定的，而 3E 是一个

鞍点。它的稳定流形分开了 1E 和 2E 的吸引域。若解趋于 1E ，如下两图，则意味着 Wolbachia 感染蚊群

将持续存在，未感染蚊群将灭绝，Wolbachia 扩散成功。相反地，如上两图，解趋于 2E ，则扩散失败。

验证了定理 2.2 中的 b)。 
 

 
Figure 2. The change in the solution of the system in Case A 
图 2. Case A 情况下系统的解变化 
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Figure 3. The change in the solution of the system in Case B 
图 3. Case B 情况下系统的解变化 

 

 
Figure 4. The change in the solution of the system in Case C 
图 4. Case C 情况下系统的解变化 
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Figure 5. The influence of CI strength changes in Case B 
图 5. Case B 情况下 CI 强度变化的影响 

 

图 4 展示了在 Case C 情况下两种群的数量变化，参数值为： 1α = ， 2 3q = ，1 0.8b = ， 2 2b = ， 1 0.4d = ，

2 0.3d = 所给的初值条件为：( ) ( )0 0, 1,1x y = (左)、( ) ( )0 0, 4,6x y = (右)。结果显示无论初值取多少，Wolbachia
感染蚊群将灭绝，未感染蚊群都将持续存在，即竞争的结果为 Wolbachia 扩散失败。验证了定理 2.2 中的 c)。 

图 5 展示了在 Case B 情况下，改变 CI 强度(q 值)而导致解趋向的变化。部分参数值为： 1α = ，1 2b = ，

2 2b = ， 1 0.4d = ， 2 0.3d = ，由图像可看到，从初值 ( ) ( )0 0, 4,6x y = 出发的解在 2 3q = (左上)时将趋于平

衡点 2E ，若增大 q 值至 4 5q = (右上)，解则变为趋于 1E 。同理，从初值 ( ) ( )0 0, 10,12x y = 出发的解在 2 3q =

(左下)时趋于 2E ，在 4 5q = (右下)时变为趋于 1E 。意味着 CI 强度(q 值)的增大会增大 1E 的吸引域，减少

2E 的吸引域，即 CI 强度越大，Wolbachia 在蚊群中的传播越容易。 

3. 总结 

本文从两个种群竞争角度建立了离散模型来分析不完全 CI 下的 Wolbachia 传播动力学性态。结果表

明：在 Wolbachia 感染蚊群具有适应度优势的情况下， 1E 具有全局渐近稳定性，Wolbachia 的成功传播

在任何给定的初值条件下都得以保证。在 Wolbachia 感染蚊群具有适应度“极度”劣势的情况下， 2E 具

有全局稳定性，Wolbachia 传播必然失败。在 Wolbachia 感染蚊群具有适应度劣势的情况下， 1E 和 2E 都

是局部渐近稳定的， 3E 是一个鞍点，它的稳定流形分开了 1E 和 2E 的吸引域。Wolbachia 的传播成功与否

将取决于释放的感染蚊群与未感染蚊群的初值，而 CI 强度的增大将有利于 Wolbachia 在蚊群中的传播。 
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