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Abstract 
Pyramidal cell in the dorsal cochlear nucleus (DCN) is one of the first neurons in the central audi-
tory system to process acoustic signals, which plays an important role in the processing and inte-
gration of acoustic information. The KM model based on voltage dependent ion channel variables 
can be established by the in vitro experimental data of DCN pyramidal neurons. We use hf as a bi-
furcation parameter to analyze the fast and slow dynamics of DCN pyramidal neurons. Then, a dy-
namic state-feedback control law incorporating a washout filter is used to control the Hopf bifur-
cation position of KM model, and our control task is realized. 
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摘  要 

耳蜗背侧核(DCN)椎体神经元是听觉中枢系统中首先对声波电信号进行处理的神经元之一，其对声波

信息的处理、整合起了非常重要的作用。通过DCN椎体神经元的离体实验数据可以建立基于电压依赖

型离子通道变量的数学模型KM模型。我们将hf作为分岔参数对DCN椎体神经元模型进行快慢动力学分
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析。然后使用冲洗滤波器辅助动态反馈控制器的方法来控制KM模型的Hopf分岔位置，实现我们的控

制任务。 
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1. 引言 

众所周知，神经系统是复杂的非线性动力系统。从非线性动力系统的角度来看，许多精神疾病可以

被认为是由描述神经元系统的相关非线性方程中一个或多个调节参数值的变化引起的分岔所引起的[1]。
因此，理解导致神经元系统分岔的机制和可以修改这种分岔特征的反馈控制法，对神经疾病的新诊断和

治疗有着重要意义。 
局部分岔分析是非线性系统理论的一个重要分支，非线性系统平衡点的性质因单参数改变而改变

[2]。其中最常见的分岔类型之一是 Hopf 分岔，平衡点由于参数改变引起的一对纯复特征值而失去稳定

性。Chunli Huang 等[3]利用由线性项和非线性立方项组成的冲洗滤波辅助动态反馈控制器来控制 Hopf
分岔的发生。Yong Xie 等[4]运用冲洗滤波辅助动态反馈控制器将不变圆(snic)分岔改变为 Hopf 分岔，

模型神经元的兴奋性由 I 型兴奋性转变为 II 型兴奋性。使用冲洗滤波器的主要优点是它保留了原始平

衡点。但是，由于一个 Hopf 分岔点的重新定位会影响另一个 Hopf 分岔点的位置，因此滤波器不能应

用于具有两个 Hopf 分岔的系统。Le Hoa Nguyen 等[5]利用动态状态反馈控制，将具有 II 型兴奋性的

ML 神经元模型中的两个 Hopf 分岔点同时重新定位到新的期望位置。动态状态反馈控制律的方法不仅

能够将两个不同的 Hopf 分岔点同时重新定位到 n 维非线性系统中的任何所需位置，而且能够保持系统

的平衡结构。 
冲洗滤波辅助动态反馈控制器方法在高维系统的分岔控制上有一定难度，本文通过对一个 9 维的神

经元模型进行分析，运用冲洗滤波辅助动态反馈控制器方法对系统的 Hopf 分岔进行了控制。本篇文章的

结构如下。在第 2 节介绍了基于耳蜗背侧核(DCN)椎体神经元建立的 9 维数学模型 KM 模型。第 3 节我

们引入快慢动力学分析，通过膜电位 V 的时间历程图分析我们将系统的快钾电流的失活变量 fh 作为快子

系统的分岔参数，得到模型的分岔图。第 4 节引入冲洗滤波器的动态状态反馈控制律对两个模型的分岔

进行控制。在第 5 节中给出结论。 

2. Kanold-Manis DCN 椎体神经元模型(KM 模型) 

基于 H-H 模型的思想，2001 年 P. Kanold 和 P. Manis 根据大鼠的耳蜗背侧椎体神经元的体外膜片钳

记录结果建立了一个 9 维的基于电压依赖型离子通道变量的数学模型[6]，在这里我们称之为 KM 模型。

在 KM 模型中包含钠电流( NaI )，漏电流( LI )，h 电流( hI )和 3 种类型钾电流，这三种钾电流分别是快钾

电流( KifI )，慢钾电流( KisI )和永不失活的钾电流( KniI )。 KifI 与 KisI 的主要区别在于 KifI 的失活通道变量的

时间尺度(大约 50 ms)快于 KisI 的失活变量时间尺度(大约 200 ms)。 KifI 的失活变量对 DCN 神经元的放电

模型调控上起来决定性作用。方程如下： 

Open Access

 

DOI: 10.12677/aam.2020.92016 134 应用数学进展 
 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.92016
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


王子汉，伍帅 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )
( )

2 2 4 4 4

, , , , , , , ,

Na Na Na Na Kni Kni Kif f f Kis s s K L L h h h h

x

Na Na Kni h h f f s s

CmV I g m h V V g n g m h g m h V V g V V g m n V V

x V x
x

V
x h m n m n m h m h

τ
∞

= − − − + + − − − − −

−
=

=



  

电压依赖的通道变量的稳态方程 ( )x V∞ 的一般形式是 ( ) ( )( )( )1 1 exp x xx V V kθ∞ = + − 。电压依赖的通

道变量的弛豫时间为 xτ 。 Nam ， Nah 表示钠离子通道的开关概率； fm ， fh 和 sm ， sh 分别表示快钾离子通

道和慢钾离子通道的开关概率； hm ， hn 表示 h 电流的开关概率； Knin 为永不失活钾离子通道的打开概率。 
DCN 椎体神经元模型的具体通道开关概率参数如下： 38mNaθ = − ， 43hNaθ = − ， 40nKniθ = − ，

68.9mhθ = − ， 68.9nhθ = − ， 53mfθ = − ， 38hfθ = − ， 40.9msθ = − ， 38.4hsθ = − ， 3mNak = − ， 3nKnik = − ， 3hnak = ，

6.5mhk = ， 6.5nhk = ， 25.8mfk = − ， 6.5hfk = ， 23.7msk = − ， 9hsk = 。膜电容 12.5 pFmC = 。最大通道电

导常数(单位：nS)为： 350Nag = ， 80Knig = ， 3hg = ， 150Kifg = ， 40Kisg = ， 2.8lg = 。各离子电流的

可逆电位(单位：mV)为： 81.5KV = − ， 50NaV = ， 57.7LV = − ， 43hV = − 。 

3. KM 模型的分岔分析 

3.1. 快慢动力学分析 

一般来说，复杂的神经系统模型大都包含两个或两个以上的时间尺度。在实验和数值模拟中经常观

察到得簇放电行为通常是在慢尺度调控下的动力系统行为。考虑多时间尺度系统 

( ) ( )
( ) ( )
,

,

x f x y

y g x yε

 =


=





快子系

慢 统子系

统
 

, , 1m kx R y R ε∈ ∈  向量 mx R∈ 表示对应于放电形式的快变量。它包含膜电位 V 以及快电流的激活

或非激活的门控变量，等等。向量 ky R∈ 表示调制快放电的相关的慢变量，比如，慢钾电流的门控变量、

内钙离子浓度等。小参数表示快慢时间尺度的比率，也即放电与调制的时间比率。 
为了分析簇放电的性质和产生机理，我们假设 0ε = ，这样就可以分开讨论快子系统和慢子系统。快

子系统可以是静息的(但是兴奋地)，双稳的，或放电的，这取决于 y 的值。当 y 的值变化时，可引起簇放

电的放电态与静息态的周期性地变化时，因此簇放电的许多重要行为可以通过快子系统的相图加以分析，

其中，慢变量 y 看成是快子系统的分岔参数。 
 

 
(a1)                                             (a2) 
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(a3) 

Figure 1. Time course of the membrane potential V stimulated by square wave current stimulated by hyperpolarization and 
depolarization of the KM model at different fh . (a1)~(a3) The current response of the KM model. The selected depolariza-

tion current is 140 pA, and the 50 ms hyperpolarization current is −200 pA. The change of fh  is 1, 0.5, 0.05 in turn 

图 1. KM 模型在不同 fh 下先超极化后去极化的方波电流刺激的膜电位 V 的时间历程图。(a1)~(a3) KM 模型的电流响

应，选择的去极化电流 140 pA，50 ms 超极化电流为−200 pA， fh 的变化依次为 1，0.5，0.05 
 

由于 DCN 椎体神经元同时接受兴奋型突触刺激和抑制型突触刺激，在离体实验和对模型的数值仿真

时均采用先超极化后去极化的方波电流刺激，体内的放电模式可以在体外复制[7]。由图 1 可知，随着快钾

电流的失活变量 fh 在 0~1 区间中的变化，KM 模型膜电位 V 的时间历程图随着 fh 的减小( 1,0.5,0.05fh = )
均表现从规则簇放电到单尖峰放电再到接近静息放电的状态。再从图2中KM模型 fh 的时间序列可以看出，

fh 在神经元的超极化过程中不断增加，直到饱和到接近于 1，在去极化电流注入时，快钾电流通道能够瞬

时激活阻止由于钠通道的大量开放所导致的动作电位的发放。但经过一段时间的去极化，快钾离子通道逐

渐关闭，再也不能阻止膜电位的增加，发生重复放电行为。因此可以将 fh 其视为快子系统的分岔参数，我

们针对 fh 对 KM 模型进行分岔分析。 
 

 

Figure 2. KM model (a) Time history of fast potassium current shutdown probability variable fh . In the hyperpolarized 

state, fh  gradually increases, and in the depolarized state, fh  gradually decreases. The selected depolarization current is 
140 pA, and the 50 ms hyperpolarization current is −200 pA 
图 2. KM 模型(a)快钾电流关闭概率变量 fh 的时间历程图。在超极化状态下 fh 逐渐增加，在去极化状态下 fh 逐渐减

小。选择的去极化电流 140 pA，50 ms 超极化电流为−200 pA 
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3.2. KM 模型的快慢动力学分岔分析 

通过 3.1 的快慢动力学分析，我们选择 fh 作为分岔参数。我们选定 50 ms 超极化电流为 200 pAhI = − ，

去极化电流 0 140 pAI = ，当参数 1fh = 时，KM 模型的快子系统处于一个稳定的平衡点(红线)。当 fh 逐渐

减小到 0.24 时，KM 快子系统发生 Hopf 分岔，系统由一个稳定点变为稳定的极限环(蓝线)。当平衡点由

于 Hopf 分岔消失后，神经元开始重复放电(蓝灰线)。本文中的分叉图是使用 XPPAUT 软件和 MATLAB 
(ODE15S 积分)生成的。如图 3 所示。 
 

 

Figure 3. Analysis of fast and slow dynamic bifurcation of KM model. The slow variable fh  is a parameter, the red line 
represents the stability point of the fast subsystem, and the blue line represents the maximum and minimum values of the 
limit cycle. The blue-grey line indicates the trajectory of the system under the stimulation of hyperpolarized current 

200 pAhI = −  and depolarized current 0 140 pAI =  
图 3. KM 模型的快慢动力学分岔分析。慢变量 fh 为参数，红线表示快子系统的稳定点，蓝线表示极限环的最大值和

最小值。蓝灰线表示系统在超极化电流 200 pAhI = − 和去极化电流 0 140 pAI = 刺激下的轨线 

4. KM 模型的 Hopf 分岔控制 

4.1. Hopf 分岔出现的条件 

对于式子： ( )d ,
d
x f x u
t µ= ，其中 nx R∈ 是状态向量， Rµ ∈ 是分岔参数， ( ),f x uµ 是从 nR R× 到 nR 的

光滑映射，u 是标量输入。假设参数值 µ 存在固定点 xµ ，特征值为 iµ µ µλ α β= + 。假设 0µβ ≠ ，
0

0µα = ，

并且 ( )
0

d 0
d µ

µ µ

α
µ =

> ，则参数值 0µ µ= 时发生 Hopf 分岔。 

在一些系统中，特别是在高维系统中，不能总是获得特征值。为了避免这种情况，我们可以使用基

于 Routh-Hurwitz 稳定性判据的 Hopf 分岔出现的等价条件[8]。假设雅可比矩阵的特征多项式为： 

( ) ( ) ( ) ( )0 1, n
np p p pλ µ µ µ λ µ λ= + + +  

我们假设矩阵 ( )nL µ 为 

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 0

3 2

2 1 2 2

0
0

n

n n n

p p
p p

L

p p p

µ µ
µ µ

µ

µ µ µ− −

 
 
 =  
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当 0i < 或者 i n> 时， ( ) 0ip µ = 。我们再令 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )

1 1 1

1 0
2 2

3 2

det ,

det det ,

det .n n

D L p

p p
D L

p p

D L

µ µ µ

µ µ
µ µ

µ µ

µ µ

= =

 
= =  

 

=



 

当满足以下条件时，系统在 0µ µ= 时经历 Hopf 分岔： 
1) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0 2 0 1 00, 0, , 0, 0;n np D D Dµ µ µ µ− −> > > >  

2) 
( )

0

1d
0.

d
nD

µ µ

µ
µ
−

=

≠  

4.2. 冲洗滤波器的动态状态反馈控制律 

基于冲洗滤波器的动态状态反馈控制律用于控制系统中的 Hopf 分岔，我们引入以下式子： 

( ) ( )

( ) ( )1

d , ,
d
d

, 1, , ,
d

, .

i
i i i

i i i i i i i

x f x u x y
t
y

x d y i m
t

u x y k x d y

µ= +

= − =

= − −

  

其中， ( ) ( ) ( ) T
1 1 1, , , , , ,0, ,0m m mu x y u x y u x y =    ， 1ik 是控制收益， id 是滤波器时间常数的倒数。控制

器是一个线性控制器，需要满足两个条件，一个是 0d > 以保证滤波器的稳定性，还有一个是 ( )0,0 0u = 以

保留初始平衡点。 
由于膜电位 V 很容易测量，我们选择它作为要控制的输入。加入滤波器后，受控制的 KM 模型变为： 

( )

( )( )

( ) ( ) ( )
( )
( )

2

2 4 4

4
1

, , , , , , , ,

Na Na Na Na

Kni Kni Kif f f Kis s s K

L L h h h h

x

Na Na Kni h h f f s s

CmV I g m h V V

g n g m h g m h V V

g V V g m n V V k V dy

x V x
x

V

x h m n m n m h m h

y V dy

τ
∞

= − −

− + + −

− − − − − −

−
=

=

= −







 

4.3. 受控制的 KM 模型 

我们选择将 Hopf 分岔推进到 1 0.3fh = ，为了实现我们的目标，我们使用 Routh-Hurwitz 稳定性判据

得到控制增益 1k 的值。令 1d = ，在 1 0.3fh = 时： 

( )
( )

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1

50.886,0.5205,0.9327,0.0113,0.0259,0.5889,0.5889,0.3962,0.8002

f Na Na Kni h h s sV m h m n m n m h

= −
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雅可比矩阵是： 

1 10.56027 62.15408 0.51094 70.8666 10.1358 0.00009 0.00002 19.5007 2.41395
0.00348 0.36014 0 0 0 0 0 0 0 0
0.04186 0 2 0 0 0 0 0 0 0

0.08845 0 0 20 0 0 0 0 0 0
10.0028 0 0 0 0 0 0 0 0
3

51.61672 0 0 0 0 6053.74833 0 0 0 0
0.00005 0 0 0 0 0 0.0054 0 0

k k− − − − − −
−

− −
−

−

− −
− − 0
0.00646 0 0 0 0 0 0 0.64017 0 0

10.00009 0 0 0 0 0 0 0 0
200

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 −
 
 − − 
 

− 

 

我们得到 ( )1fL h 的特征多项式： 

( ) ( ) ( ) ( )0 1, 1 1 1 1 ,n
f f f n fp h p h p h p hλ λ λ= + + +

 

( )0 1 0.55203,fp h =  

( )1 11 221.16573 0.50281 ,fp h k= + ×  

( )2 11 22933.74395 197.57378 ,fp h k= + ×  

( )3 11 171377.6349 20147.18695 ,fp h k= + ×  

( )4 11 539186.793 150964.2488 ,fp h k= + ×  

( )5 11 958669.8088 402949.52445 ,fp h k= + ×  

( )6 11 1036496.232 424717.59186 ,fp h k= + ×  

( )7 11 613136.75236 141389.0978 ,fp h k= + ×  

( )8 11 150865.69314 6077.09237 ,fp h k= + ×  

( )9 11 6078.65264 ,fp h k= +  

( )10 1 1.fp h =  

根据 Hopf 分岔 1)和 2)的等价条件，我们可以得到： 

( )0 1 0.55203 0,fp h = >  

( ) ( )1 1 11 1 221.16573 0.50281 0,f fD h p h k= = + × >  

( ) 6 2
2 1 11 4.9775 10 44106 99.3419 0,fD h k k= × + × + × >  



 
( ) 39 40 39 2

8 1 1

39 3 38 4 37 5
1 1 1

36 6 34 7 31 8
1 1 1

1 5.77134 10 1.21731 10 9.293.1 10

3.42196 10 6.45088 10 5.80402 10

1.89405 10 1.39949 10 2.96096 10
0,

fD h k k

k k k

k k k

= × + × × + × ×

+ × × + × × + × ×

+ × × + × × + × ×
>
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( ) 43 43 43 2
9 1 1

43 3 42 4 41 5
1 1 1

40 6 37 7 35 8
1 1 1

31 9
1

1 3.50568 10 7.39433 10 5.64501 10 *

2.07876 10 3.91922 10 3.52755 10

1.15326 10 8.66507 10 1.9329 10

2.96093 10
0,

fD h k k

k k k

k k k

k

= × + × × + ×
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+ × ×
=

 

( )10 42

1

d
6.23025 10 0.

d
f f

f
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求解九个不等式和一个等式，得到 1 1.04k = − 。 
图 4 显示 Hopf 分叉的位置已成功地从 0.23fh = 控制到 0.3fh = 。我们重新选择合适的超极化电流为

120 pAhI = − 。当 fh 逐渐减小到 0.3 时，系统发生 Hopf 分岔，由一个稳定点(红线)变为稳定的极限环(蓝
线)。当稳定的平衡点由于 Hopf 分岔消失后，神经元开始重复放电(蓝灰线)。 
 

 

Figure 4. KM model after control. The slow variable fh  is a parameter, the red line represents the stability point of the fast 
subsystem, and the blue line represents the maximum and minimum values of the limit cycle. The blue-grey line indicates 
the trajectory of the system under the stimulation of hyperpolarized current 120 pAhI = −  and depolarized current 

0 140 pAI =  
图 4. 控制后的 KM 模型。慢变量 fh 为参数，红线表示快子系统的稳定点，蓝线表示极限环的最大值和最小值。蓝

灰线表示系统在超极化电流 120 pAhI = − 和去极化电流 0 140 pAI = 刺激下的轨线 

5. 结论 

本文主要研究了 DCN 椎体神经元的 Hopf 分岔控制。文章的研究具有一定的创造性，内容表述清楚，

分析清晰严谨，公式准确，研究过程及结果具有较好的应用与参考价值，值得发表。 
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