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Abstract 
In online list coloring (introduced by Zhu and by Schauz in 2009), the list configuration of the 
graph is given online as the online coloring game proceeds. James Carraher, Sarah Loeb and Tho-
mas Mahoney etc. proved a partial result toward the paint analogue of Ohba's Conjecture. We ex-
tend this result to multiple online coloring. 
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摘  要 

在2009年Zhu和Schauz分别提出的在线列表染色中，图的列表配置是随着在线染色游戏的进行在线给出

的。James Carraher，Sarah Loeb和Thomas Mahoney等人证明了在线版本的Ohba猜想的一部分。我

们将这个结果推广到了多重染色中。 
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1. 引言 

设G是一个图，f和g是由 ( )V G 映射到


的两个函数，其中对G中的任意一点v都满足 ( ) ( )f v g v≥ 。

G 的一个 f-列表配置是一个映射 L，分配给 G 中的每一点 v 一个由 ( )f v 个正整数组成的集合 ( )L v 作为点

v 可以用的颜色。G 的一个 g-染色是一个映射 S，分配给 G 中的每一点 v 一个由 ( )g v 个颜色组成的集合

( )S v ，使得对 G 中任意相邻的两点 u 和 v 都满足 ( ) ( ) =S v S u ∅ 。对于 G 的一个列表配置 L，G 的一个

( ),L g -染色是 G 的一个 g-染色，且对于 G 中每个点 v 都满足 ( ) ( )S v L v⊆ 。如果 G 有一个 ( ),L g -染色，

就称 G 是 ( ),L g -可染的。称 G 是 ( ),f g -可选当且仅当 G 对于任意 f-列表配置 L，都是 ( ),L g -可染的。根

据定义，我们可以得到如下结论： 
 如果 g b≡ ，其中 b 是一个常数，则 ( ),f g -可选就是 ( ),f b -可选。 
 如果 1b = ，则 ( ),f b -可选就是 f-可选。 
 如果 ,f a g b≡ ≡ ，其中 a 和 b 都是常数，则 ( ),f g -可选就是 ( ),a b -可选。 

列表染色已经有了很多广泛的研究。一般，我们称最小的使得 G 是 k-可选的正整数 k 为图 G 的选择

数，用 ( )l Gχ 表示。 
在本文中，我们还考虑了列表染色的另一个版本。在 2009 年，Zhu 和 Schauz [1]介绍了由列表染色

推广而来的一种染色，称为在线列表染色。在线列表染色的定义可以通过一个双人游戏来表示。 
定义 1：设 G 是一个图，f 和 g 是两个映射 ( ), :f g V G → ，G 的 ( ),f g -列表染色游戏由两个玩家组

成，分别叫 Lister 和 Painter。游戏的开始，G 中的每个点 v 都有 ( )f v 个筹码。在游戏的每一轮 i： 
Lister 先从 ( )V G 中还没有染到 ( )g v 个颜色的点中选一个非空子集 iV ，同时， iV 中的每个点都将减少

一个筹码；而玩家 Painter 将从 iV 中选择一个独立集 iX ，给 iX 中每个点染颜色 i。 
如果存在某个正整数 m 使得在游戏的第 m 步时，有一个点 v 已经没有筹码了并且这个点还没有被染

到 ( )g v 个颜色，那么 Lister 赢了。 
否则，也就是在某一步，每个点 v 都已经被染了 ( )g v 个颜色。这个情况，我们就称 Painter 赢了游戏。 
如果 Painter 在 ( ),f g -列表染色游戏中有一个赢的策略，那么我们就称 G 是在线 ( ),f g -可选的。当 f

和 g 是两个常数函数 ,f a g b≡ ≡ 时，称 G 是在线 ( ),a b -可选的。如果 1g ≡ ，则在线 ( ),f g -可选就是在

线 f-可选。 
我们称最小的使得 G 是在线 k-可选的正整数 k 为图 G 的在线选择数，用 ( )p Gχ 表示。根据定义我们

可以知道对于所有图 G，都有 ( ) ( )p lG Gχ χ≥ 且 ( ) ( )l G Gχ χ≥ 。 
Ohba [2]在 2002 年提出了一个猜想，一个图 G 如果满足 ( ) ( )2 1V G Gχ≤ + ，则这个图就满足

( ) ( )lG Gχ χ= 。这个猜想已经被 Noel，Reed 和 Wu [3]证明了是正确的。 
定理 1：如果图 G 满足 ( ) ( )2 1V G Gχ≤ + ，则 ( ) ( )l G Gχ χ= 。 
而关于在线选择数 ( )p Gχ ，也有一个类似的猜想。 
猜想 1：如果图 G 满足 ( ) ( )2V G Gχ≤ ，则 ( ) ( )p G Gχ χ= 。 
尽管已经有一些结果证明了存在图 G 满足 ( ) ( )2V G Gχ= 是在线选择数等于选择数的，但是在线版本

的Ohba 猜想目前还没有被证明。关于在线版本的Ohba 猜想的一个弱一点的版本的猜想是存在常数 ( ]1,2c∈
使得当 ( ) ( )V G c Gχ≤ 时， ( ) ( )p G Gχ χ= 。Kozik，Micek 和 Zhu [4]证明了如果 ( ) ( ) ( )V G G Gχ χ≤ + ，
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则 ( ) ( )p G Gχ χ= 。Carraher，Loeb 和 Mahoney [5]证明了如果 ( ) ( ) ( )2 1V G G Gχ χ≤ + − ，则 ( ) ( )p G Gχ χ= 。 
定理 2：如果 ( ) ( )V G Gχ χ≤ + ，则 ( ) ( )p G Gχ χ= 。 
定理 3：如果 ( ) ( )2 1V G Gχ χ≤ + − ，则 ( ) ( )p G Gχ χ= 。 
定理 4：设 G 是一个独立数为 m 的图，且  2m ≥ ，若 

( ) ( )
2

2
2

3 4
m mV G G
m m

χ− +
≤

− +
 

则 ( ) ( )p G Gχ χ= 。 
Erdös，Rubin 和 Taylor 提出了猜想如果 G 是 k-可选的，则 G 对于任意正整数 m 是 ( ),km m -可选的。

然而，Zdenĕk Dvořák，Xiaolan Hu 和 Jean-Sébastien Sereni [6]证明了若 4k ≥ ，存在图 G 是 k-可选的，但

不是 ( )2 ,2k -可选的。但是这个图是不满足 Ohba 猜想的条件的，因此我们可以思考，在 Ohba 猜想的条件

下，Erdös 猜想是否成立。也就是，当 ( ) ( )2 1V G Gχ≤ + ，如果 ( )G kχ = ，G 是否对于任意正整数 m 都

是是 ( ),km m -可选的。 
问题 1：设 G 是一个简单图且 ( )G kχ = ，如果 ( ) ( )2 1V G Gχ≤ + ，G 是否对于任意正整数 m 都是

( ),km m -可选的？ 
根据在线列表染色的定义，我们可以知道如果 G 对任意正整数 m 都是在线 ( ),km m -可选的，则 G 对

任意正整数 m 都是在线 ( ),km m 可选的。 
因此对于在线列表染色，我们有类似的问题。 
问题 2：设 G 是一个简单图且 ( )G kχ = ，如果 ( ) ( )2V G Gχ≤ ，G 是否对于任意正整数 m 都是在线

( ),km m -可选的？ 
然而，在线版本的 Ohba 猜想目前还没有被证明，因此我们在弱 Ohba 猜想的结果上进行了推广，证

明了如果 ( ) ( ) ( )2 1V G G Gχ χ≤ + − ，则 G 是否对于任意正整数 m 都是在线 ( ),km m -可选的。 

2. 主要定理证明 

在这个部分，我们将证明如果对任意正整数 m，图 G 都是在线 ( ),km m 列表可选的，那么我们可以通

过加上一个点数有限制的独立集来构造一个对于任意正整数 m 都是在线 ( )( )1 ,k m m+ -列表可选的图。 
在此之前，我们先介绍一些证明中将用到的表示方法。对于图 G 和图G′，将通过加上图 G 的点与

图G′的点之间的所有的边联合所获得图称为图 G 和图G′的结合，用G G′+ 表示。对于图 G 的任意一点

v，令 ( ) ( ) ( ){ }: ,GN v x v x E G= ∈ ， [ ] ( ) { }G GN v N v v=  。 
在证明主要定理之前，先介绍多重在线列表染色的一个重要性质。 
定理 5：对于图 G 中的一点 v，如果 ( ) [ ] ( )

Gu N vf v g u
∈

≥ ∑ ，则 G 是在线 ( ),f g -列表可选的等价于G v−
是在线 ( ),f g -列表可选的。 

我们称多重在线列表染色的这个性质为退化。利用这个性质，我们希望能由一个对任意正整数 m 都

是在线 ( ),km m -列表可选的图构造出一个对任意正整数 m 都是在线 ( )( )1 ,k m m+ -列表可选的图。 
当我们描述两个玩家的策略的时候，称 Lister 标记了集合M，称 Painter 染了集合 M 中的一个独立集。 
定理 6：图 G 是一个色数为 k 的图，若对于任意正整数 m，G 都是在线 ( ),km m -列表可选的且

( ) 1
1

V G k k
t

≤ +
−

，那么 tG K+ 也是在线 ( )( )1 ,k m m+ -列表可选的。 

证明：令 tG G K′ = + ，在游戏的第 i 步，我们令 fi(v)表示 v 的现有筹码数， ( )ig v 表示 v 待染的颜色

数。所以， ( )0 1f k m= + ， 0g m= 。如果第 i 轮中，v 被 Lister 选中，则 ( ) ( )1 1i if v f v+ = − ，若没被 Lister
选中，则 ( ) ( )1i if v f v+ = 。若v被Painter染色，则 ( ) ( )1 1i ig v g v+ = − ，若 v没被Painter染色，则 ( ) ( )1i ig v g v+ = ，
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根据定理 5，如果 ( ) [ ] ( )
Gi iu N vf v g u
′∈

≥ ∑ ，则我们可以把 v 点去掉。 
记 ( ) ( ) [ ] ( )diff

Gi i iu N vv f v g u
′∈

−∑ 。我们关注游戏过程中对于 T 中的点 v， ( )diffi v 的值。若 diff 0≥ ，

则点 v 在之后的游戏中就可以忽略不计。 
若 ( )diff 0i v < ，根据定义我们可以知道对于每个点 v，游戏每进行一轮， ( )diff v 的值都不会减小。

尤其，如果某一回合点 v 没有被 Lister 选中而点 v 的邻居被 Painter 染色，则 ( )diff v 的值至少减少 1。因

此，当某一回合点 v 遇到这种情况时，我们就称点 v 赚到了一次。 
记 tT K= ，且 ( )V T t= 。我们要证明G′是在线 ( )( )1 ,k m m+ −列表可选的，也就是要证明在G′的在

线 ( )( )1 ,k m m+ −染色游戏中，Painter 有一个赢的策略。 
我们用表示 Painter 在 G 的 ( ),km m −在线染色游戏中用的策略。Painter 在G′的在线 ( )( )1 ,k m m+ −

染色游戏中，除了有 m 次的特殊回合出现的时采用其他策略外，其他的回合仍按照策略进行染色。 
Painter 采取的策略是：每次都根据策略选择 ( )M V G 中的点染，除非情况(*)发生： 

T M− 中的每个点都已经至少赚了 µ次，其中   
1

km
t

µ =
−

。 

当(*)发生的时候，Painter 染 M T 否则，Painter 将根据策略染 M G 。 
下面我们证明该策略是 Painter 的一个赢的策略。假设 Painter 使用该策略，Lister 赢得游戏。 
首先我们证明情形(*)至多发生了 ( )1m − 次。 
假设情形(*)发生了 m 次，发生在游戏的第 1j 轮，第 2j 轮，...， mj 轮。记第 i 轮时，Lister 选取的顶

点的集合为 iM ，Painter 染色的顶点集为 iI 。令 

{ }: ,iY x T i x µ= ∈ 第 轮时 赚了 次机会  

对任意 ix Y∈ ， 1,2, ,i m=  ，根据定义，x 至少赚了 µ次机会，而由于当 x 没有赚到时，即因为它被

Lister 选中了，因此 x 至多被 Lister 选中了 ( )i µ− 次。即有 ( ) ( ) ( )1if x k m i µ≥ + − − 。 
根据定义， 

[ ]
( ) ( )( ) 11 1

1G

i
u N x

g u V G m i k k m i
t′∈

 ≤ + − ≤ + + − − 
∑  

因此 ( ) [ ] ( )
Gi iu N xf x g u
′∈

≥ ∑ 。 
根据情形(*)的定义，对 1,2, ,i m=  ，有 

i i ij j jI M T Y⊇ ⊇ −  

且有， 

1 2 mj j jY Y Y⊆ ⊆ ⊆  

所以
1 2
, , ,

mj j jI I I 包含
mj

T Y− 。即
mj

T Y− 中的顶点在第 mj 轮均已染色 m 次。而根据引理??，
mj

Y 中

的顶点均不需再考虑，故 Painter 只需将 G 中的顶点染色即可。因为 G 的每个顶点有 ( )1k m+ 枚筹码，扣

除上述 m 次情形(*)，G 的每个顶点还有 km 枚筹码。因此根据策略，Painter 可以将 G 的顶点染好。 
即根据这个策略，Painter 可以将G′中的每个点都染到 m 个颜色。这与我们的假设相矛盾，因此情况

(*)至多发生了 ( )1m − 次。 
由于情况(*)至多发生了 ( )1m − 次。对于 T 中的每一个点 v 而言，点 v 被标记同时被染色的次数至多

有 ( )1m − 次。且每当 Painter 染了 T 中的点时，T 中没有点赚到一次机会。并且，对于 Painter 染了 G 中

点时的每一回合，T 中至少有一个点还没有赚到 µ次机会。故 T 中的每一个点 v 被 Lister 标记但是没被

Painter 染色的次数至多为 ( )1t µ− 次。 
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否则T v− 中的每个点都赚了 µ次机会，根据命题?? ，同理，T v− 中的每个点都不需再考虑。在之

后的游戏中，只要 v 被 Lister 选中，Painter 就将其染色直到点 v 被 Painter 染了 m 次。这样 Painter 将赢

得游戏，不符合假设条件。 
则此时 v 一共被 Lister 选中的次数至多为 ( ) ( )1 1m t µ− + − 次。我们可以发现对于 T 中的每一点 v，v

一共被 Lister 选中的次数少于 ( )1k m+ 。因此 Lister 不可能赢得游戏。 
综上，在G′的在线 ( )( )1 ,k m m+ −染色游戏中，Painter 有一个赢的策略。定理得证                ■ 
定理 7：设 G 是一个图且 ( )G kχ = ，如果 ( ) ( ) ( )2 1V G G Gχ χ≤ + − ，则对任意正整数 m，G 都是

在线 ( ),km m -列表可选。 
证明：令 ( )V G n= 。由于 ( )G kχ = ，我们可以假设 G 是一个完全 k-部图。设 s 为图 G 中点数为 1

的部集的个数，其中 0>s 。否则，G 中没有点数为 1 的部集，则 ( ) ( )2V G Gχ≥ ，这和图 G 的点数矛盾。

称图 G 中点数为 1 的部集中的点为单点。我们将对 k s− 进行归纳。 
当 1k s− = 时，图 G 可以看成是由 1kK − 联合一个点数为 1n k− + 的独立集 T 得到的图。根据定理 6，

G 是在线 ( ),km m -列表可选的。 
当 1k s− > 时，令 T 是点数最少的非单点的部集，其中 T t= ，并且令G G T′ = − 。接下来我们将证

明对任意正整数 m，G′都是在线 ( ),km m -列表可选的，并且 t 的大小一定满足定理 2.1 的条件。 
我们希望G′的点足够小使得我们可以利用归纳假设，也就是 

( )1 2 2n t k k− ≤ − + −  

事实证明这是对的，因为当 2t ≥ 且 3k ≥ 时， 

2 1 1 2 2k k t k k+ − − ≤ − + −  

接下来，我们将证明 t 的大小满足定理 6 的条件。我们希望
1

1
n t k k

t
− ≤ +

−
。也就是需要证明

12 1
1

k k t k k
t

+ − − ≤ +
−

，也就是 

12 1 1
1

kk t
t
−

− ≤ − +
−

 

该不等式成立且当 1 1t k− = − 时，等号成立，定理得证。                                  ■ 
对于一个图 G，如果把图中的每个点替换成一个完全图 mK ，如果两点在原图中是邻点，则在新图中

对应的两个 mK 完全图中的点也对应是邻点，我们将由图 G 都经过这样变换得到的新图记为 [ ]mG K 。如

果对于任意正整数 m， [ ]( ) [ ]( )m p mG K G Kχ χ= ，则说明对任意正整数 m，G 都是在线 ( ),m mχ -可选的。 
定理 8：设 G 是一个独立数为 a 的图，且 2 ≥a ，若 

( ) ( )
2

2
2

3 4
a aV G G
a a

χ− +
≤

− +
 

则对任意正整数 m 来说，G 都是在线 ( ),m mχ -可选的。 
证明：因为 [ ]( ) ( ))mV G K m V G= 且 [ ]( ) ( )mG K m Gχ χ= ，所以 

[ ]( ) ( ) ( )
2

2
2

3 4m
a aV G K m V G m G
a a

χ− +
= ≤

− +
 

因此 [ ]( ) [ ]( )
2

2
2

3 4m m
a aV G K G K
a a

χ− +
≤

− +
。根据定理可知， [ ]( ) [ ]( )m p mG K G Kχ χ= 。则对任意正整数

m 来说，G 都是在线 ( ),m mχ -可选的。                                                        ■ 
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但是，这种方法不适用于 Ohba 猜想的多重列表染色的推广，只适用于点数与色数关系成比例的条件

下列表染色的推广。同时，用此方法我们还可以得到以下结果。 
定理 9：设 G 是一个独立数为 a 的图，如果 ( ) ( )2V G Gχ≤ 且 3a ≤ ，则对任意正整数 m 来说，G 都

是在线 ( ),m mχ -可选的。 
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