
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2020, 9(4), 589-598 
Published Online April 2020 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2020.94071   

文章引用: 姚子昱. 基于微分方程与最小二乘拟合的高压油管的压力控制[J]. 应用数学进展, 2020, 9(4): 589-598.  
DOI: 10.12677/aam.2020.94071 

 
 

Pressure Control of High-Pressure Tubing 
based on Differential Equation and Least 
Square Fitting 

Ziyu Yao 
School of Mathematics, Liaoning University, Shenyang Liaoning 

 
 
Received: Apr. 7th, 2020; accepted: Apr. 22nd, 2020; published: Apr. 29th, 2020 

 
 

 
Abstract 
High-pressure fuel pipes are an important part of fuel engines. Controlling the pressure change 
caused by the high-pressure fuel pipe in and out of the fuel to stabilize the pressure change is an 
important means to improve the working efficiency of the fuel engine. This paper studies from the 
perspective of high-pressure oil pipe pressure control and analyzes the working process of 
high-pressure oil pumps and injectors. This article comprehensively considers constraints such as 
pressure and time. This paper establishes differential equations and optimization models among 
various factors, and analyzes high-pressure oil pumps, injectors, and reducers. The working 
strategy of the pressure valve is designed. Combining the working strategy of the injector and the 
injection rate to establish an equation, the value of the injection amount Mout of the injector is 
solved. This article assumes that the difference between the pumped and injected fuel volume 
during the boost time and the internal fuel increase Mrise is equal, the differential equation is es-
tablished, and finally the valve opening strategy under different pressures is solved. 
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摘  要 

高压油管是燃油发动机的重要组成部分。通过控制高压油管进出燃油产生的压力变化，使其压力变化稳

定是提升燃油发动机工作效率的重要手段。本文从高压油管压力控制角度进行研究，分析高压油泵和喷

油嘴的工作过程，综合考虑压力、时间等约束条件，建立各因素间的微分方程与优化模型，对高压油泵、

喷油嘴与减压阀的工作策略进行了设计。结合喷油嘴工作策略与喷油速率建立方程，对喷油嘴喷油量

Mout的数值进行了求解；本文假设使增压时间内泵入油量与喷出油量之差与内部燃油增量Mrise相等，

建立微分方程，最终求解出增压不同时间下的阀门开启策略。 
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1. 问题背景 

燃油进入和喷出高压油管是许多燃油发动机工作的基础，发动机高压油管承担着给发动机输送高压

燃油的任务。燃油进入和喷出的间歇性工作过程会导致高压油管内压力的变化，使得所喷出的燃油量出

现偏差，如果油管内压力控制不稳定，高压油管将会出现开裂，引起漏油，不仅对发动机整机可靠性产

生不利影响，而且，高压燃油喷射泄露后，极有可能与发动机高温部件接触，导致严重的火灾事故。因

此要求油管需要承受一定的油压而且有一定的疲劳强度，维持其压力稳定变得重中之重，从而提高发动

机的工作效率。本文主要解决以下几个问题： 
1) 在高压油泵提供的压力恒定，喷油嘴的喷油速率随时间变化已知的关系的情况下，通过合理设置

单向阀的工作时间使高压油管内部压强稳定在 100 MPa，求解单向阀 A 的开启时间与工作特征。 
2) 在上一问的条件下通过设置单向阀的工作时间使高压油管内部压强逐渐增加到 160 MPa，求解单

向阀 A 的开启时间与工作特征。 
3) 对高压油管系统的入油和喷油两部分进行了改变，入油系统由凸轮系统控制，喷油系统由针阀控

制。确定凸轮的角速度，使得高压油管内的压力尽量稳定在 100 MPa 左右。 

2. 模型建立与模型求解 

问题 1 的求解 
1) 问题分析： 
第一对于问题 1，我们已知高压油泵提供的恒压大小，单向阀 A 尺寸信息与工作频率，高压油管尺

寸信息、初始压强，喷油嘴的工作频率与单次工作时间、喷油速率，要求我们通过调节单向阀 A 的开启

时间对高压油管进行稳压和增压。故我们将问题 1 分为两部分进行考虑。 
对于稳压部分，高压油管内的初始压力为 100 MPa，我们要使高压油管内的压力维持在初始压力不

变，只需控制在单位时间内高压油管的进油量和出油量相抵即可。 
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对于增压部分，题目要求分别经过三个调整时间(2 s、5 s、10 s) s 使高压油管内压力从 100 MPa 升至

150 MPa 并稳定在 150 MPa；我们认为高压油管的压力升高实际是由于单位时间内进油量大于出油量，

导致高压油管内的燃油量增加所引起的；而对于恒定体积的高压油管，该增量是固定的；故我们只需要

调整单向阀开启时间，使高压油管内部燃油增量在题设要求时间内达到目标增量即可。 
2) 稳压部分求解 
经过对问题 1 的分析，为了使高压油管内部压强恒定在 100 MPa，只需保证单位时间由单向阀 A 进

入高压油管的燃油量与从喷嘴喷出的燃油量相等即可，此时高压油管恒压系统模型可以表示为： 

in outM M=  

其中 Min 是指高压油泵单位时间内的入油质量(mg/s)，Mout 是指喷油嘴在单位时间内的喷油质量，它是一

个常量。 
对于 Mout 我们有 

out out outM V ρ=  

Vout 代表一个周期内喷油嘴喷出油的体积。我们已知单次工作时间内喷油嘴喷油速率随时间变化趋势，如

下图 1 所示 
 

 
Figure 1. Injection rate as a function of time 
图 1. 喷油速率随时间的函数 
 

只需将喷油速率对时间求积分即可得到每次喷油嘴喷出的体积，我们用 Vout 表示一秒内喷油嘴喷出

油的体积，我们有 ( ) 310 0.2 20 0.5 2 2 20 440 mmoutV = × × × × + × = 。 

outρ 代表高压油管内部的压强，根据题意其数值等于压强恒定在 100 MPA 时的燃油密度，即 ( )100 MPaρ 。 
综合上述分析，我们有 

( )440 100 MPaoutM ρ=  

对于进油量 inM ，我们有 
in in inM V ρ=  

该式中 inρ 代表单向阀高压油泵侧的压力，根据题意其数值等于恒压 160 MPa 时的燃油密度，即

( )160 MPaρ ，其中 inV 是关于时间的 t 的函数。 

这里 t 代表单向阀 A 单次开启时长，n 代表每秒钟单向阀开启次数，其数值关系表示为
1000

10
n

t
=

+
结

合流量公式我们得到 
2 1000

10in
in

PV Q n t CA t
tρ

∆
= ∗ ∗ = ∗

+
 

其中C代表流量系数，A代表单向阀孔径， P∆ 代表单向阀两侧压差，在此问条件下为恒压差60 MPa， 0.85C =  

( )

2 20.7 mm
60 MPa

160 MPa

A
P

ρ ρ

= π∗
∆ =

=
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联立上述各式即可得到 1 s 内进入高压油管内的燃油体积为与单向阀开启时间 t 的函数关系 inV 。 
将上述方程代入方程 

in outM M=  

对 t 求解，即可得到单向阀 A 的单次开启时长 
0.2876t =  

3) 增压部分求解 
对于增压问题，我们认为高压油管的压力升高实际是由于单位时间内进油量大于出油量，导致高压

油管内的燃油量增加所引起的；而对于恒定体积的高压油管，该增量是 
固定的，我们规定其为 M∆ ，故我们根据质量守恒定律得到： 

in outM M M− = ∆  

( ) ( )150 MPa 100 MPaM Vρ ρ∆ = − ∗   油管  

inM 代表目标增压时间 t 内的输入燃油质量 ( )2,5,10 sx = ，我们对模型进行分析可知，其数值等于单向阀

A 持续开启增压时间 x 的输油质量与单向阀每秒钟实际开启时间 

比例系数 k 的乘积(k 可以表示为
10

t
k

t
=

+
开

开

) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

0

2 160 MPa
d 160 MPa

160 MPa
x in

in x in
in

P P t
M t M k CA t k ρ

ρ
−

= = ∗ ∗∫开  

outM 代表目标增压时间 x 内从高压油管内喷出的燃油质量，他与单位时间喷油嘴喷油体积 outV  (数值与上

一问相同)、高压油管内燃油密度 ρ 相关，而高压油管内燃油密度是关于油管内压强 ( )P t 的函数，即

( )( )P tρ 对 outM 在目标增压时间内积分得到下数学形式，对于不同的增压时间 x 它对应不同的常数值。 

( )( )
0

d
x

out outM V P t tρ= ∫  

对于高压油罐内压强 ( )P t ，我们假设高压油管内压强随时间呈线性变化，而不同增压时间对应不同

的函数关系，不同增压时间对应的压力函数如下图 2 所示。 
 

 
Figure 2. Trend of pressure in high pressure pipe 
图 2. 高压管内压强变化趋势 
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其数学表示形式为： 

( )
25 100 2 s
10 100 5 s
5 100 10 s

t x
P t t x

t x

+ =
= + =
 + =

 

联立上述三部分内容，即可得到一个关于单向阀 A 开启时间 t开的函数，即 

( )in outM t M M− = ∆开  

针对不同的目标增压时间 x，对 t开求解方程求解，即可得到单向阀 A 在不同增压时间时的单次开启

时间 t开，最终求解结果如下 

2s

5s

10s

0.7828 ms
0.5434 ms
0.466 ms

t
t
t

=

=

=
 

问题 2 求解 
1) 问题 2 的分析 
问题 2 在问题 1 的基础上对高压油管系统的入油和喷油两部分进行了改变。首先对于入油部分，问

题 2 使用高压油泵作为压力源替代了问题 1 中恒压 160 MPa 的燃油输入环境，同时将单向阀 A 的开启因

素设置为了单向阀两侧压差，而非事先人为规定的固定开启、关闭时间；对于喷油部分，问题 2 对喷油

嘴的喷油原理进行了具体化描述，指出 
喷油嘴的开启程度受到针阀升程的影响，并提供了针阀的升程数据。问题 2 希望通过控制高压油泵

系统中凸轮的角速度(转速)来对初始压强为 100 MPa 的高压油管进行稳压，使其内部压强恒定不变。 
通过对题目信息的分析，我们只需求解出高压油泵系统单位时间内的入油质量(mg/s)与凸轮转速ω

的函数 ( )inM ω 以及针阀喷油嘴系统单位时间喷油质量 ( )mg soutM ，将二者联立，即可求解出使高压油

管保持恒压 100 MPa 的转速(rad/s)。 
2) 问题 2 模型的建立 
a) 高压油管恒压系统模型的建立 
经过对问题 2 的分析，为了使高压油管内部压强恒定在初始压强，我们需要保证单位时间由单向阀

A 进入高压油管的燃油量与从喷嘴喷出的燃油量相抵，此时高压油管恒压系统模型可以表示为： 

( )in outM Mω =  

其中 ( )inM ω 是指高压油泵系统单位时间内的入油质量(mg/s)与凸轮转速ω 的函数关系，可以使用题目附

件中的凸轮尺寸数据作为桥梁建立两者的函数关系，该部分内容将在“2.3 高压油泵输油系统模型的建立”

部分进行详细阐述。 outM 指针阀喷油嘴系统在单位时间内的喷油质量，它是一个常量，根据针阀喷油嘴

的工作频率与附件中的针阀升程数据，我们可以准确计算出 outM 的数值，该部分内容将会在“b)针阀喷

油嘴系统模型的建立”部分进行详细阐述。 
b) 针阀喷油嘴系统模型的建立 
I) 针阀喷油嘴模型 
为确定出常量 outM 的值，我们根据流量公式[1]得到 ( )100 MPa doutM Q tρ= ∫  
此式表示的是高压油管内部维持 100 MPa 恒压时，单位时间内经由针阀喷油嘴向外喷出的燃油质量。

其中 ( )100 MPaρ 表示 100 MPa 时，高压油管内部的燃油密度，是一个常值，我们可以根据模型准备阶段

得到的 ρ賀 P 函数得到它的取值。Q 代表针阀喷油嘴的流量，对其分析如下： 
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( )
2

100 MPa
PQ CA

ρ
∆

=  

此时表示出了单位时间内(ms)通过针阀喷油嘴的燃油流量，其中 0.85C = ，是一个常值。对于 P∆ 我们有 

( )100 MPaP P P∆ = − 低压  

我们默认 P低压 是室外环境，即一个标准大气压(约为 0.101 MPa)。 
针对孔径 A 大小(变量)，通过对针阀喷油嘴的工作机理进行判断，我们认为他是一个关于针阀升程 h

的函数。根据题目中提供的针阀喷油嘴结构以及其尺寸，我们建立了针阀喷油嘴开启孔径的数学模型，

如图 3 所示。 
 

 
Figure 3. Structural analysis of needle valve injector 
图 3. 针阀喷油嘴结构机理分析 
 

该模型直观的建立了针阀升程与针阀喷油嘴开启孔径之间的直接关系。 

( )2 2A l r= π −  

tan 9l r h= +   

联立两式我们可以得到针阀喷油嘴孔径 A 与升程的直接关系 

( )( )2 2tan 9A r h r= π + −  

综合上述各式我们可以得到针阀喷油嘴的数学模型[2] 

( )100 MPa doutM Q tρ= ∫  

( )( )2 2tan 9A r h r= π + −  

( )
2

100 MPa
PQ CA

ρ
Η

=  
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( )100 MPaP P P∆ = − 低压  

联立各式我们即可得到针阀喷油质量与针阀升程之间的函数关系 ( )outM h  
而针阀升程是一个随时间变动的变量，我们需要根据题目附件中的信息找出针阀升程与时间的函数

关系 ( )h t 。 
II) 针阀高度函数 ( )h t 的最小二乘拟合 
根据上一部分分析可知，我们需要找出针阀喷油嘴的升程关于时间 t 的函数关系 ( )h t ，如图 4 所示，

我们发现在 0~0.44 s 与 2.01~2.45 s 的时间内，针阀运动曲线近似呈 S 形，而在 0.45~2.01 的时间间隔内，

针阀高度保持恒定值 2，不发生变化。 
 

 
Figure 4. Needle valve motion curve 
图 4. 针阀运动曲线 

 

故我们对针阀运动曲线分为三段进行函数拟合[3]。对于 0~0.44 s 与 2.01~2.45 s 两端时间，针阀运动

曲线近似呈 S 形，针对该特点我们采用 sigmoid 函数[4]作为针阀运动曲线的拟合函数，如图 5 所示。 
 

 
Figure 5. Needle valve motion curve 
图 5. 针阀运动曲线 

 

Sigmoid 函数即是在形态上呈“S”形的函数，是一种在生物领域常见的函数，同时其在逻辑回归、
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神经网络中也有相当广泛的应用，由于该部分内容不属于本文的探讨范围，故不过多赘述。Sigmoid 函数

的标准形式如下 

( ) 1
1 e xS t −=
−

 

同时我们使用最小二乘拟合作为拟合原则 

( ) ( )( )2 2

2
min , , ix i

F x xdate ydate F x xdate ydate− = −∑  

Sigmoid 函数拟合效果如图 6 所示，显然 Sigmoid 对近似呈“S”形的首段与末端函数具有十分优越

的拟合效果，同时其拟合函数还具有简洁性与美观性。在此期间我们还尝试了对数函数、指数函数作为

拟合函数进行拟合，但拟合效果均不如 Sigmoid 函数拟合效果优越。 
 

 
Figure 6. Overall fit effect 
图 6. 总体拟合效果 

 
最终我们可以得到针阀升程 h 关于时间 t 的 Sigmoid 函数形式表达 
III) 单位时间喷油质量 Mout 的求解 
经过之前的分析，我们将针阀升程与时间的函数关系，将 ( )h t 代入(I)建立的针阀喷油嘴数学模型中

即可得到 

( )( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 100 MPa
tan 9 100 MPa d

100 MPaout

P P
M C r h t r t Nρ

ρ
− = π + ∗ − ∗  ∫  低压  

其中 

( )
( )

( )( )

18.6 6.1

18.6 2.45 6.1

2.27              0 0.44
1 e
2                              0.44 2.00

2.27    2.00 2.45
1 e

t

t

t

h t t

t

− −

− − −


< ≤ += < ≤


 < ≤
 +

 

对 outM 关于时间 t 积分，即可得到针阀喷油嘴每秒喷油质量 outM  
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( )616.2 mg soutM ≈  

c) 高压油泵输油系统模型的建立 
问题 2 使用高压油泵作为压力源替代了问题 1 中恒压 160 MPa 的燃油输入环境，同时将单向阀 A 的

开启因素设置为了单向阀两侧压差，只要高压油泵内部压强大于高压油管内部压强，单向阀 A 即开启。

我们需要对凸轮、柱塞的运动进行分析，并以此为桥梁建立凸轮角速度ω 与单位时间内输油量的关系

( )inM ω ，我们按照上述思路对高压油泵输油系统进行分析。 
I) 凸轮柱塞运动轨迹分析 
对凸轮极角极径尺寸数据进行处理，我们可以得到凸轮的轮廓曲线，如下图 7 所示(极坐标表示凸轮

轮廓曲线)。 
 

 
Figure 7. Cam profile curve 
图 7. 凸轮轮廓曲线 

 

经过分析可知，凸轮的极径随极角在不断的发生变化，在直角坐标系中对二者关系进行分析我们发

现二者呈正弦关系，如下图 8 所示(极径与极角关系)。 
 

 
Figure 8. Time function of plunger lift 
图 8. 柱塞升程的时间函数 
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结合高压油泵的油缸部分，对高压油泵系统整体的工作机理阐述如下：在凸轮的作用下，柱塞的其

运动过程分为推程和回程两个运动过程：凸轮由电动机带动旋转。推程时，凸轮向极径较大方向转动，

推动柱塞向上运动，柱塞和缸体形成的密封体积减小，油液从密封体积中挤出，经单向阀 A 排到高压油

管内部。当凸轮旋转至极径较小的部位时，柱塞向下运动，形成一定真空度，油箱中的油液进入密封容

积，形成 0.5 MPa 的压力环境。凸轮使柱塞不断地升降，密封容积周期性地减小和增大，高压油泵就不

断吸油和排油。根据凸轮与柱塞的耦合关系，我们认为柱塞的位移量与凸轮的极径变化量相当。 
d) 高压油泵输油系统的数学模型(始末质量差考虑输油量 Min) 
经分析可知，我们需要建立高压油泵单位时间内输油量与凸轮转速 m 的函数关系 Min(m)。对凸轮的

一个旋转周期进行考虑：初始时 0.5 Mpa 的燃油充满整个高压油泵的气缸部分，我们规定此时油缸内燃

油质量为 M初，而当凸轮使柱塞处于推程时，压缩油 
缸(柱塞腔)，当燃油压力大于 100 MPa 时单向阀开启，燃油输入高压油管中；单向阀 A 的孔径为 1.4 

mm，而高压油泵柱塞腔内孔径为 5 mm，两者在同一数量级上，故我们认为在 A 开启时间中，油缸内燃

油压力不变，恒定在单向阀 A 的开启压力 100 MPa。在推程结束时，油缸内最终剩余 20 nn3 的冗余体积，

这是由于推程无法到达造成的，我们 
规定此时油缸内剩余燃油质量为 M末。当柱塞处于回程时，柱塞下降导致油缸压力下降，单向阀 A

关闭，故柱塞回程时高压油泵不向高压油管输油。 
综合上述分析，我们可以得到凸轮旋转一个周期时向高压油管内部的输油质量： 

inM M M∆ = − 末初  

其中， 

( )100 MPaM V ρ= ∗末 末  

( )0.5 MPaM V ρ= ∗初 初
 

我们规定凸轮每秒钟的旋转频率为 f，我们可以得到高压油泵每秒向高压油管内部的输油质量 inM  

( )in in inM M fM m= ∆ ∗ ( )inM m  

3. 总结 

本模型对复杂的实际问题进行了合理简化，将复杂的函数关系转化为简洁的函数表达，如对 ( )Pρ 函

数关系的逼近。在对针阀升程与时间的函数使用 Sigmoid 函数进行了最小二乘拟合，拟合效果非常好。

在对第三问的优化模型进行求解时，我们选择了遗传算法作为求解工具，可以避免结果陷入局部最优，

从而获得全局最优解。 
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