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Abstract 
Firstly, the nonlinear differential equation of the PMSM systems was established by introducing 
random terms into the PMSM model based on synchronous rotating coordinates. The stochastic 
center manifold is used to reduce the dimension of the stochastic systems, and then the Ito diffe-
rential equations are obtained by the stochastic average method. Then, by using Lyapunov index 
and singular boundary theory, the local and global stability of the systems are discussed, and the 
conditions of stability are obtained. The D-bifurcation and P-bifurcation behavior of the systems is 
analyzed based on the stochastic average method for the quasi-integrable Hamiltonian systems. 
Finally, the appropriate bifurcation parameters are selected for numerical simulation, and the bi-
furcation positions are verified. 
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摘  要 

首先基于同步旋转坐标的永磁同步电机模型引入随机噪声项，建立永磁同步电机系统的非线性微分方程，
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运用中心流形定理对随机系统进行降维处理，再运用随机平均法得到𝐈𝐈𝐈𝐈𝒐𝒐�微分方程；其次根据Lyapunov
指数法讨论了系统的局部稳定性、应用奇异边界理论讨论了全局稳定性并得到稳定性条件；根据拟不可

积Hamilton系统随机平均法分析了系统的D-分岔和P-分岔；最后选取合适的分岔参数进行数值模拟，并

验证了分岔位置。 
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1. 引言 

永磁同步电机是一种新型同步电机，因其高精度、高功率密度、高转矩惯性比、小体积等优越性能

广泛应用于航空航天、船舶电力、电动汽车等领域，但许多学者在研究永磁同步电机时会忽略或近似波

动因素(如忽略温度和阻尼影响、如空间磁场近似视为正弦分布等)，讨论确定系统下的动力学行为，文献

[1]在理想化条件下研究了车用永磁同步电机模型的抗扰和控制，其分析过程存在诸多限制，得不到更接

近实际的结果；文献[2]在讨论永磁同步电机模型时指出了如磁链耦合等影响，并根据影响因素对系统进

行了优化，但其优化是基于结构上进行的，并未对影响参数改进处理；文献[3]在确定的永磁同步电机模

型下，引入了噪声干扰，但其动力学行为分析仍是基于规律性的正弦扰动。我们已知永磁同步电机工作

时影响因素，电阻会受温度影响；摩擦系数会受阻尼影响；电感会受外部磁场影响。为了更好的提高永

磁同步电机的鲁棒性需考虑上述影响参数，我们通过引入随机项对系统进行随机激励耗散的建立，便可

获得一种更接近实际情况的描述思路。 
目前，针对永磁同步电机模型，应用 Hamilton 理论进行分析的研究非常稀少，而随机动力系统的研

究已有大量的理论方法，文献[4] [5] [6] [7]介绍了随机激励耗散 Hamilton 的知识，文献[8]介绍了调速器

系统的随机分岔行为，这样便有机械系统引入随机噪声的参考可寻。本文在文献[2]的模型上引入了随机

项，建立了随机参数激励下的永磁同步电机模型，首先运用中心流形定理对系统进行降维化简，再运用

随机平均法得到 Itô 微分方程；接着讨论了系统稳定性并得出稳定性条件；最后进行分岔分析且选取合适

的参数进行数值模拟。 

2. 随机参数激励下的永磁同步电机模型建立 

在交直轴电感近似相等的情形下，永磁同步电机基于同步旋转坐标下的数学模型[2]表示如下： 

d 3
d 2
d 1
d
d 1
d

L
q

d
d q d

q
q d q

Tw P Bi w
t J J J
i R i Pwi u
t L L
i R Pi Pwi w u
t L L L

ϕ

ϕ

 = − −

 = − + +



= − − − +


                           (1) 

系统变量及参数的物理意义： ,d qi i 为 d-q 轴定子电流， ,d qu u 为 d-q 轴定子电压，w 为转子机械角速

度，R 为定子电阻，L 为定子电感， LT 为负载转矩，J 为转动惯量，B 为粘滞摩擦系数，P 为极对数，ϕ
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为转子磁链，所涉及参数均为正数，求得非负平衡点为： ( )1 1

* * *
1 1 , ,d qE w i i 。 

1 1

2
1 1* * * 1

1 1

2 2 3 2 2
, ,

3 3 3
L q L

d q

BLX T LX u BX TN aw X M i i
M R P

ϕ
ϕ ϕ

+ + +
= = − − = =  

( )
1

1 3
3 3 2 2 3 2 28 36 108 12 12 3 54 12 81 6M a ab c a c a b abc b c

 
= − + − + − − + + 
 

 

( )26 3 9N b a= −  

22 2 2 2

2 2 2 2

2 32 3 3, ,
2 2

L qL T R PRUT BR LP P Ra b c
B BL P BL P

ϕϕ ϕ −+ +
= = =  

考虑系统(1)中参数电阻 R，电感 L，摩擦系数 B，转子磁链ϕ 会受内部温度外部磁场、阻尼、耦合等

因素影响变得不稳定，把影响因素视为白噪声，对其引入随机项： 

( ) ( ) ( ), ,R R t L L t B B tσξ σξ σξ→ − → − → − ，得到一个新的随机非线性微分方程： 

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) ( )

2

2 2

*
2

*

* *

d 3
d 2
d 1
d
d
d

L
q

d
d q d d d

q q
q d q q d d

Tw P Bi w w t w t
t J J J
i R i Pwi u i t i t
t L L
i uR Pi Pwi w i t i i t i t
t L L L

ϕ σ ξ

σ ξ

ϕ σ ξ

 = − − + −

 = − + + + −



= − − − + + − − −


             (2) 

其 中 σ 为 白 噪 声 强 度 ， ( )tξ 为 零 均 值 白 噪 声 ， 其 中 ( ) ( ) ( ) ( )0,t t tξ ξ ξ τ δ τ= + = 接 着 令

( ) ( ) ( )
1 1

* * *
1 1 2 3, ,d d q qx w t w x i t i x i t i= − = − = − ，系统(2)可化为： 

( )
( )

( ) ( )

1 1 1 1 3 1 1

2 2 1 2 2 2 3 1 3 2 2

3 3 1 3 2 3 3 1 2 3 3 2

x x x x t

x x x x Px x x t

x x x x Px x x x t

α γ η σ ξ

α β γ η σ ξ

α β γ η σ ξ

 = + + +


= + + + + +
 = + + + + + −







                   (3) 

其中：
2

* *
1 1 1 1 2

3 3, 0, ,
2 2

L
q

TB P P Bi w
J J J L J

ϕ ϕα β γ η= − = = = − −  

2 2 2

* * * * *
2 2 2 2 2 2, ,, d

q q d
uR RPi Pw Pw i i

L L L
α β γ η= = − = = − +  

2 2 2

* * * * * *
3 3 2 3 3 2 2, ,, d

q q q
uP R R PPi Pw i Pw i w

L L L L L
ϕ ϕα β γ η= − − = − = − = − − − +  

3. 永磁同步电机模型的处理 

据上述推导关系知，系统(3)在 ( )0 0,0,0E 处的性质等价系统(2)在平衡点 ( )1 1

* * *
1 1 , ,d qE w i i 的性质，我们可

把系统(2)在 1E 的稳定性转化为系统(3)在 0E 处的来讨论。模型(3)的特征方程为： 
3 2 0p q lλ λ λ+ + + =                                 (4) 

其中： 1 2 3 1 2 1 3 3 1 2 3 3 2,p qα β γ α β α γ α γ β γ β γ= − − − = + − + −  

1 3 2 2 3 1 1 2 3 3 2 1l α β γ α β γ α β γ α β γ= − − +  

求得方程(4)的特征值为：
2

1,2 2 4
l

p
ε ελ

ε
= ± − −

+
, 3 pλ ε= − −  
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令 0
lq
p

= − ，

( )2

0

lp
pq q

p

ε
ε

ε

+ −
= +

+
，当参数 ε 趋近于零时，

2

0 1,2lim
2 4

l qi
pε

ε ελ
ε→ = ± − − = ±

+
，

0 3lim p pε λ ε→ = − − = − 此时点 ( )0 0,0,0E 将退化为系统(3)的临界焦点，具有局部不变流行的性质。 

令 1 2 3, ,x x x 与 , ,µ η ζ 的关系式如下： 

1x µ ζ= +  

2

22
1

2
2 2 2
2 2 2 2

42
ll

p ppx
l l p

p p

εε ββ
ε ε αε µ η ζ

ε ββ εβ β εβ
ε ε

− −−
+ + −+

= + +
− − ++ − + −

+ +

 

( )
( )( )

2

2 32 3 2 3

3
2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

3 1

2 3

42 2
l ll

p ppx
l l l l

p p p p
p

p p

εε ε β γβ γ β γ
ε εε µ η

β εβ γ εγ β εβ γ εγ
ε ε ε ε

β ε α
ζ

ε β ε γ

   + − −− + +    + ++    = +
       

+ − + − + − + −       + + + +       
+ −

+
− − + − − +

 

则系统(3)可变为： 

( ) [ ] ( )

( ) [ ] ( )

( ) ( ) [ ] ( )

2

1 7 8 9

2

2 7 8 9

3 7 8 9

d , ,
d 2 4

d , ,
d 4 2
d , ,
d

l f m m m t
t p

l f n n n t
t p

p f r r r t
t

µ ε εµ η µ η ζ σ µ η ζ ξ
ε

η ε εµ η µ η ζ σ µ η ζ ξ
ε

ζ ε ζ µ η ζ σ µ η ζ ξ


= − − − + + + +

+

 = − − + + + + +
 +

 = − + + + + +

             (5) 

其中： ( ) 2 2 2
1 1 2 3 4 5 6, ,f m m m m m mµ η ζ µ µη µζ η ηζ ζ= + + + + +  

( ) 2 2 2
2 1 2 3 4 5 6, ,f n n n n n nµ η ζ µ µη µζ η ηζ ζ= + + + + +  

( ) 2 2 2
3 1 2 3 4 5 6, ,f r r r r r rµ η ζ µ µη µζ η ηζ ζ= + + + + +  

此时系统(3)在原点附近具有局部不变流行： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , | , , 1, 0,0 0,0 0,0 0c
locw o h h h hµ ηµ η ζ ζ µ η µ η= = + ≤ = = =  

对系统(5)降维可近似表示为下式： 

( ) [ ] ( )

( ) [ ] ( )

2

7 8 9

2

7 8 9

d ,
d 2 4

d ,
d 4 2

l m m m t
t p

l n n n t
t p

µ ε εµ η ψ µ η σ µ η ζ ξ
ε

η ε εµ η µ η σ µ η ζ ξ
ε


= − − − + + + +

+



= − − + +Φ + + + +

               (6) 

其中： ( ) 2 2 2
1 2 3 4 5 6, m m m h m m h m hψ µ η µ µη µ η η= + + + + +  

( ) 2 2 2
1 2 3 4 5 6, n n n h n n h n hµ η µ µη µ η ηΦ = + + + + +  

且 h 满足ζ 的全微分 h hµ ηζ µ η= +

 ，所以将ζ 的全微分代入(6)式得， 
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( ) [ ] ( )

( ) [ ] ( )

( ) [ ] ( )

2

7 8 9

2

7 8 9

2 2 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9

,
2 4

,
4 2

lh h h m m m t
p

lh n n n t
p

p h r r r r r r r r r t

µ η µ

η

ε εµ η µ η ψ µ η σ µ η ζ ξ
ε

ε εµ η µ η σ µ η ζ ξ
ε

ε µ µη µζ η ηζ ζ σ µ η ζ ξ

 
 + = − − − + + + +
 + 
 
 + − − + +Φ + + +
 + 

= − + + + + + + + + + +



 

我们要求解的中心流形可用下式来逼近： 

( ) ( ) ( ) ( )22 2 2
1 2 3 4 5 6,h h h h t h h t h tµ η µ µη µσξ η ησξ σ ξ= + + + + + +  

代入上述方程两边相同幂系数合并得： 

( )
( )

( )2
1 1 4 2 1 4 2 7 8

1 2 32 22

2 2
, ,

44
p r q r r p qr q r r pr pr qr

h h h
q p p qp q p

+ + − − + −
= = =

+ ++
 

( )
( )

2
4 1 4 2 8 7

4 5 622

2
, , 0

4
p r q r r p qr pr qr

h h h
p qp q p

+ + + −
= = =

++
 

忽略高阶项，可进一步得到系统(7) 

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

2 3 2
1 2 3 1 3 2 5 1

2 3
3 4 5 2 5 4 7 8

2 3 2
1 2 3 1 3 2 5 1

2 3
3 4 5 2 5 4 7 8

d
d

d
d

p m m m h m h m h
t

m h m h m h m m t

p n n n h n h n h
t

n h n h n h n n t

µ η µ µη µ µ η

µη η σ µ η ξ

η µ µ µη µ µ η

µη η σ µ η ξ

 = − + + + + +


+ + + + +

 = + + + + +

 + + + + +

                   (7) 

令 cos , sinr rµ θ η θ= = ，进行极坐标变换系统(7)可转化为： 

( ) ( )

( ) ( )

1

2

d d, , cos sin
d d

d sin d cos, ,
d d

t

t

g r r t
t t

g r t
t r t r

µ ηθ ξ θ θ

µ θ η θθ ξ θ

 = = +

 = = − +






                        (8) 

其中： 

( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( )

2 3 3 4 2 2 3
1 1 3 1 2 1 4 5

3 3 3 3 3
1 3 3 2 5 1 5 4

3 3 2
3 4 3 4 5 2 3 2 5 1

2 2
7 7 8 8

, , cos cos cos sin sin

cos cos sin cos sin

cos sin cos sin

cos cos sin sin

tg r m r m h r m n r m n r

m n r m h m h r m h r

n h r m h m h n h n h r

m m n n t

θ ξ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

σ θ θ θ θ ξ

= + + + +

+ + + +

+ + + + +

+ + + +

 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )

2 3 3 4 2
2 1 3 1 1 2

3 3 2 4 2 2
3 2 5 4 5 1 3 1

2 3 2
5 4 3 4 5 2 2

2 2 2
3 4 5 2 3 2 5 1

2 2
7 7 8 8

, , cos cos cos sin

cos sin sin cos sin

cos sin cos sin

cos sin

cos cos sin sin

tg r q n r n h r n m r

n h r n h r n h m h r

n h m h m h r m r

n h n h m h m h r

n m n m

θ ξ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ

σ θ θ θ θ ξ

= + + − −

+ − + −

+ − − −

+ + − +

+ − − − ( )t

 

在解决系统(8)时，精确解不易求出，但可基于 Khasminskii 极限定理[4] [9] [10] [11]，当白噪声强度
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充分小时，其反应 ( ) ( ){ },r t tθ 弱收敛于一个二维的马尔可夫扩散过程，运用随机平均法，系统(8)可得到

Itô 随机微分方程： 

11

21

d d d
d d d

rr m t w
m t wθ

σ
θ σ
= +

 = +
                                   (9) 

对于上述二维马尔可夫扩散过程，计算它的转换概率密度，方程(9)表达为： 

3 231 2

24
5

d d d
8 8 8

d d d
8

vv vr r r t r w

vq r t v r wθ

  = + +    


  = + +   

                            (10) 

其中： 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 7 8 8 7 8 7 7 85 5 3 3 6 2v m n m n m n m nσ σ σ σ σ σ= + + + + −  

2 3 1 3 4 5 5 3 2 5 1 3 43 3v m h m h m h n h n h n h= + + + + +  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 7 8 7 8 8 7 7 83 3 2 2v m n n m m n m nσ σ σ σ σ σ= + + + + +  

4 3 1 5 2 3 2 3 4 5 1 4 26 2 2 2 2 6v n h n h m h n h m h h h= + − + − −  

( )( )2
5 7 8 7 8

1
4

v m n n mσ= + −  

根据扩散矩阵，可以得到平均振幅是一维的马尔可夫过程，如下式(11)： 
1
23 231 2d d d

8 8 8
vv vr r r t r w  = + +   

   
                           (11) 

这样，在讨论模型的稳定性和随机分岔时获得一个思路，即根据参数的随机概率密度分布，分析在

概率密度意义下平均振幅的稳定性和临界分岔。 

4. 稳定性分析 

4.1. 局部稳定性 

讨论局部稳定时，基于 Oseledec 乘性遍历理论[4]和最大 Lyapunov 指数法，随机方程平凡解在概率

意义下稳定的充要条件为：最大 Lyapunov 指数 0λ < 。 
我们讨论线性 Itô 随机微分方程的稳定性，首先令 2 0v = ，即讨论 2 0v = 时方程(11)的稳定性，此时

方程变为： 
1
2231d d d

8 8
vvr r t r w = +  

 
                              (12) 

对微分方程(12)求解得， 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )2

0 0
0 exp 0 0 2 d 0 d

t t
r t r m s w sσ σ′ ′ ′= − +∫ ∫  

其中 ( ) 10
8
vm = , ( )

1
230

8
v

σ  =  
 

 

根据拟不可积 Hamilton 系统理论[5]，线性 Itô 随机微分方程的 Lyapunov 指数近似表示为： 
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( )( )0
1lim ln ,t x t x
t

λ →+∞= 。 

这样可得方程(12)的 Lyapunov 指数： 

( )( ) ( ) ( )( )2
1

312
0 0 21 1lim ln

2 2 8 16t

m vvr t
t

σ
λ

→+∞

′ ′−  = = = − 
 

 

① 当 31 0
8 16

vv
− < ，即 0λ < 时，线性 Itô 随机微分方程(11)是局部稳定的，即原系统(2)在平衡点处是

稳定的； 

② 当 31 0
8 16

vv
− > ，即 0λ > 时，线性 Itô 随机微分方程(11)是局部不稳定的，即原系统(2)在平衡点处

是不稳定的。 

4.2. 全局稳定性 

在分析局部稳定性时，应用 Oseledec 乘性遍历理论和最大 Lyapunov 指数判定方法，但该理论方法

只适用于做局部稳定性判断，接下来分析全局稳定性，我们可用奇异边界理论[4] [5]对其全局稳定性做分

析判断。 
首先介绍奇异边界理论，我们已知 r，此外还有扩散指数 rα ；漂移指数 rβ ；特征指数 rc 。 
I) 如果有 0r = ，即 ( ) 0rσ = ，系统为第一类奇异边界，第一类边界下： 
当 1, 1r r rα β β= + = 时， 1rc > 是排斥自然边界， 1rc < 是吸引自然边界， 1rc = 是严格自然边界； 
II) 如果有 r = +∞，即 ( )m r = +∞，系统为第二类奇异边界，第二类边界下： 
当 1r rβ α= − ， 1rβ ≤ 时， r rc β> − 是排斥自然边界， 1rc < − 是吸引自然边界， r rc β≤ − 且 1rc ≥ − 是

严格自然边界； 
当 1r rβ α> − 时， 1rβ > 是进入边界。 
上述为奇异边界理论介绍，接下来我们分两种情形进行分析，即 2 20, 0v v= ≠ 情形。 
1) 当 2 0v = 时，系统如上述(12)， 0r = 时系统(12)为第一类奇异边界，经过计算可以得， 2rα = ， 1rβ = ， 

( )
( )( )

21

1
20 0 23 3

22 28lim lim

8

r r

r
r r

v rm r r vc
v vr r

α β

σ+ +

−

→ →

⋅
= = = ，则有： 1

3

1
2

v
v

> 是排斥自然边界， 1

3

1
2

v
v

< 是吸引自然边界， 1

3

1
2

v
v

=
 

是严格自然边界； 
r = +∞时系统(12)为第二类奇异边界，经过计算可以得， 2rα = ， 1rβ = ， 

( )
( )( )

21

1
2

23 3

22 28lim lim

8

r r

r r r

v rm r r vc
v vr r

α β

σ

−

→+∞ →+∞

⋅
= − = − = − 则有， 1

3

1
2

v
v

< 是排斥自然边界， 1

3

1
2

v
v

> 是吸引自然边

界， 1

3

1
2

v
v

= 是严格自然边界。 

综上可得出结论： 

① 当 1

3

1
2

v
v

< ， 0r = 为吸引自然边界， r = +∞是排斥自然边界，则 Itô 微分方程(11)有概率意义下稳

定的平凡解，说明系统(2)在白噪声激励下平衡点处是稳定的； 
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② 当 1

3

1
2

v
v

> ， 0r = 为排斥自然边界， r = +∞是吸引自然边界，则 Itô 微分方程(11)有概率意义下不

稳定的平凡解，说明系统(2)在白噪声激励下平衡点处是不稳定的； 

③ 当 1

3

1
2

v
v

= ， 0r = 和 r = +∞为严格自然边界。 

2) 当 2 0v ≠ 时，系统为方程(11)， 0r = 系统(11)是第一类奇异边界，经过计算可得到， 2rα = ， 1rβ = ， 

( )
( )( )

331

1
20 0 23 3

22 28 8lim lim

8

r r

r
r r

vv r r rm r r vc
v vr r

α β

σ+ +

−

→ →

 + 
 = = = ，则有： 1

3

1
2

v
v

> 是排斥自然边界， 1

3

1
2

v
v

< 是吸引自然边

界， 1

3

1
2

v
v

= 是严格自然边界； r = +∞ 系统(11)为第二类奇异边界，经计算 2rα = ， 3rβ = ，则 r = +∞ 是

二类奇异边界中的进入边界。 
综上可以得出结论： 

① 当 1

3

1
2

v
v

< ， 0r = 是吸引自然边界，且 r = +∞是进入边界，则 Itô 微分方程(11)有概率意义下稳定

的平凡解，说明系统(2)在白噪声激励下平衡点处是稳定的； 

② 当 1

3

1
2

v
v

> ， 0r = 时为排斥自然边界，而 r = +∞是进入自然边界，则 Itô 微分方程(11)有概率意义

下不稳定的平凡解，说明系统(2)在白噪声激励下平衡点处是不稳定的； 

③ 当 1

3

1
2

v
v

= ， 0r = 时为严格自然边界。 

5. 随机分岔分析 

随机分岔理论[4] [5]是通过研究参数的变化，对随机动态系统进行性态分析，我们将应用拟不可积

Hamilton 系统随机平均法来解决随机分岔动力学行为。 

5.1. 随机 D-分岔分析 

当 Itô 随机微分方程(11)中 2 0v = 时，方程即为： 
1
2231d d d

8 8
vvr r t r w = +  

 
                                 (13) 

由于 3 0v = 方程变为不发生分岔的确定系统，我们讨论 3 0v ≠ 时的情形，令 ( ) 310
8 16

vvm r = − 
 

，

( )
1
230

8
v

rσ  =  
 

，方程(13)生成的连续动态系统为： 

( ) ( )( ) ( )( )
0 0

d d
t t

t x m s x s s x wµ µ σ µ= + +∫ ∫                            (14) 

式(14)为方程(13)以 x 为初值的唯一强解。当 ( ) ( )0 0, 0 0m σ= = 时，0 是 µ 的固定点，对此固定点， dw 是

Stratonovich 的随机意义下的激参，设 ( )m r 有界，则对 0r ≠ 满足椭圆性条件的 ( )0 0σ ≠ ，保证最多有一

个平稳概率，则对应的 FPK 方程为： 
2

231
28 8

vvp r p r p
t r r

  ∂ ∂ ∂   = − −      ∂ ∂ ∂      
                        (15) 
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其中，令 0p
t

∂
=

∂
得到与方程(15)相应的平稳概率密度： 

( ) ( ) ( )
( )

1
20

2
exp d

r m v
p r c r v

v
σ

σ
−  

=   
 
∫                              (16) 

这样，则该动态系统可能有不动点、非平凡平稳两种平稳状态，且二者不变测度 0δ 和 ε 的密度分别

为 ( )xδ 和(16)式，此时还需确定两不变测度的 Lyapunov 指数，解线性 Itô 随机微分方程(13)为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 exp d d
2

t tr r
r t r m r s r w

σ σ
σ

  
= + +  

   
∫ ∫



                       (17) 

已知系统测度的 Lyapunov 指数： 

( )1lim lnt r t
tµλ →+∞=                                  (18) 

根据公式 ( ) ( )0 0, 0 0σ σ= = 得，不动点状态的 Lyapunov 指数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

31

1lim ln 0 0 d 0 d

0 0 lim 0
8 16

t t

t

r

t

r m s w s
t

w t vvm m
t

µλ δ σ

σ

→+∞

→+∞

= + +

= + = = −

∫ ∫ 

  

                    (19) 

设σ 有界， ( ) ( ) ( )m r r rσ σ+  可积，将式(17)代入方程(18)，非平凡平稳状态的 Lyapunov 指数为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

0

2 3
3 31 12

3
3

1lim d d
2

162 d 0 2 exp
8 16 8 16

t

t

r r
m r r r s m r p r r

t

m r v vv vp r r m v
r v

µ

σ σ
λ ε σ σ

σ

→+∞

  = + = +        

       = − = − − −                 

∫ ∫

∫



  



             (20) 

令 31

8 16
vv

κ = − ，则根据二者不变测度的 Lyapunov 指数可判定，当 0κ ≤ 时前者不变测度稳定，当 0κ >  

时后者不变测度稳定，即系统(2)的一个 D-分岔在 0Dκ κ= = 处发生。 
我们进一步处理系统(16)可以得到： 

( )
( )

( )
1 3

3

2

0
v v
v

stp r cr o r rχ
−

= = →                               (21) 

其中：c 为归一化常数，
( )1 3

3

2 v v
v

χ
−

= ，当 1χ < − ，即 1

3

1
2

v
v

< 时， ( )stp r 是一个δ 函数，当 1 0χ− < < ，

即 1

3

1
2

v
v

> 时， 0r = 是 ( )stp r 在该区间的最大值点，所以随机系统(2)发生 D-分岔的临界条件为， 1χ = − ，

即 1

3

1
2

v
v

= 。 

当 Itô 随机微分方程(11)中 2 0v ≠ 时，令

1
23

8
v

r Φ = − 
 

, 2 0v < ，则方程(11)变为： 

( )
1
23 3d d d

8
v

t wκ  Φ = ⋅Φ −Φ + Φ 
 

                             (22) 
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当 3 0v = 时，系统为确定分岔-叉形分岔，当 3 0v ≠ 时，讨论 0κ < 时，有唯一密度为 ( )xδ 不变测度 0δ ；

0κ > 时，动态系统的平衡状态相应的不变测度分别为 κδ 和非平凡平稳状态测度 ;χ χε ε+ − ，密度为： 

( )
3

2 21
8

3

8exp , 0

0, 0

vG
P v

κ

κ
κ

−

+

  Φ
Φ − Φ >  Φ =   

 Φ ≤

                       (23) 

( ) ( )F Pκ κ
− +Φ = −Φ                                  (24) 

其中
3

8

1 3

3

8
8

vv
G

v

κ

κ
κ −

−    = Γ ⋅   
  

，则根据式(19)得 κδ 的 Lyapunov 指数为： 

( ) 31

8 16
vv

µ κλ δ κ= = −                                 (25) 

根据方程(20)，(23)，(25)可得两个非平凡平稳状态测度 χε
± 的 Lyapunov 指数为： 

( ) 312
4 8

vv
µ χλ ε κ± = − = − +                               (26) 

所以 0Dκ κ= = 时，随机系统(2)的发生 D-分岔。 

5.2. 随机 P-分岔分析 

令

1
23

8
v

rΦ 
 
 

= − , 2 0v < ，则方程(11)变为： 

1
233 31d d d

8 16 8
v vv t w

    Φ = − Φ −Φ + Φ    
    

                        (27) 

可得到方程(27)的 FKP 方程为： 

( ) ( )( )
2

3 23 31
2

2 28 2 2
v vvp r r r p r r p r

t r v v r
  ∂ ∂ ∂

= − − − −  ∂ ∂ ∂   
                  (28) 

其初值条件为： 2 0v = , ( ) ( )0 0 0, | ,p r t r t r rδ→ − , 0t t→ , ( )0 0, ,|p r t r t 为扩散过程的转移概率密度，

( )r t 的不变测度是平稳概率密度，若令 0p
t

∂
=

∂
，则退化系统的解为： 

( )

1 2

3

1 2

3

2 1
42

3

8
1 2 2

3 3

exp

8

v v
v

v v
v

r v r
v

p r
v v v

v v

− 
 
 =

   
Γ − −  
   

 

对系统进行 P-分岔分析时，我们的思路是由线性 Itô 随机微分方程的概率密度 ( )p r 计算不变测度极

值，进而分析分岔。根据 Namachivay’s 理论[4] [10] [12]，当噪声σ 趋于 0 时， ( )p r 的极值趋表现稳态

特征，当系统响应 ( )r t 是遍历的，由乘积遍历性定理得 ( )p r 是样本轨线在r的邻域内访问时间的度量。 
若 ( )p r 在 0r 处为极大值，轨线在 0r 的邻域内停留时间较长，说明 0r 在概率意义下是稳定点；若 ( )p r

在 0r 处为极小值，轨线在 0r 的邻域内停留时间较短，说明 0r 在概率意义下是不稳定点。 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.94065


叶正伟 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.94065 549 应用数学进展 
 

6. 数值模拟 

综上可知原系统的响应过程为 ( ) ( )( ),t tµ η ，且 ( ) ( ) ( )2 2r t t tµ η= + ，所以我们主要分析 ( ) ( )( ),t tµ η

的联合概率密度 ( ),p µ η 即可，在实际意义下，赋值参数 ( ), 1, 2,3, ,8i im n i =  ，使得 2

3

4
v
v

= − ，在此情况 

下，给出平稳概率密度函数和联合概率密度函数模拟图像。 
若设 11 vρ = − + ，图 1 中左图表示，取不同的负值 ρ ，平稳概率密度函数是单调递减函数，且随 ρ 的

增大图像减势变弱，右图表示 0.02ρ = − 时联合概率密度图像呈现单峰尖状；图 2 中左图表示在 0ρ = 附

近，随 ρ 值增大平稳概率密度函数从递减变为有极值状态，右图表示 0ρ = 时联合概率密度图像呈现单

峰状，说明此时并未发生分岔；图 3 中左图表示，取不同的正值 ρ ，平稳概率密度函数是极值函数，且

随 ρ 的增大平稳概率密度函数极值峰谷趋于平缓，右图表示 0ρ > 时联合概率密度函数呈现火山口形状，

则系统在临界点 0ρ = 后发生了分岔。 
 

 
Figure 1. The left figure shows stationary probability density function image of 0.22, 0.12, 0.02ρ = − − − ; The right figure 
shows joint probability density function image of 0.02ρ = −  
图 1. 左图表示 ρ 分取−0.22，−0.12，−0.02 时平稳概率密度函数图像；右图表示 0.02ρ = − 联合概率密度函数图像 
 

 
Figure 2. The left figure shows stationary probability density function image of 0.02,0,0.02ρ = − ; The right figure shows 
joint probability density function image of 0ρ =  
图 2. 左图表示 ρ 分取−0.02，0，0.02 时平稳概率密度函数图像；右图表示 0.32ρ = 联合概率密度函数图像 
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Figure 3. The left figure shows stationary probability density function image of 0.12,0.22,0.32ρ = ; The right figure shows 
joint probability density function image of 0.32ρ =  
图 3. 左图表示 ρ 分取 0.12，0.22，0.32 时平稳概率密度函数图像；右图表示 0.32ρ = 联合概率密度函数图像 

7. 结论 

本文讨论了在随机参数激励下永磁同步电机的稳定性和分岔，把随机参数视为白噪声，运用随机激

耗散的 Hamilton 理论，对系统的动力学行为进行分析，结合实际意义选取分岔参数 ρ ，根据数值模拟结

果得出当 0ρ > 时系统发生分岔行为，说明此时永磁同步电机系统有可能会变得不稳定。 
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