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Abstract 
In December 2019, the outbreak of Coronavirus Disease 2019 (COVID-19) began in Wuhan and 
quickly spread. China has adopted prevention and control measures to isolate suspected persons 
and confirmed cases. Here, we establish an SEICAR epidemic model, in which both infectious pa-
tients and latent patients are infectious. Through sensitivity analyses of each parameter to the 
control reproduction number and the endemic equilibrium, three effective control strategies are 
proposed. The results indicate that, if considering the infectivity of the latently infected and asymp-
tomatic patients, the control reproduction number can be more accurately assessed, furthermore, 
that will provide a more scientific reference for making prevention and control policies. 
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摘  要 

2019年12月，COVID-19疫情从武汉开始爆发，并迅速蔓延，隔离疑似人员和确诊病例是一种有效的防

 

 

*通讯作者。 

http://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2020.95083
https://doi.org/10.12677/aam.2020.95083
http://www.hanspub.org


王雪萍 等 
 

 
DOI: 10.12677/aam.2020.95083 701 应用数学进展 
 

控措施。因此，在本文我们将隔离的确诊患者作为一个仓室，建立了一类隐性感染者和潜伏期患者均具

有传染性的SEICAR传染病模型。通过分析各参数对控制再生数和地方病平衡点的灵敏性，提出了三个有

效的控制策略。研究结果表明考虑隐性感染者以及潜伏期患者的传染性能够较准确地评估控制再生数，

为制定更科学的疫情防控方案提供参考。 
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1. 引言 

通过数学模型来描述和分析传染病流行规律和发展趋势是传染病动力学的一种重要方法。1927 年

Kermack 与 McKendrick 为了研究 1665~1666 年黑死病在伦敦的流行规律以及 1906 年瘟疫在孟买的流行

规律[1]，提出了著名的 SIR 仓室模型，此模型未考虑感染病毒后的潜伏期因素。当流行病的潜伏期较长

时，必将对疾病传播产生影响，1986 年 Aron 和 Schwartz [2]构建了一类考虑潜伏期的 SEIR 传染病模型。

2008年Aaronl等人[3]提出了考虑隐性感染者的传染病模型。隐性感染(asymptomatic or inapparent infection)
是指病原体侵人人体后，仅引起机体产生特异性的免疫应答，不引起或仅引起轻微的组织损伤，在临床

上不显出任何症状、体征，甚至生化改变，只能通过免疫学检查才能发现。Yang 等[4]指出，对于甲型病

毒流感类的流行病，存在隐性感染类且具有一定的传染能力。当该类人群所占比重较大时，对疾病的传

播会产生不容忽视的影响，Longini 在文献[5]中假定隐性传染者占到 33%。在预防和控制流感疫情中，人

们会采取各种干预措施，比如隔离、媒体播报、疫苗接种、抗病毒治疗等。但事实上，数量庞大的隐性

感染者的出现可能导致抗病毒药物治疗和隔离等干预措施无法达到预期效果[6]。2020 年 Wang [7]等人考

虑了携带新型冠状病毒的隐性感染者，认为COVID-19潜伏期患者有可能向体外排出病毒而成为传染源，

同年，Wang [8]等人关于新冠肺炎构建了四维的 SEIR 模型，并研究了潜伏期无症状感染者和隐性感染者

对疾病传播的影响。因此，深入探究隐性感染者对 COVID-19 疫情传播的影响是有必要的。 
COVID-19 疫情从 2019 年 12 月 12 日首例患者于湖北武汉入院治疗，目前正快速向人群传播。截至

到 2020 年 4 月 27 日 8:20，我国累计确诊病例 84,340，累计死亡病例 4642，国外累计确诊 2,906,654，累

计死亡 202,203，疫情的高传染性和死亡率引起了众多专家学者的关注[9]-[16]。目前关于 COVID-19 潜伏

期的研究较多，多数研究认为潜伏期少于 14 天，中位数 3~7 天。在我国 COVID-19 爆发期间，确认和追

踪所有感染者的密切接触者，并实施居家或集中隔离医学观察，成为最有效的防控措施之一。在疑似人

员和确诊病例巨大的情况下，将隔离的确诊人员 C 单独作为一个仓室，能够有效地控制疫情传播规模，

以便于达到最优控制效果。 

2. 模型建立 

我们将 COVID-19 疫情期间的总人口 N 分为六个不同的仓室：易感者(S)，潜伏期患者(E)，显性感染

者(I)，隔离感染者(C)，隐性感染者(A)和康复者(R)。出于生物意义考虑，作如下假设： 
1) 人口数在研究区域内呈均匀分布； 
2) 康复者 R 会对该菌株产生永久免疫而不会被再次感染； 
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3) 隔离者与显性染病者具有相同的传染力； 
4) 潜伏期患者 E、显性感染者 I 和隐性感染者 A 均有不同的传染力，分别为  σβ 、  β 和δβ 。 

 

 

Figure 1. SEIACR model flow chart, where ( ) ( )t E I C Aβ β σ δ= + + +  

图 1. SEIACR 模型流程图，其中 ( ) ( )t E I C Aβ β σ δ= + + +  
 

根据上面假设和图 1 中的 COVID-19 的传播流程图，基于文献[17]的工作，我们建立如下模型： 
( )
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Table 1. Parameters description of the SEIACR model 
表 1. SEIACR 模型的参数意义 

参数 生物意义 参数值 来源 

β  传染率 0.21 参数估计 

Λ  境外输入人数 100,000 参数估计 

N 总人数 140,000,000 人口统计 

ρ  显性感染者比例 0.6 参数估计 

δ  隐性感染者感染力减小因子 0.5, [ ]0,1δ ∈  [15] 

σ  潜伏类感染力减小因子 0.3, ( )0,1σ ∈  参数估计 

η  隐性感染者的恢复率 0.4 参数估计 

α  隔离类抗病毒治疗率 0.0199 参数估计 

κ  潜伏期 1/2.38 [15] 

1 γ  平均报道延迟期 1 [3] 

q 确诊病例转移率 0.397 参数估计 
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我们假设康复者获得免疫短期内不能再次被感染，所以不再参与疾病的传播，因而，我们只需研究

如下的模型(2.2)： 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

d Λ ,
d

d ,
d
d 1 ,
d
d ,
d
d 1 .
d

E I C A SS dS
t N

E I C A SE d E
t N
I E q I q d I
t
C q I d C
t
A E d A
t

β σ δ

β σ δ
κ

ρκ α γ

γ α

ρ κ η

+ + +
= − −

+ + +
= − +

= − −









− +

=











− +

= − − +

                            (2.2) 

其中， ( ) 5
1

Λ, , , , :D S E I C A N S E I C A
d+

 = ∈ = + + + + ≤ 
 

 是模型(2.2)的正不变集。 

3. 模型的稳定性分析 

模型(2.2)总存在一个无病平衡点 0 ,0,0,0,0E
d
Λ 

 
 

，我们应用再生矩阵的方法[18]来计算模型(2.2)的控

制再生数并验证 0E 的局部稳定性。 

矩阵 F 与 V 分别为 

( )

( )

0 0 0
1 0 00 0 0 0

, .
0 00 0 0 0

1 0 00 0 0 0

d
q q d

F V
q d

d

κσβ β β δβ
ρκ α γ

γ α
ρ κ η

+  
   − − + +  = =    − +
    − − +   

 

则可得模型(2.2)的控制再生数： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

0

1 1
.

Ec
qFV

d q d dd q d
δ ρσ ρ ρ γρ β

κ α γ α ηα α γ α
−

 − = = + + + 
+ + − + ++ + − +    

         (3.1) 

下面利用特征方程理论来证明平衡点 0E 的稳定性。 
定理 3.1：如果 1c < ，模型(2.2)的无病平衡点 0E 是局部渐近稳定的；如果 1c > ，则 0E 是不稳定

的，且存在唯一的地方病平衡点 1E 。 
证明：容易求得模型(2.2)的特征矩阵 J，如下： 

( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

.
0 0 0
0 0 0
0 1 0 0

E I C A S S S Sd
N N N N N

E I C A S S S Sd
N N N N NJ

q d
d

d

β σ δ σβ β β δβ

β σ δ σβ β β δβκ

ρκ α γ α

γ α

ρ κ η

 + + + 
− − − − − − 
 
 + + +
 − +

=  
 − + − +   
 − +
  − − + 

 

显然，模型(2.2)在无病平衡点 0E 处的 Jacobi 矩阵为： 
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( )
( )

( )
( )

( ) ( )
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d
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可得矩阵 ( )0J E 中的一个特征值为 

( ) ( ) ( )
( )
( )

1
1 1,c

q
d q d dd q d

δ ρσ ρ ρ γβ
κ α γ α ηα α γ α

 − + + + − = − 
+ + − + ++ + − +    

  

而其它三个特征值均为负的，分别为 

( ) ( ) ( )d q d d dα γ α γ α η− − − + + − + − +  ， ， ， ， 

因此，当 1c < 时，可得特征值 1 0c − < ， ( )0  J E 的所有特征值均为负的，故无病平衡点 0E 是局部

稳定的；当 1c > 时，至少存在一个正的特征值，所以 0E 不稳定。 
下证模型(2.2)当 1c > 时存在唯一的地方病平衡点。 
设 ( )* * * * *

1 , ,  , ,E S E I C A 是模型(2.2)的任意正平衡点。由模型的第三、四、五方程得： 

( )
( ) ** *

* * * 1
,

EE q II C A
d q d d

ρ κρκ γ
α γ α α η

−
= = =

+ + − + +
， ，  

并将其代入模型的第二个方程中，得： *

c

NS =


，再将 * * * *, ,I C A S 分别代入模型的第一个方程，可

得： * 1 Λ
c

NdE
dκ
 

= − +  
。 

因此，当 1c > 时， * * * * *, , , ,S E I C A 均为正数，且被唯一确定，即模型(2.2)存在唯一的地方病平衡点

1E 。 

4. c 与 1E 的灵敏性分析 

模型(2.2)的控制再生数 c 表示：显性感染者、潜伏期患者、隐性感染者以及隔离感染者引入到有部

分易感者中，导致的单位时间内平均新增的感染人数。初始的疾病传播与 c 有关，而疾病的流行与地方

病平衡点 1E 紧密相关[19]。我们将通过计算灵敏性指数[19] [20]来评估 COVID-19 防控措施的有效性，其

本质上衡量了随着模型参数的变化， c 在地方病平衡点 1E 的状态变量的相对改变。 

定义 1 [19]：定义变量 u 的标准化向前灵敏性指数为： u
p

p u
u p

∂
ϒ = ×

∂
。 

我们计算了 c 与 1E 关于模型(2.2)中参数的灵敏性指数： 

( )1,2, ,7 : , , , , , ,j j qξ β σ δ κ α ρ=  . 

具体计算如下： 

( ) ( ) ( )
( )1

0.c q
d q d dd q d

δ ρσ ρ ρ γ
β κ α γ α ηα α γ α

−∂
= + + + >

∂ + + − + ++ + − +  

  

因此 c 随着 β 的增加而增加，并且 
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( ) ( ) ( )
( )1

1.c

c c

q
d q d dd q d

δ ρβ β σ ρ ρ γ
β κ α γ α ηα α γ α

 −∂  × = × + + + = 
∂ + + − + ++ + − +    


 

 

我们依次求 c 关于 , ,σ δ ρ的偏导数，可得： 

10, 1,c c

c c d
σ σβ

σ σ κ
∂ ∂

> × = × <
∂ ∂ +
 

 
 

( )110, 1,c c

c c d
δβ ρδ

δ δ η
−∂ ∂

> × = × <
∂ ∂ +
 

 
 

( ) ( )
1 10, 1,c c

c c

q
q d q d d

ρ γ δ
ρ ρ α γ α α γ α η

 ∂ ∂  > × = × + − < 
∂ ∂ + − + + − + +  

 
 

 

由上面可知， c 随着参数 , ,σ δ ρ的增加而增加，此外 c 关于 , ,qκ α 的偏导数为： 

( )2

10, 1,c c

c c d
κ κβ

κ κ κ

∂ ∂
< × = × − <

∂ ∂ +

 
 

 

( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( ){ }2 2

110, 1,c c

c c

q q d dq

q d d q d

βρ γ α γ α α γ αβα
α α α γ α α α γ α

+ − + + + − −∂ ∂  < × = × − − <
∂ ∂ + − +  + + − +    

 
 

 

( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ){ }2 2

10, 1.c c

c c

d q d q dq
q q q d d q d

ργ α α γ α ρ γ α γ αβρ γ α

α γ α α α γ α

+ + − + − + − −∂ ∂  < × = × − − <
∂ ∂ + − + + + − +  

 
 

 

根据上述计算结果，我们发现 , ,qκ α 呈现的结果与 , , ,β σ δ ρ 正好相反， c 随着 , ,qκ α 参数的增加而

减少。本文所取的模型参数来源于表 1，代入公式(3.1)计算得 6.4089c = ，这与文献[10]中预测的武汉

COVID-19 传播的基本再生数 6.47 基本一致，并用表 2 列出 c 关于这 7 个参数的灵敏性指数 c
jξ

ϒ 。 
 

Table 2. Sensitivity index c
jξ

ϒ  of c  

表 2. c 的灵敏性指数 c
jξ

ϒ  

参数 jξ  0 的灵敏性指数 c

jξ
ϒ  

β  +1.0000 

ρ  +0.9707 

σ  +0.0223 

δ  +0.0157 

q −0.994 

κ  −0.0745 

α  −0.0338 

 
根据表 2 可知， c 对 β 的变化最为敏感，其余的依次是 , , , , ,q ρ κ α σ δ 。因此，为了抑制 COVID-19

疫情的传播，应当通过居家隔离、交通管制等预防措施降低传染率 β 将会最有效；其次是缩短确诊时

间，加快确诊病例的转移率 q。另外增加抗病毒治疗率α 和缩短疾病平均报道延迟期1 κ ，最终使得 c

小于 1。 
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另外，我们还计算了地方病平衡点 1E 的灵敏性指数，用来判断不同参数对 COVID-19 疫情流行的相

对影响。用表 1 中的参数得出 ( ) ( )* * * * * 7 5 5 6 5
1 , , , , 2.0868 10 ,2.38 10 ,1.467 10 ,2.927 10 ,1 10E S E I C A = × × × × × 。

利用文献[19]的方法，可以计算出 1E 关于 , , , , , ,qβ σ δ κ α ρ 这 7 个参数 jξ 的灵敏性指数 1
j

E
ξϒ (见表 3)。 

 
Table 3. Sensitivity index 1

j

E
ξϒ  of 1E  

表 3. 1E 的灵敏性指数 1
j

E
ξϒ  

参数 jξ  *

j

S
ξϒ  

*

j

E
ξϒ  

*

j

I
ξϒ  

*

j

C
ξϒ  

*

j

A
ξϒ  

β  −1 +0.701 +0.6907 +0.9109 +0.6912 

ρ  +0.6611 −0.4902 −0.644 −0.592 −2.411 

σ  −0.931 +0.562 +0.5502 +0.6092 +0.509 

δ  −0.5361 +0.3562 +0.4501 +0.357 +0.353 

q +0.794 −0.594 −0.292 −0.6805 −0.514 

κ  +0.065 −0.0357 −0.0371 −0.065 −0.0362 

α  +0.943 −0.0257 −0.0254 −0.0252 −0.0256 

 

由表 3 可看出：对 *I 最为敏感的是 β ，随后依次为 , , , , ,qρ σ δ κ α ；对于 𝑆𝑆∗ 最为敏感的也是 β ，随后

依次为 , , , , ,qα σ ρ δ κ ；对 *E 和 *C 最为敏感的是 β ，随后依次为 , , , , ,q σ ρ δ κ α ；对 *A 最为敏感的是 ρ ，

随后依次为 , , , , ,qβ σ δ κ α 。 
针对以上的灵敏性指数分析，我们提出以下三个可行的新型冠病毒肺炎预防措施： 
a) 加强媒体宣传，提高人们的防范意识。 β 对 c 的变化最为敏感，而且 β 是对 * * * *, , ,S E I C 最敏感

的参数，对 *A 是第二敏感参数(详见表 2 以及表 3)。因此，通过媒体宣传增强人们的防范意识，减少不

必要的接触，使得传染率降低，能够有效地控制疾病的传播。 
b) 加快检测率，并及时采取隔离措施。q 对于 c 、 *E 和 *C 是第二敏感参数(表 2 和表 3)，因此，

政府动员全国医护人员，并筹集调配医疗检测设备，在最短的时间内检查出疑似人员及确诊病例，以便

于尽快做好隔离及防护措施。 
c) 缩短显性感染者和隐性感染者的确诊时间。 ρ 是 c 的第三敏感参数，而对 *I 是第二敏感参数，

且对 *A 最为敏感。因此有必要检查及追踪与湖北地区有密切接触者、海外入境人员，并对以上人员采取

适当的隔离措施。 

5. 结论 

依据 COVID-19 的传播特征，我们构建了一类隐性感染者和潜伏期患者均具有传染性的 SEICAR 模

型，用来描述 COVID-19 传播的动力学行为。对模型的定性分析表明控制再生数 c 是一个临界阈值，决

定了 COVID-19 的传播规模和发展趋势。我们还对模型(2.1)的控制再生数 c 和地方病平衡点 1E 进行了灵

敏性分析，得到传染率 β 和确诊病例转移率 q 是影响疫情传播的关键因素。通过媒体播报告知民众注重

个人卫生，加强自我保护意识，采取佩戴口罩、勤洗手、不聚集等来阻断传播，以及提高检测率并缩短

确诊时间、加强对密切接触者的追踪、检疫和隔离等干预措施仍是防控的有效手段。 
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