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Abstract 
Let Α  be a von Neumann algebra and Ω∈Α  be an arbitrary but fixed operator. In this paper, 
we show that a linear bounded map : Α → Αδ  is derivable at Ω , that is, 
( ) ( ) ( )AB A B A B= +δ δ δ  for every ,A B∈Α  with AB = Ω  if and only if there exists a derivation 

: Α → Ατ  such that ( ) ( ) ( )A A I A= +δ τ δ  for all A∈Α  where ( )Iδ  is in the center of Α  and 

( ) 0I Ω =δ . In particular, if Α  is a von Neumann algebra with no summands of type 1I  or a 
properly infinite von Neumann algebra, similar results can be obtained by weakening the linearity 
and continuity assumption of δ  into additivity. 
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摘  要 

设Α 为von Neumann代数，Ω∈Α为任意但固定的算子。本文证明有界线性映射 : Α → Αδ 在Ω 可导，

即 ( ) ( ) ( )AB A B A B= +δ δ δ ， A B, ∈Α ， AB = Ω 当 且 仅 当 存 在 导 子 : Α → Ατ 使 得
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( ) ( ) ( )A A I A= +δ τ δ ， A∀ ∈Α，其中 ( ) ( )I ∈Ζ Αδ 且 ( )I 0Ω =δ 。特别地，若Α 是没有 I1型直和项的

von Neumann代数或真无限von Neumann代数，则将δ 线性且连续的假设弱化为可加仍得到上述结果。 
 
关键词 

von Neumann代数，可导映射，导子，中心覆盖，广义导子 

 
 

Copyright © 2020 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

设ℜ是含单位元 I 的环，称可加映射 :δ ℜ→ℜ是导子，若 ( ) ( ) ( )AB A B A Bδ δ δ= + ， ,A B∀ ∈ℜ；

称 δ 是广义导子，若 ( ) ( ) ( ) ( )AB A B A B A I Bδ δ δ δ= + − ， ,A B∀ ∈ℜ。若可加映射 :τ ℜ→ℜ 是导子，

( ) ( )Iδ ∈Ζ Α ，则由 ( ) ( ) ( )A A I Aδ τ δ= + ， A∀ ∈ℜ定义的 :δ ℜ→ℜ是广义导子，我们称之为标准广义

导子。导子和广义导子在理论和实际中有重要作用，得到了广泛的研究。可加映射在什么条件下成为

(广义)导子的问题受到了学者们的广泛关注(见[1]-[8]及其参考文献)，其中研究热点之一是(广义)可导

映 射 。 称 可 加 映 射 :δ ℜ→ℜ 在 Ω∈ℜ  ( 广 义 ) 可 导 ， 若 ( ) ( ) ( )AB A B A Bδ δ δ= +  
( ( ) ( ) ( ) ( )AB A B A B A I Bδ δ δ δ= + − )， ,A B∀ ∈ℜ， AB = Ω。显然，可加映射是(广义)导子当且仅当它在

每一点(广义)可导。一个自然而有趣的问题是：在给定点(广义)可导的可加映射是否是(广义)导子。参照文

献[2]，称Ω为ℜ的可加(广义)全可导点，若ℜ上每个在Ω 可导的可加映射事实上是(标准广义)导子。文献

[3]证明了零算子是 Hilbert 空间套代数和 Banach 空间上标准算子代数的广义全可导点。Li 和 Zhou [4]证明

了 Banach 代数到其自身在每个左、右分离点可导的可加映射是 Jordan 导子。文献[5]的主要结果表明，每

个非零算子是 ( )HΒ 的可加全导点。在文献[6]中，给出了自反代数上在任意但固定算子可导的可加映射的

充分必要条件，并证明了 Hilbert 空间套代数上每个非零算子是可加全可导点。Guo 和 An [7]证明了每个非

零有限秩算子和每个非零算子分别是 ( )Β Χ 和因子 von Neumann 代数的可加全可导点。本文证明了从 von 
Neumann 代数到其自身的有界线性映射δ 在任意但固定算子上可导当且仅当它是一个标准广义导子。特别

地，如果Α是没有 1I 型直和项的 von Neumann 代数或真无限的 von Neumann 代数，则将δ 的线性且连续假

设弱化为可加仍得到类似结果，进而证明了每个算子都是无 1I 型直和项的von Neumann代数或真无限的 von 
Neumann 代数上的可加广义全可导点。文献[7]中的主要结果推广到一般 von Neumann 代数。注意到文献[4] 
[5] [6] [7]中的方法主要依赖于代数的素性、有限秩算子的性质及谱分析。但一般的 von Neumann 代数可能

不是素代数，也不一定含有限秩算子，因此前面的方法对一般的 von Neumann 代数是无效的。为了克服素

性和有限秩算子缺失造成的困难，我们需要 von Neumann 代数理论中的一些深刻结果。von Neumann 代数Α

是 ( )HΒ 的自伴子代数( ( )HΒ 是复 H 空间上有界线性算子全体构成的代数)，且满足 ′′Α = Α ，其中

( ){ }, ,T H TA AT A′Α = ∈Β = ∀ ∈Α ， { }′′′ ′Α = Α 。用 ( ) ′Ζ Α = Α∩Α 表示Α的中心。若 ( ) CIΖ Α = ，则称Α

为因子 von Neumann 代数。对于 A∈Α，记 ( )C A 为 A 的中心覆盖，它是满足 A AΡ = 的最小中心投影Ρ。

不难证明 ( )C A 是由{ }: ,BAx B x H∈Α ∈ 张成的闭子空间上的投影。若 A 是自伴的，则 A 的 core 为

( ){ }sup : ,A S S S S A∗= ∈Ζ Α = ≤ 。若 A P= 是投影，则 P 是 P≤ 最大的中心投影。若 0P = ，则称 P 是

core-free (见[9])。容易验证 0P = 当且仅当 ( )C I P I− = 。一般 von Neumann 代数知识见参考文献[10] [11]。 
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2. 主要结果及证明 

本文利用可导映射刻画 von Neumann 代数上的导子，主要结论如下： 
定理 2.1 设Α是 von Neumann 代数，Ω∈Α是任意但固定的算子，则有界线性映射 :δ Α→ Α在Ω 可

导 ， 即 ( ) ( ) ( )AB A B A Bδ δ δ= + ， ,A B∀ ∈Α ， AB = Ω 当 且 仅 当 存 在 导 子 :τ Α→ Α 使 得

( ) ( ) ( )A A I Aδ τ δ= + ， A∀ ∈Α，其中 ( ) ( )Iδ ∈Ζ Α ， ( ) 0Iδ Ω = 。 
为证明定理 2.1，需要如下几个引理。 

引理 2.2 设 iΑ 是 Banach 代数，其单位元 iI ， 1,2, ,i n=  。设代数 Α的形式为
1

n

i
i=

Α = ⊕Α∑ ，

1

n

i
i=

Ω = Ω ∈Α∑ ， i iΩ ∈Α 。若 iΩ 是 iΑ 的可加广义全可导点，则Ω是Α的可加广义全可导点。 

证明 由假设可得Α是含单位元
1

n

i
i

I I
=

= ∑ 的 Banach 代数。假设 iA 是 iΑ 中的可逆元，t 是任意非零有

理数。由 ( ) ( )1 1
i i i iI I t A I I tA− −  − + Ω − Ω+ = Ω  和假设δ 在Ω 可导，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
i i i i i i i iI I t A I I tA I I t A I I tAδ δ δ− − − −   Ω = − + Ω − Ω+ + − + Ω − Ω+    ， 

因此 ( ) ( ) ( ) 0i i i iI I A I I Aδ δ− + − = ， ( ) ( ) ( ) ( )i i i i iA I A I A I Aδ δ δ δ= + − ，则 ( )i iAδ ∈Α 。由于 iΑ 是 Banach
代数，每个元都可以写成两个可逆元的和，因此 ( )i iAδ ∈Α ， i iA∀ ∈Α 。 

设
iiδ δ

Α
= ，对

1

n

i
i

A A
=

∀ = ∑ ，
1

n

i
i

B B A
=

= ∈∑ 且 AB = Ω，则 i i iA B = Ω 。由假设δ 在Ω可导，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1

n n

i i i
i i

n n n n

i i i i
i i i i
n n n n

i i i i i i
i i i i
n

i i i i i i
i

A B A B

A B A B

A B A B

A B A B

δ δ δ δ δ

δ δ

δ δ

δ δ

= =

= = = =

= = = =

=

Ω = Ω = Ω = +

= +

= +

= + +

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑

 

( ) ( ) ( )i i i i i i i iA B A Bδ δ δΩ = + ， ,i i iA B∀ ∈Α ， i i iA B = Ω ，即 iδ 在 iΩ 可导。因此，由假设可知 iδ 是标准广

义导子，设 ( ) ( ) ( )i i i i i i iA A I Aδ τ δ= + ， i iA∀ ∈Α ，其中 ( ) ( )i i iIδ ∈Ζ Α ， :i i iτ Α → Α 是导子。对
1

n

i
i

A A
=

∀ = ∈Α∑ ，

由定义 :τ Α→ Α为 ( ) ( )
1

n

i i
i

A Aτ τ
=

= ∑ ，易得τ 是导子。因此由 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1

n n n

i i i i i i i i
i i i

A A A A I A A I Aδ δ δ τ δ τ δ
= = =

= = = + = +∑ ∑ ∑  

知δ 是标准广义导子，Ω是Α的可加广义全可导点。 
引理 2.3 设Α是 von Neumann 代数，投影 P∈Α使得 0P = ， ( )C P I= 。 
1) 对T ∈Α，若 ( ) 0TPA I P− = ， A∀ ∈Α，则 0TP = 。 
2) 对T ∈Α，若 ( ) 0PA I P T− = ， A∀ ∈Α，则 ( ) 0I P T− = 。 
3) 对 ( )Z ∈Ζ Α ，若 12 0ZΑ = ，则 0Z = 。 
证明 由 core-free 和中心覆盖的定义知 0I P− = 且 ( )C I P I− = 。 
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1) 由 ( ){ }: ,A I P x A x H− ∀ ∈Α ∈ 在 H 中稠密显然可得。 
2) 由 ( ) 0PA I P T− = 得 ( ) 0T I P A P∗ ∗− = ， A∀ ∈Α。由 { }: ,A Px A x H∗ ∀ ∈Α ∈ 在 H 中稠密，可得

( ) 0T I P∗ − = 且 ( ) 0I P T− = 。 
3) 由 12 0ZΑ = ， ( )Z ∈Ζ Α ， 得 12 12 0Z ZΑ = Α = ， 因 此 0ZP = ， ( ) ( ) 0I P Z Z I P− = − = 且

( ) 0Z ZP Z I P= + − = 。 
引理 2.4 设Α是 von Neumann 代数，Ω∈Α且 P 是Ω的值域投影，若 ( ) ( )C P C I P I= − = ，则Ω 是

Α的可加全可导点。 
证明  令 1P P= ， 2P I P= − ， ij i jP PΑ = Α ， , 1, 2i j = 则 11 12 21 22Α = Α + Α + Α + Α 。对 A∀ ∈Α ，

ij i j ijA P AP= ∈Α ，1 , 2i j≤ ≤ 。由 1P P= 是Ω的值域投影，有 1PΩ = Ω。若 0AΩ = ，则 1 0AP = 。 
设可加映射 :δ Α→ Α 在 Ω 可导，令 ( ) ( )1 2 2 2 2 1T P P P P P Pδ δ= − ，定义 ( ) ( ) ( )A A TA ATτ δ= − − ，

A∀ ∈Α，则τ 在Ω 可导当且仅当δ 在Ω可导。此外 ( )2 11 22Pτ ∈Α + Α ，不失一般性，假设 ( )2 11 22Pδ ∈Α + Α 。 
下证δ 是一个导子。 
设 11 11A ∈Α 是 11Α 中的可逆元，对任意的非零有理数 t Q∈ ，由 

( )( )1 1
11 11 12 11 12 22 22A tA A A A A t A− −+ Ω − + = Ω且δ 在Ω 可导，可得 

( ) ( )( )
( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

1 1
11 11 12 11 12 22 22

1 1
11 11 12 11 12 22 22

1 1
11 11 12 22 11 11 12 22 11 12 22

1
11 12 22 11 22 11 22

1 1
11 12 11 12 22 11 12 11 12 22

A tA A A A A t A

A tA A A A A t A

A A A A A A A A A A A

A A A t A A A A

t A A A A A A A A A A

δ δ

δ

δ δ δ

δ δ δ

δ δ

− −

− −

− −

−

− −

Ω = + Ω− +

+ + Ω− +

= Ω− + Ω− +

+ + +  
 + Ω − + Ω− 

 

由 t 的任意性可得 

( )( ) ( )1 1
11 12 11 12 22 11 12 11 12 22 0A A A A A A A A A Aδ δ− −Ω − + Ω− =                     (1) 

( ) ( )11 22 11 22 0A A A Aδ δ+ =                                  (2) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
11 11 11 11 11 12 22 11 12 22 11 12 22 11 12 22A A A A A A A A A A A A A A A Aδ δ δ δ δ δ δ− −Ω = Ω+ Ω − − + + 。另一方面，

由 1
11 11A A− Ω = Ω，可得 ( ) ( ) ( )1 1

11 11 11 11A A A Aδ δ δ− −Ω = Ω+ Ω 。因此 

( ) ( ) ( ) ( )11 12 22 11 12 22 11 12 22 11 12 22 0A A A A A A A A A A A Aδ δ δ δ+ − − =                 (3) 

在(2)式中，令 22 2A P= ，由 ( )2 11 22Pδ ∈Α + Α ，得 ( ) ( )11 2 11 2 0A P A Pδ δ+ = ， ( )11 2 0A Pδ = 。由(2)式，得 

( )11 22 0A Aδ = ，因此 ( )1 2 0P Pδ = 。所以 

( )1 22 0P Aδ = ， ( )11 2 0A Pδ = ， 11 11A∀ ∈Α ， 22 22A∀ ∈Α ， ( )2 22Pδ ∈Α             (4) 

由 IΩ = Ω， ( ) ( ) ( )I Iδ δ δΩ = Ω+ Ω ，可得 ( ) 0Iδ Ω = ， ( ) 1 0I Pδ = 和 ( )1 1 0P Pδ = 。结合 ( )1 2 0P Pδ = 得

( )1 0Pδ = 。在(3)式中，令 11 1A P= ， 22 2A P= 得 ( ) ( ) ( ) ( )1 12 1 12 12 2 12 2 0P A P A A P A Pδ δ δ δ+ − − = ， 

( ) ( )1 12 1 2 12 2 0P A P P A Pδ δ= = ， ( ) ( )12 2 2 1 1 12A P P P P Aδ δ= ， 12 12A∀ ∈Α              (5) 

由(5)式和 ( )1 1 0P Pδ = ，可得 ( )12 2 2 0A P Pδ = ， 12 12A∀ ∈Α 。由引理 2.3 的(2)得 ( )2 2 0P Pδ = 且由(4)式
得 

( )2 0Pδ = ， ( ) 0Iδ =                                   (6) 
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对 12 12A∀ ∈Α ， t Q∈ ，由 ( )1 12P tA+ Ω = Ω，得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 12 12P P t A Aδ δ δ δ δΩ = Ω+ Ω + Ω+ Ω  ，故 

( ) ( )12 12 0A Aδ δΩ+ Ω = 。因此 ( )2 12 0P Aδ Ω = 结合(5)式可得 ( )2 12 1 0P A Pδ = ， 

( )12 12Aδ ∈Α ， 12 12A∀ ∈Α                                (7) 

由(3)式和(7)式，可得 ( ) ( )12 22 1 2 11 12 0A A P P A Aδ δ= = ， 12 12A∀ ∈Α 。因此由引理 2.3 和(4)式得 

( ) ( )2 22 1 2 11 1 0P A P P A Pδ δ= = ， ( )11 11Aδ ∈Α ， ( )22 22Aδ ∈Α                (8) 

对 11 11A∀ ∈Α ， 12 12A ∈Α ， 22 22A ∈Α ，由(3)式和(6)式可得 

( ) ( ) ( )11 12 11 12 11 12A A A A A Aδ δ δ= + ， ( ) ( ) ( )12 22 12 22 12 22A A A A A Aδ δ δ= +            (9) 

对 21 21A∀ ∈Α ，由 1PΩ = Ω， ( )1 21P AΩ+ = Ω，可得 ( ) ( ) ( )1 1P Pδ δ δΩ = Ω+ Ω ， 

( ) ( )( ) ( )1 21 1 21P A P Aδ δ δΩ = Ω+ + Ω+ 且 ( ) ( )1 21 1 21 0P A P Aδ δ+ = 。因为 ( )1 0Pδ = ，所以 ( )1 21 0P Aδ = 。另一

方面，由 ( )( )1 12 12 21 12 21 2P A A A A A P+ Ω− − + + = Ω，(7)式和(8)式可得 

( ) ( ) ( )12 21 12 21 12 21A A A A A Aδ δ δ= + ， 12 12A∀ ∈Α ， 21 21A ∈Α                 (10) 

(10)式右乘 2P ，得 ( )12 21 2 0A A Pδ = ， ( )2 21 2 0P A Pδ = 。结合 ( )1 21 0P Aδ = ，可得 

( )21 21Aδ ∈Α ， 21 21A∀ ∈Α                              (11) 

为证明δ 是导子，只需证明 ( ) ( ) ( )ij kl ij kl ij klA A A A A Aδ δ δ= + ， ij ijA∀ ∈Α ， kl klA ∈Α ， { }, , , 1, 2i j k l = 。

记每种情形为 Case ( ),ij kl 。Case (11, 12) (12, 22) (12, 21)分别由(9)式和(10)式可得。只需证 Case(11, 11) (22, 
22) (21, 11) (22, 12) (22, 21)。 

对 11 11 11,A B∀ ∈Α ， 12 12A ∈Α ，由(9)式可得 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

11 11 12 11 11 12 11 11 12

11 11 12 11 11 12

11 11 12 11 11 12 11 11 12

A B A A B A A B A

A B A A B A

A B A A B A A B A

δ δ δ

δ δ

δ δ δ

= +

= +

= + +

 

则 ( ) ( ) ( )11 11 11 11 11 11 12 0A B A B A B Aδ δ δ− − =   。因此，由引理 2.3 可得 

( ) ( ) ( )11 11 11 11 11 11A B A B A Bδ δ δ= + ， 11 11 11,A B∀ ∈Α                      (12) 

类似可得 ( ) ( ) ( )22 22 22 22 22 22A B A B A Bδ δ δ= + ， 22 22 22,A B∀ ∈Α 。 
对 21 21A∀ ∈Α ， 11 11A ∈Α 和 12 12A ∈Α ，由(10)式，(12)式和 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

12 21 11 12 21 11 12 21 11

12 21 11 12 21 11

12 21 11 12 21 11 12 21 11

A A A A A A A A A

A A A A A A

A A A A A A A A A

δ δ δ

δ δ

δ δ δ

= +

= +

= + +

 

可得 ( ) ( ) ( )12 21 11 12 21 11 21 11A A A A A A A Aδ δ δ= +  ， ( ) ( ) ( )21 11 21 11 21 11A A A A A Aδ δ δ= + ， 21 21A∀ ∈Α ， 11 11A ∈Α 。 
类似可得 ( ) ( ) ( )22 21 22 21 22 21A A A A A Aδ δ δ= + ， 22 22A∀ ∈Α ， 21 21A ∈Α 。 

对 12 12 12,A B∀ ∈Α ， 21 21A ∈Α ，由(9)式，(10)式和 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

12 21 12 12 21 12 12 21 12

12 21 12 12 21 12

12 21 12 12 21 12 12 21 12

B A A B A A B A A

B A A B A A

B A A B A A B A A

δ δ δ

δ δ

δ δ δ

= +

= +

= + +

 

可得 ( ) ( ) ( )12 21 12 12 21 12 12 21 12B A A B A A B A Aδ δ δ= + 。结合引理 2.3 可得 
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( ) ( ) ( )21 12 21 12 21 12A A A A A Aδ δ δ= + ， 21 21A∀ ∈Α ， 12 12A ∈Α  

因此δ 是导子且Ω是Α的可加全可导点。证毕。 
设Α是含单位元的代数，Μ是含单位元的Α -双模， M∀ ∈Μ ，A∈Α，当 A 满足由 0AM = ( )0MA =

有 0M = 时，称 A 为Μ的左(右)分离点。 
根据文献[4]引理 2.5 和 von Neumann 代数上的每个 Jordan 导子是导子这一事实，可得 
引理 2.5 von Neumann 代数中的每个左或右分离点都是可加全可导点。 
引理 2.6 设Α是 von Neumann 代数，则有界线性映射 :δ Α→ Α在 0 点可导当且仅当存在可导映射

:τ Α→ Α使得 ( ) ( ) ( )A A I Aδ τ δ= + ， A∀ ∈Α，其中 ( ) ( )Iδ ∈Ζ Α 。 
证明 对任意幂等元 P∈Α，由 ( ) 0I P P− = ，得 ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )I P P I P P I P Pδ δ δ δ− = − + − ，即 

( ) ( ) ( ) ( )P P P P P I Pδ δ δ δ= + − 。类似地，由 ( ) 0P I P− = ，得 ( ) ( ) ( ) ( )P P P P P P Iδ δ δ δ= + − ，此蕴涵

( ) ( )I P P Iδ δ= 。因为Α中投影的线性张在Α中稠密，所以 ( ) ( )Iδ ∈Ζ Α 。对 A∀ ∈Α，由 ( ) 0AP I P− = ，

( ) 0A I P P− = ， 可 得 ( )( ) ( ) 0AP I P AP I Pδ δ− + − = ， ( )( ) ( ) ( ) 0A I P P A I P Pδ δ− + − = ， 即

( ) ( ) ( ) ( ) 0AP AP P AP I AP Pδ δ δ δ− + − = ， ( ) ( ) ( ) ( ) 0A P AP P A P AP Pδ δ δ δ− + − = 。因为δ 是有界的且Α

中 投 影 的 线 性 张 是 稠 密 的 ， 所 以 ( ) ( ) ( ) ( ) 0AP A P A P AP Iδ δ δ δ= + − = ，

( ) ( ) ( ) ( )AB A B A B I ABδ δ δ δ= + − ， ,A B∀ ∈Α。定义 ( ) ( ) ( )A A I Aτ δ δ= − ， A∀ ∈Α，由 ( ) ( )Iδ ∈Ζ Α ，

易得τ 是线性导子， ( ) ( ) ( )A A I Aδ τ δ= + ， A∀ ∈Α，0 是Α的广义线性全可导点。证毕。 
由引理 2.2-2.6，可证定理 2.1。 
定理 2.1的证明 先证充分性。假设 ( ) ( ) ( )A A I Aδ τ δ= + ， A∀ ∈Α，其中 :τ Α→ Α是导子， ( ) ( )Iδ ∈Ζ Α ，

( ) 0Iδ Ω = 。对 ,A B∀ ∈Α，AB = Ω， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )AB AB I AB AB I AB A B A Bδ τ δ τ δ τ τ τ= + = + Ω = = + 。

另一方面， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

A B A B A I A B A B I B

A B A B I AB A B A B

δ δ τ δ τ δ

τ τ δ τ τ

+ = + + +

= + + = +
 

因此， ( ) ( ) ( )AB A B A Bδ δ δ= + ， ,A B∀ ∈Α， AB = Ω，δ 在Ω 可导。 
下证必要性。设δ 在Ω是可导，由 IΩ = Ω得 ( ) ( ) ( )I Iδ δ δΩ = Ω+ Ω ， ( ) 0Iδ Ω = 。假设Ω 的值域 

投影是 P，令 ( )1 I C I PΘ = − − ， ( )2 I C PΘ = − ， 3 1 2IΘ = −Θ −Θ ，则 1 PΘ ≤ ， 2 I PΘ ≤ − 且{ } 1,2,3i i=
Θ 是

相互正交的中心投影。故 ( )
3 3

1 1
i i

i i= =

Α = ⊕Α = ⊕ Θ Α∑ ∑ 。
3 3

1 1
i i

i i
A A A

= =

= = Θ∑ ∑ ， A∀ ∈Α。 

情形 1 ( )ker 0Ω = 。 
此时，Ω 是Α的左分离点，因此由引理 2.5 知δ 是导子，Ω 是Α的可加(线性)全可导点。 
情形 2 ( )ker 0Ω ≠ 。 
因为 1 PΘ ≤ ，有 1 1 1ran ranΩ = Θ Ω = Θ ，所以 1Ω 是 1Α 的右分离点，由引理 2.5， 1Ω 是 1Α 的可加(线

性)全可导点。 
因为 2 I PΘ ≤ − ，有 2 2 0Ω = Θ Ω = ，所以由引理 2.6， 2 0Ω = 是 2Α 的线性广义全可导点。 
注 意 到 3 3 3 3ran ran P PΩ = Θ Ω = Θ = ， 记 ( )

3 3C PΑ 为 3Α 中 3P 的 中 心 覆 盖 ， 有

( ) ( )
33 3 3 3 3C P P I P I PΑΘ − ≤ Θ − = Θ − ≤ − 。 显 然 ( )

33 3C PΑΘ − 是 正 交 于 2Θ 的 中 心 投 影 ， 因 此

( ) ( )
33 3C P I C P I PΑΘ − + − ≤ − ，即 ( ) ( )

33 3C P P C PΑΘ − + ≤ 。故 ( )
33 3 0C PΑΘ − = ， ( )

3 3 3C PΑ = Θ 。类似

可得 ( )
3 3 3 3C PΑ Θ − = Θ 。由引理 2.4，得 3Ω 是 3Α 的可加(线性)全可导点。 

因此由引理 2.2，Ω 是Α的线性广义全可导点，即存在导子 :τ Α→ Α使得 ( ) ( ) ( )A A I Aδ τ δ= + ，

A∀ ∈Α，其中 ( ) ( )Iδ ∈Ζ Α 且 ( ) 0Iδ Ω = 。定理得证。 
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若 von Neumann 代数不包含非零的有限中心投影，则称该代数为真无限 von Neumann 代数。由真无

限 von Neumann 代数中的每个元最多是五个幂等元的和(见[12])，通过类似于引理 2.6 的证明有 
引理 2.7 设Α是真无限 von Neumann 代数，则可加映射 :δ Α→ Α在 0 点可导当且仅当存在导子

:τ Α→ Α使得 ( ) ( ) ( )A A I Aδ τ δ= + ， A∀ ∈Α，其中 ( ) ( )Iδ ∈Ζ Α 。 
由引理 2.7 和定理 2.1 的类似证明有 
定理 2.8 设Α是真无限 von Neumann 代数，Ω∈Α是任意但固定算子，则可加映射 :δ Α→ Α在Ω 可

导当且仅当存在导子 :τ Α→ Α使得 ( ) ( ) ( )A A I Aδ τ δ= + ， A∀ ∈Α，其中 ( ) ( )Iδ ∈Ζ Α 且 ( ) 0Iδ Ω = 。 
由文献[7]中的定理 3.1 有 
引理 2.9 设Α是没有 1I 型中心直和项的 von Neumann 代数，则可加映射 :δ Α→ Α在 0 点可导当且仅

当存在导子 :τ Α→ Α，使得 ( ) ( ) ( )A A I Aδ τ δ= + ， A∀ ∈Α，其中 ( ) ( )Iδ ∈Ζ Α 且 ( ) 0Iδ Ω = 。 
由引理 2.9 和定理 2.1 的类似证明有 
定理 2.10 设Α是无 1I 型中心直和项的 von Neumann 代数， Ω∈Α是任意但固定算子，则可加映射

:δ Α→ Α在Ω 可导当且仅当存在导子 :τ Α→ Α使得 ( ) ( ) ( )A A I Aδ τ δ= + ， A∀ ∈Α，其中 ( ) ( )Iδ ∈Ζ Α ，

( ) 0Iδ Ω = 。 
显然因子 von Neumann 代数是没有 1I 型中心直和项的 von Neumann 代数，由定理 2.10，我们得到以

下结果 
推论 2.11 设Α是因子 von Neumann 代数，Ω∈Α且 :δ Α→ Α是可加映射 
1) 若 0Ω = ，则δ 在Ω 可导当且仅当存在导子 :τ Α→ Α和 Cλ ∈ 使得 ( ) ( )A A Aδ τ λ= + ， A∀ ∈Α。 
2) 若 0Ω ≠ ，则δ 在Ω 可导当且仅当它是导子。 
证明 因为Α是因子 von Neumann 代数，由定理 2.1，存在 Cλ ∈ ，使得 ( )I Iδ λ= ，因此(1)成立。由

( ) 0Iδ Ω = ， 0Ω ≠ 和定理 2.1，可得 ( ) 0I Iδ λ= = ，(2)成立。 
由推论 2.11，我们得到了文献[5]中的以下结论 
推论 2.12 设可加映射 ( ) ( ): H Hδ Β → Β ， ( )HΩ∈Β 。 
1) 若 0Ω = ，则δ 在Ω可导当且仅当存在导子 ( ) ( ): H Hτ Β → Β 且 Cλ ∈ ，使得 ( ) ( )A A Aδ τ λ= + ，

( )A H∀ ∈Β 。 
2) 若 0Ω ≠ ，则δ 在Ω 可导当且仅当它是导子。 
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