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Abstract 
In this paper, the generalized inverse of a class of block matrix is discussed. By using the minus 
inverse of block matrix, the solution formula of a special matrix equation is given. Based on the 
properties of the minus inverse and the block matrix operation, the calculation process of the 
generalized inverse of a class of 2 × 2 block matrices is presented. And the method of solving 
the generalized inverse of a kind of block matrix by elementary transformation method is dis-
cussed. Then the method is applied to solving the equations. Finally, a numerical example is 
discussed, and the generalized inverse of 2 × 2 block matrix is extended to a special case of 4 × 
4 block matrix. 

 
Keywords 
Partitioned Matrix, Generalized Inverse Matrix, Computing Method, Equations, Elementary  
Transformation 

 
 

一类分块矩阵方程的广义逆求解方法 

赖金凤，刘唐伟，唐阿敏，陈  硕 

东华理工大学，江西 南昌 
 

 
收稿日期：2020年7月15日；录用日期：2020年7月28日；发布日期：2020年8月4日 

 
 

 
摘  要 

本文讨论了一类分块矩阵的广义逆，利用分块矩阵的减号逆，给出了一类特殊矩阵方程的求解公式。基

于减号逆的性质，结合分块矩阵的运算，给出了一类2 × 2分块矩阵的广义逆的计算过程，探讨了利用初
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等变换法求解一类分块矩阵的广义逆的方法，并应用于方程组的求解。最后给出了数值计算例子，并将

2 × 2分块矩阵的广义逆的计算方法推广应用到了一类特殊的4 × 4分块矩阵的情形。 
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1. 引言 

在微分方程数值求解及优化问题求解中，经常会出现分块矩阵方程，广义逆矩阵在分块矩阵方程的

求解中具有重要作用，分块矩阵的广义逆的求解具有重要意义[1]。在已有研究中，很多学者对分块矩阵

的一些广义逆给出了不同表达式[2] [3]。但是，某些特殊块矩阵的广义逆仍然很难计算[4]。本文探讨了 2 
× 2 分块矩阵的广义逆的计算，推导了有效的计算公式，并应用于分块矩阵方程的求解，该方法能较大地

降低矩阵方程求解的计算量。 

2. 一类 2 × 2 分块矩阵的广义逆 

2.1. 逆矩阵的基本概念 

块矩阵[5]的逆矩阵有多种，例如减号逆，加号逆[6]，最小二乘广义逆[7]，自反广义逆和最小范数广

义逆[8]。在本文中，我们考虑四分块矩阵的减号逆[9]。 
对于矩阵 m nA F ×∈ ，我们考虑以下公式： 

, m nAXA A A F ×= ∀ ∈                                    (1) 

对于一个 m n× 的矩阵 A，如果存在一个矩阵 X 满足(1)，那么矩阵 X 称为 A 矩阵的减号逆 1A− ，对任

意的 m nA F ×∈ ， 1A− 存在。 

2.2. 2 × 2 分块矩阵减号逆 

在求解如下离散方程组(2)时[10]，会涉及到分块矩阵的求逆问题[11]
 T 0UA C

P FC B
     

=     −    
                                  (2) 

我们考虑以下 2 2× 块矩阵的广义逆，设系数矩阵 T 为 
TA C

T
C B
 

=  
 

                                     (3) 

设矩阵 T 减号逆为 
1 2

3 4

X X
X X
 
 
 

 

方程(2)中 U，P 未知，系数矩阵 T 和右端项 F 已知，有 
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T 0,
.

AU C P
CU BP F
 − =


− =
                                    (4) 

根据减号逆的性质有 
T T T

1 2

3 4

X XA C A C A C
X XC B C B C B

      
=      

      
, 

从而 
T T

1 2 3 4
T T T T T

1 2 3 4

1 2 3 4
T T

1 2 3 4

,

,
,

.

AX A AX C C X A C X C A

AX C AX B C X C C X B C
CX A CX C BX A BX C C

CX C CX B BX C BX B B

 + + + =


+ + + =


+ + + =
 + + + =

                         (5) 

在(5)中的第1、3个等式左右同乘以U，第2、4个等式左右同乘以P有 
T T

1 2 3 4
T T T T T

1 2 3 4

1 2 3 4
T T

1 2 3 4

,

,
,

.

AX AU AX CU C X AU C X CU AU

AX C P AX BP C X C P C X BP C P
CX AU CX CU BX AU BX CU CU

CX C P CX BP BX C P BX BP BP

 + + + =


+ + + =


+ + + =
 + + + =

                     (6) 

因为 T 0AU C P− = ，CU BP F− = ，可得 
T T T T

1 2 3 4
T T T T

1 2 3 4
T T

1 2 3 4
T T

1 2 3 4

,

,

,

.

T

AX C P AX CU C X C P C X CU AU

AX C P AX BP C X C P C X BP C P

CX C P CX CU BX C P BX CU CU

CX C P CX BP BX C P BX BP BP

 + + + =


+ + + =


+ + + =
 + + + =

                     (7) 

在(7)中第一个等式减去第二个等式，第三个等式减去第四个等式得 
T

2 4

2 4

0,
0.

AX F C X F
CX F BX F
 + =


+ =
                                 (8) 

化成矩阵形式得

 2
T

4

2

4

0 0 0 0
0 0 0 0 0 00 0
0 0 0 0 00 0
0 0 0 0

X F
X FA C

X F FC B
X F

   
          =             

  

                 (9) 

下面讨论
T 0 0

0 0
A C

C B

−
 
 
 

的求解： 

设 p mA C ×∈ ， q mC C ×∈ ，形如 ( )TA C 的矩阵叫做列分块矩阵，以下讨论列分块矩阵的减号逆。 
对矩阵 ( )TA C 作初等变换[7]有 

( )
( )

( )

TT
T

T0
np

qm n

A A A E A A CE A CA
A C

EE A E A A C

− − −−−

−

 −   −  =      −     
 ,              (10) 

令 
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( ) T
1 nD E A A C−= − ，

( )
( )

T

T

n

n

A A A E A A C
H

A E A A C

− − −

−

 −
 =
 − 

， 

有 ( ) ( ) ( )T T T
1 1 0nAA D D AA E AA C AA AA AA C AA AA C− − − − − − − −= = − = − = − = ， 

令
1 1

0E
X

D A D− −

 
=  − 

，有 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

T T

T T
1 1

1 1

1 11 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

0

0

n n

n n

A A A E AA C A A A E AA CE
HXH

D A DA E AA C A E AA C

EA A A D A A A D
D A DA D A D

A A A D D A A A A D D A A A A D D A A D A D D D

A D D A A A D D A A

− − − − − −

− −− −

− − − −

− −

− − − − − − − − − − − −

− − −

   − −    =     −− −    
    

=     −    

− + − +
=

− + −( )1 1 1 1 1 1

1

1

D D A A D D D D

A A A D
H

A D

− − −

− −

 
 
 + 
 

= = 
 

 

又
m

A
E

− 
 
 

为列满秩阵，
T

0
p

q

E A C
E

− −
  
 

为可逆阵。 

又有 

( ) ( ) ( )
T

T T T

0
p

q m

E A C A
A C X A C A C

E E

− −   −
=       

   ,                      (11) 

所以有 

( )
( )

( )

TT
1T

1
0

mp

q m m

A A C D E AAE A C A
A C X

E E D E AA

− − − −− −
−

− −

 − −   −  = =      −    
 .                (12) 

同理有 

( )
( )

( )
2

2

m

m

C C BD E CC
C B

D E CC

− − − −
−

− −

 − −
 =
 − 

 ,                            (13) 

其中 ( ) T
1 nD E AA C−= − ， ( )2 nD E CC B−= − 。 

然后有

 

( )
( )

TT 00 0
0 0 0

A CA C
C B C B

−−

−

    =      

 

即 

( )
( )

( )
( )

T
1

T 1

2

2

0
0 0

0 0
0

m

m

m

m

A A C D E AA

D E AAA C
C B C C BD E CC

D E CC

− − − −

− −−

− − − −

− −

  − −
  
  −    =      − −    −   
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同理得 

0 0
0

0
00

0 0

0 0

FF
FF

F F
F F

F

F

−−

−

−

−

            =              
    =
    

         .                    (14) 

因此有 

( )
( )

( )
( )

2
T

4

2

4

T
1

1

2

2

0 0 0 0
0 0 0 0 0 00 0
0 0 0 0 00 0
0 0 0 0

0
0 00 0

0 0 0
0

m

m

m

m

X F
X FA C

X F FC B
X F

A A C D E AA

D E AA F

F FC C BD E CC

D E CC

−

−

− − − −

− − −

−− − − −

− −

   
         =            

  
  − −
  
    −         =         − −        −   

 

设 ( )( )2 2 mX C C BD E CC FF− − − − −= − − ， ( )( )4 2 mX D E CC FF− − −= − 。 

然后有 

1

3
TT

1
TT

3

1

3
T

1
T

3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

X A
X A

X CA C
X CA C

X AC B
X AC B

X C
X C

   
   
   
    
   
   
   
   

     
  
  
    

( )( )
( )

2

2

T
2 4

T T
2 4

2 4

2 4

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

m

m

C C BD E CC FF

D E CC FF

A AX C C X C
C AX B C X B

C CX C BX C
B CX B BX B

− − − − −

− − −










 
 
 

=  − − 
 −  
 − −
 

− − =  − −
 

− −  

.  (15) 

用同样的方法有 
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( )

( )
( )

( )

( )( )( )
( )( )( )

1 T T
2 4

3

T
1 T

2 4

1

T T
1 2 4

T
1 2 4

0
0

0

0

0

m

m

m

m

X A
A C A AX C C X C

X A

A A C D E AA
A AX C C X C A

D E AA

A A C D E AA A AX C C X C A

D E AA A AX C C X C A

−

− − − −

−

− −

− − − − −

− − −

    = − −       
 − −
   = − −   − 
 − − − −
 =  − − −  

          (16) 

然后设 

( )( )( )
( )( ) ( )( )( )

T T
1 1 2 4

T
2 2

m

m m

X A A C D E AA A AX C C X C A

M A A C C BD E CC FF C C D E CC FF C A

− − − − −

− − − − − − − − −

= − − − −

= − − − − −
       (17) 

3 0X = , 

其中 ( )( )T
1 mM A A C D E AA− − − −= − − 。 

因此，有以下公式 

( )( )
( )( )

T 1 21 2

3 4 20

m

m

X C C BD E CC FFX XA C
X XC B D E CC FF

− − − − −−

− − −

 − −     = =        −  

             (18) 

其中 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )T T
1 1 2 2m m mX A A C D E AA A A C C BD E CC FF C C D E CC FF C A− − − − − − − − − − − − −= − − − − − − −  

( ) T
1 nD E AA C−= − , ( )2 nD E CC B−= − , 

从而可得 

T 0U A C
P FC B

−
    

=     −    
。 

2.3. 初等变换法[12] 

对于任意一个分块矩阵 A，它的减号逆 A−总存在，不一定唯一，并且 

( ) ( )

( ) ( )

( )( )

1T T

1T T

T T 1 T

;

, ;

, .

A AA R A m

A AA A R A n

C CC DD D A DC A

−

−−

−

 =


= =


=


， 当

当

当 为 满秩分解式时

 

是 A 的一个减号逆。设 A 是 m n× 矩阵， ( )R A r= ，则存在可逆的 m 阶方阵 P 和 n 阶方阵 Q，使 
0

0 0
rE

A P Q 
=  

 
，即

1 1 0
0 0

rE
P AQ D− −  

= = 
 

，令 1
l 1P P P− =  , 1

1 SQ Q Q− =  , iP ， ( )1, , ; 1, ,jQ i l j s= = 

都是初等矩阵。则有 

1 1
l 1 1

0
0 0

r
s

E
P AQ P PTQ Q− −  

= =  
 

  , 
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1
1l l mP P P P P E− = = ⋅  , 1

1 1s n sQ Q Q E Q Q− = = ⋅  . 

这一过程可对下面分块矩阵施行初等变换完成 

11 1 1 1 1

1
1

0
0 0

0 0 0
0

r
m n m m n m n

n n

E
T E PP T P P T Q P
E E Q

Q

−− − − − −
× × ×

−
−

  
       → → =               

初等行
初等列

变换
变换  

因此 1 T 1A Q D P− − −= ， 1 1rE C
G Q P

D I
− − 

=  
 

是 A 的全部广义逆，其中 C，D，I 分别为任意的 ( )r m r× − ，

( )n r r− × ， ( ) ( )n r m r− × − 矩阵。 

3. 数值例子 

当
1 3
2 6

A  
=  
 

，
1 2
2 4

C  
=  
 

，
3 1
1 5

B  
=  
 

，
2
3

F  
=  
 

时，求方程组
T 0UA C

P FC B
     

=     −    
。 

解：系数矩阵 

T

1 3 1 2
2 6 2 4
1 2 3 1
2 4 1 5

A C
T

C B

 
    = =      
 

, 

0
0
2
3

b

 
 
 =
 
 
 

, 

利用初等变换理论做分块矩阵的初等变换 

1
4

1
4

1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 2 1 0 0
0 1 0 0 1 0 1 5 2 5
0 0 1 0 0 0 2 5 1 5

0 1 3 1 16 5 0 0 0 0 0
0 1 0 1 5 0 0 0 0
0 0 1 3 5 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

T E D P
E Q

−

−

 
 − 
 − −
 

−     → →    − − −    
 
 
 
  

作变换 记初等  

满足关系式 1 1P TQ D− − = ，因此可以求出 T 的一个减号逆为 

1 T 1

2 0 0.2 1.4
1 0 0.2 0.4
0 0 0.4 0.2
0 0 0 0

T Q D P− − −

− 
 − − = =
 −
 
 

, 

再求原方程的通解 

( ) 4

4.6 3.2
1.6 0.2

0.2 0.6
0 1

U
T b E A A k

P
ξ− −

−   
   −     = + − = +     − 
   
   

, 

其中 4k 为任意实数， ( )T
1 2 3 4, , ,k k k kξ = 。 

验证：由于广义逆是不唯一的，利用 matlab 直接计算，得到方程一个解 
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T

0.4983
0 1.3436

0.9691
1.2818

U A C
P FC B

−
 
 −      = =      −      
 

 

当 4 1.128k = ， ( )
4.6 3.2 0.4983
1.6 0.2 1.3436

1.128
0.2 0.6 0.9691
0 1 1.2818

U
T b E A A

P
ξ− −

−     
     − −       = + − = + =       − 
     
     

，说明该方法有效。 

4. 2 × 2 分块矩阵求解的推广 

已知矩阵方程[12] 

1 1

2 1 2

1 1 1 1

2 2 2

0 0 0 0
0 0 0
0 0
0 0 0

A U
A C U
C B P F

B P F

     
     
     =
     −
     

−     

                         (20) 

其中系数矩阵

1

2 1

1 1

2

0 0 0
0 0
0 0
0 0 0

A
A C

T
C B

B

 
 
 =
 
 
 

已知，下面求解 T 的广义逆。 

令 1

2

0
0
A

A
A

 
=  
 

, 1

2

0
0
B

B
B

 
=  
 

, 10
0 0

C
C  
=  
 

, 1

2

F
F

F
 

=  
 

。 

有 1

2

0
0
A

A
A

−
−

−

 
=  
 

, 1

2

0
0

B
B

B

−
−

−

 
=  
 

, 10
0 0

CC
−

−  
=  
 

。 

( ) T
1

1 2 2 1

0 0
0

D E AA C
C A A C

−
−

 
= − =  − 

, ( ) 1
2

2

0
0n

B
D E CC B

B
−  

= − =  
 

, 

1
1 1 2 2

0 0
0

D
C C A A

−
− − −

 
=  − 

, 1
2

2

0
0

B
D

B

−
−

−

 
=  
 

. 

( ) ( ) ( )T1 T T
1 2 1 1 2 1 1 1 1

2

F
F F F F F F P E F F P E F F

F

− −
− − − − − − −    = = = − − −      

 

其中 ( )1 1 2P E F F F−= − ， 2 2 1 1P F F F F− − − −= − 。 
令 

1

1 22 1

3 41 1

2

0 0 0
0 0
0 0
0 0 0

A
X XA C
X XC B

B

 
     =      
 

 

代入公式(19)可得 

( )( )1 1 1 1 2 2 1 1 3 1
1

2 2 1 1 1 1 1 2

0

0

A A C C E A A E A A T A
X

A A C B FT C A

− − − − − −

− − − −

 − − −
=  
 − 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 2 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1
2

0 0

C E B B F F F F P E F F C E B B F P E F F
X

− − − − − − − − − − − − − − −
 =
  

 

3 0X =  

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1

4

2 2 1 1 2 1 1 2 2 1 1

B F F F F P E F F B F P E F F
X

B F F F F P E F F B F P E F F

− − − − − − − −

− − − − − − − −

 − − −
 =  − − −  

 

其中 3 1 1 1 2 2 2 1 1T A C C B B F T C− − −= − + ， ( )1 1 1 2 1 1T F F F P E F F− − − −= − − 。 

5. 结论 

通过分块矩阵的广义逆探讨矩阵方程的求解，也是代数方程求解的探索方向之一。在本文中，探讨

了一类 2 2× 分块矩阵的广义逆的具体计算过程，应用初等变换法求解一类分块矩阵的广义逆，给出了数

值计算例子，应用于一些特殊方程的求解，并对 2 2× 分块矩阵的广义逆的计算进行了推广与应用。 
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