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摘  要 

本文应用动力系统分岔理论研究了具有幂律非线性的(3 + 1)维Zakharov-Kuznetsov方程的行波。通过

将Zakharov-Kuznetsov方程的行波系统转化为R2中的动力学系统，得到了保证其有界和无界轨道存在的

各种参数条件。此外，通过计算这些轨道上的复杂椭圆积分，我们得到了(3 + 1)维Zakharov-Kuznetsov
方程n = 1的所有可能行波解的精确表达式。 
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Abstract 
In this paper, the bifurcation theory of dynamical system is applied to study the traveling waves of 
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the (3 + 1)-dimensional Zakharov-Kuznetsov equation with power law nonlinearity. By trans-
forming the traveling wave system of the Zakharov-Kuznetsov equation into a dynamical system 
in R2, we derive various parameter conditions that guarantee the existence of its bounded and 
unbounded orbits. Furthermore, by calculating complicated elliptic integrals along these orbits, 
we obtain exact expressions of all possible traveling wave solutions of the (3 + 1)-dimensional 
Zakharov-Kuznetsov equation for n = 1. 
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1. 引言 

ZK 方程是研究地球物理流动中旋涡的一个非常有吸引力的模型方程，ZK 方程出现在物理、应用数

学和工程的许多领域。特别是作为描述由冷离子和热等温电子组成的强磁化无损等离子体中非线性离子

声波的重要模型，(3 + 1)维 Zakharov-Kuznetsov 方程的行波问题受到广泛关注。 
2010 年，利用经典向量场方法和相关向量场方法，Dong 等人导出了(3 + 1)维 Zakharov-Kuznetsov 方

程的约化和一些新的解[1]。2012 年，Zhang 和 Zhou [2]利用分岔理论得到了一般形式的 ZK 方程的有界

孤立波解、周期解、扭结解和反扭结解。2013 年，Wronskian 利用形式展开法获得了 (3 + 1)维
Zakharov-Kuznetsov 方程的新的相互作用解[3]。随后，S. Sahoo 和 S. Saha-Ray 利用改进的分式子方程方

法，构造了(3 + 1)维广义分式 KdV-Zakharov-Kuznetsov 方程的解析精确解[4]。2016 年，Moleleki 等人提

出用 Kudryashov 和 Jacobi 椭圆函数方法构造(3 + 1)维 Zakharov-Kuznetsov 方程的精确解[5]。2017 年，

Lu 等人利用改进的扩展直接代数方法得到了(3 + 1)维非线性扩展 Zakharov-Kuznetsov 方程和修正的

KdV-Zakharov-Kuznetsov 方程的新的精确孤波解、孤子解和椭圆函数解[6]。同年，利用 Kudryashov 方法

的修正形式，得到了共形时间分数维(3 + 1)维方程的精确解[7]。2018 年，Wang 等人利用改进的扩展映

射方法，得到了不同形式的精确行波解，如亮孤子、周期孤波、暗孤子等[8]。2019 年，利用(G'/G,1/G)
展开法得到了(3 + 1)维 Zakharov-Kuznetsov 方程的三角函数解、双曲函数解和有理函数解。近年来，利用

统一方法得到了孤立波解、孤子波解、椭圆波解和周期(双曲)波有理解[10]。 
虽然关于(3 + 1)维 Zakharov-Kuznetsov 方程的行波解已有许多深入的研究成果，但仍存在一些有待解

决的问题。首先，我们注意到(3 + 1)维 Zakharov-Kuznetsov 方程的行波没有被讨论完全，特别是其无界行

波。此外，虽然上述重要方法可以用来求(3 + 1)维 Zakharov-Kuznetsov 方程的行波解，但仍有一些行波解

丢失。这些问题再次引起我们对(3 + 1)维 Zakharov-Kuznetsov 方程行波的研究兴趣。 
本文考虑具有幂律非线性的(3 + 1)维 Zakharov-Kuznetsov 方程： 

( ) 0,n
t x xx yy zz x

U aU U b U U U+ + + + =                                (1) 

在这里 ,a b 是实数，我们的目的是用动力系统的分岔方法研究当 n = 1 时方程(1)的所有行波解，并给出所

有行波解(包括有界和无界)的显式表达式。论文的其余部分安排如下。第二节详细研究了方程(1)行波系

统的相空间几何，得到了各种有界和无界轨道的参数分岔集。第三节利用第二节的结果，对方程(1)行波
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系统的所有轨道进行了分类。最后，通过对复杂椭圆积分的计算，给出了方程(1)所有行波解的精确表达

式，包括有界和无界。第四部分是本文的结论。 

2. 使用行波系统及其分岔分析 

做以下行波变换 

( ) ( ) ( ), , , ,U U x y z t u u x y z ctξ= = = + + −  

我们将方程(1.7)转换成相应的行波系统，如下所示： 

3 0ncu au u bu′ ′ ′′′− + + =                                      (2) 

这里 ' 表示 d dξ ， 0c ≠ 表示波数。对方程(2)积分并且保留一个积分常数，我们可以得到： 

1 3 ,
1

nacu u bu e
n

+ ′′− + + =
+

                                   (3) 

e 是一个积分常数。方程(3)有以下等价形式： 

1

,
1 ,
3 1

n

u v
av u cu e

b n
+

′ =

  ′ = − + +  + 

                                  (4) 

系统(4)是一个哈密顿系统，其能量函数为： 

( ) ( )( )
2 2 21 1, .

2 3 1 2 2
na cH u v v u u eu

b n n
+ 

= + − −  + + 
                         (5) 

当 n = 1 时，系统(4)转换成以下形式： 

2

,
1 ,
3 2

u v
av u cu e

b

′ =

  ′ = − + +   

                                    (6) 

首先，我们讨论系统(6)的平衡点个数及类型。 

定理 2.1：当 2 2 0c ae+ > ，系统(6)有两个平衡点，如果 0b > ，一个鞍点
2

1
2 ,0c c aeP

a

 − +
 
 
 

和一个

中心
2

2
2 ,0c c aeP

a

 + +
 
 
 

；如果 0b < ，一个中心
2

1
2 ,0c c aeB

a

 − +
 
 
 

和鞍点
2

2
2 ,0c c aeB

a

 + +
 
 
 

。当

2 2 0c ae+ = ，系统(6)有一个独特的尖点 3 ,0cP
a

 
 
 

。当 2 2 0c ae+ < ，系统(6)没有平衡点。 

证明：当 2 2 0, 0c ae b+ > > ，通过直接计算，系统(6)有两个平衡点
2

1
2 ,0c c aeP

a

 − +
 
 
 

， 

2

2
2 ,0c c aeP

a

 + +
 
 
 

。用 ( )( )1,2,3iM P i = 表示系统(6)的在平衡点 iP 的雅可比矩阵，可以得到： 

( ) 21

0 1
,2 0

3

M P c ae
b

 
 = + 
  
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( ) 22

0 1
.2 0

3

M P c ae
b

 
 = + −  

 

其行列式为： 

( )
2

1
2det 0,

3
c aeM P

b
+

= − <  

( )
2

2
2det 0.

3
c aeM P

b
+

= >  

通过哈密顿系统的性质，可以得到 1P 是一个鞍点并且 2P 是一个中心。类似的证明可以得到 b < 0 的情况。 

当 2 2 0c ae+ = ，系统有一个平衡点 3 ,0cP
a

 
 
 

，其幂零矩阵为： 

( )3

0 1
,

0 0
M P  

=  
 

 

这意味着 3P 是一个退化的平衡点。为了进一步讨论 3P 的类型，我们做以下同胚变换： 

, ,cu v
a

α β= − =  

把系统(6)转化成以下标准形式： 

2

,

.
6
a
b

α β

β α

′ =

 ′ = −

 

通过微分方程定性理论[11]，可以得到 2k = ， 0nb = ，这证明了 3P 是一个尖点。 
当 2 2 0c ae+ < ，很容易得到系统没有平衡点。证毕。 
接下来我们需要讨论分岔参数集 ( ){ }2, , 2 0a c e c ae+ > ， ( ){ }2, , 2 0a c e c ae+ = 和 ( ){ }2, , 2 0a c e c ae+ < 。

基于平衡点的分析以及哈密顿系统的性质，我们有以下结果： 
Case 1：对于 2 2 0c ae+ > ，这里有一个同宿轨 γ 连接着鞍点 1P 。在同宿环 2Pγ  内部，存在一系列周

期轨 2P ，这些轨道围绕着中心： 

( ) ( ){ ( ) ( )( )}2 1, , , , , ,h H p q h h h P h PΓ = = ∈  

( )
( )3 2 2

1 2

2 2 3
,

9

c c ae c ae aec
h P

a b

− + + + −
=  

( )
( )3 2 2

2 2

2 2 3
.

9

c c ae c ae aec
h P

a b

− − + + −
=  

此外，当 ( )2h h P→ ， ( )hΓ 趋近于 2P ；当 ( )1h h P→ ， ( )hΓ 趋近于 γ 。在同宿环 2Pγ  之外的，所

有轨道都是无界轨道，如图 1(a)。 
Case 2：对于 2 2 0c ae+ = ，系统(6)的所有的轨道都是无界的。这里存在两个特殊的轨道 2L 和 2L ， 2L

的ω 极限集和 2L 的α 极限集对应于相同的平衡点 3P ，如图 1(b)。 
Case 3：对于 2 2 0c ae+ < ，系统(6)仅有一种类型的轨道。所有的轨道都是无界的，如图 1(c)。 
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(a) a = 1, c = 1, e = 1                    (b) a = 1, c = 1, 1
2

e = −                     (c) a = 1, c = 1, e = −1 

Figure 1. The phase portraits of (6) 
图 1. 系统 6 的相图 

3. 方程(1)的精确解 

在这一节中，我们寻求方程(1)所有行波解的精确表达式。它需要我们根据不同参数分岔集中能量函

数的不同水平曲线来识别系统(6)的各种轨道，包括有界轨道和无界轨道。 

3.1. 系统(6)的有界行波解 

通过定理 2.1，只有当 2 2 0c ae+ > ，才会存在有界行波，分别是周期波和孤立波，实际上，这些有界

行波解已经在我们的前期工作中得到了[12]，但为了本文的完整性，我们给出其计算结果。 
周期轨： 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
2 1 3 1

1 1

3 12
3 1 3 2

, .

36

u u u u
u u T T

a u u
u u u u sn

b

ξ ξ

ξ

− −
= + − < <

 −
 − − − ⋅
 
 

 

同宿轨： 

( )
( ) ( )

( )

2

5 4 5 4

2 5 2

5 4

1 exp
9

, .

1 exp
9

au u u u
b

u u
a u u
b

ξ

ξ ξ

ξ

  
− − −      = − −∞ < < +∞
  
+ −      

 

3.2. 系统(6)的无界行波解 

除同宿轨道和周期轨道外，系统(2.5)的所有轨道都是无界的。我们需要分三种情况讨论。 
1) 首先，我们讨论 2 2 0c ae+ > 的情况。这里包含了 5 种情况(U1~U5)。 
U1：考虑图 1(a)中的第一种无界轨道 2Γ 和 2Γ ，其能量等于鞍点 1P 。它们可以分别表示为： 

( ) ( )2
4 59

av u u u u
b

= ± − −  

这里
2

4
2c c aeu

a
− +

= 和
2

5
2 2c c aeu

a
+ +

= 并且 4 5u u u−∞ < < < 。首先，我们用 2Γ 作为例子来计算相应

的解。给一个初始值 ( )0u = −∞，有： 
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( ) ( )
0

4 5

d d , 0 .

9

u u T
a u u u u
b

ξ
ξ ξ

−∞
= < <

− −
∫ ∫  

注意到， 

( ) ( )
5 5 4

5 4 5 5 44 5

d 1 ln ,
u u u u uu

u u u u u uu u u u−∞

− − −
= −

− − + −− −
∫  

我们得到第一种类型的无界解： 

( )
( ) ( )

( )
1

2

5 4 5 4

5 2

5 4

1 exp
9

, 0.

1 exp
9

v

au u u u
b

u u
a u u
b

ξ

ξ ξ

ξ

  
− − −      = − >
  
+ −      

 

对于轨道 2Γ ，采用类似的计算可以求出相应的无界解，其形式与 ( )
1v

u ξ 相同。 
U2：考虑图 1(a)中的第二种无界轨道，以 3Γ 为例，其能量低于鞍点 1P ，但高于中心 2P 。任意一个轨

道可以表示为： 

( )( )( )6 7 89
av u u u u u u
b

= ± − − −  

这里 6 7 8u u u u−∞ < < < < 。选择一个初始值 ( )0u = −∞，有： 

( )( )( )
0

6 7 8

d d , 0.

9

u u
a u u u u u u
b

ξ
ξ ξ

−∞
= >

− − −
∫ ∫  

通过计算， 

( )( )( )
1 8 6

86 7 8

d , ,
u u uu g sn k

u uu u u u u u
−

−∞

 −
= ⋅   −− − −  

∫  

这里
8 6

2g
u u

=
−

， 2 3 2

3 1

u u
k

u u
−

=
−

，我们得到第二种类型的无界解： 

( ) ( )
( )2

8 6
8 1

8 62

, 0 ,

9

v

u u
u u

a u u
sn

b

ξ ξ ξ
−

= − < <
 −
 
 
 

 

2
1 0

8 6 28 7

8 6

36 d .
1 sin

b
u u u u

u u

θξ
θ

π

= ⋅
− −

−
−

∫  

U3：考虑图 1(a)中的第三种无界轨道，以 4Γ 为例，其能量等于中心 2P 。其轨道可以被表示为： 

( ) ( )2
10 9 ,

9
av u u u u
b

= ± − −  

这里
2

9
2 2c c aeu

a
− +

= ，
2

10
2c c aeu

a
+ +

= 并且 9 10u u u−∞ < < < 。类似的选择 4Γ 上面的轨道，给定初
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值 ( )0u = −∞，有以下精确表达式： 

( ) ( )
0

10 9

d d , 0,

9

u u
a u u u u
b

ξ
ξ ξ

−∞
= >

− −
∫ ∫  

注意到： 

( ) ( )
9

10 910 910 9

d 1 arctan ,
u u uu

u uu uu u u u−∞

 −
= π−  −−− −  

∫  

我们得到第三种类型的无界轨道： 

( ) ( ) ( )
3

10 92
9 10 9 2tan , 0

9v

a u u
u u u u

b
ξ ξ ξ ξ

 −
 = − − < <
 
 

 

( )2
10 9

9 .b
a u u

ξ = ⋅π
−

 

U4：考虑图 1(a)中的第四种无界轨道，以 5Γ 为例，其能量低于中心 1P 。任一轨道可以被表示为 

( ) 2 2
11 11 11 11

3 3 6 ,
9
a c c ev u u u u u u u
b a a a

    = ± − + − + − −        
 

在这里 11 9u u u−∞ < < < 。令 ( )0u = −∞，有 

( )
0

2 2
11 11 11 11

d d , 0,
3 3 6

9

u u

a c c eu u u u u u u
b a a a

ξ
ξ ξ

−∞
= >

    − + − + − −        

∫ ∫  

通过计算： 

( )

1 11

112 2
11 11 11 11

d , ,
3 3 6

9

u u A uu g cn k
u A ua c c eu u u u u u u

b a a a

−

−∞

 − −
= ⋅   + −      − + − + − −        

∫  

这里 2 2
11 11

6 63 c eA u u
a a

= − − ，
1g
A

= 以及 2 112 3 3
4

Aa au ck
A

+ −
= 。我们可以得到第四种类型的解： 

( )
4

2
11 11

2
11 11 11 3

2 2
11 114

2

6 62 36 63 , 0 ,
6 63

1
81

v

c eu uc e a au u u u
a a c eu u a

a acn
b

ξ ξ ξ
− −

= + − − − < <
  − −  

  −
 
  
 

 

2
3 0

2 24
11 11 11 11 11

2

24
11 11

12 d .
6 6 6 63 2 3 3 3

1 sin
6 63

b
a

c e c eu u a u u au ca a a a
c eu u

a a

θξ

θ

π

= ⋅
− − − − − −

− ⋅
− −

∫  
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U5：考虑图 1(a)中的第五种无界轨道，以 6Γ 为例，其能量高于中心 2P 。任一轨道可以被表示为 

( ) 2 2
12 12 12 12

3 3 6 ,
9
a c c ev u u u u u u u
b a a a

    = ± − + − + − −        
 

在这里
2

12
2 2c c aeu

a
+ +

> ， 12u u−∞ < < 。令 ( )0u = −∞，有 

( )
0

2 2
12 12 12 12

d d , 0,
3 3 6

9

u u

a c c eu u u u u u u
b a a a

ξ
ξ ξ

−∞
= >

    − + − + − −        

∫ ∫  

类似的计算如 U4，可以得到第五种类型的无界解： 

( )
5

2
12 12

2
12 12 12 4

2 2
12 124

2

6 62 36 63 , 0 ,
6 63

1
81

v

c eu uc e a au u u u
a a c eu u a

a acn
b

ξ ξ ξ
− −

= + − − − < <
  − −  

  −
 
  
 

 

2
4 0

2 24
12 12 12 12 12

2

24
12 11

12 d .
6 6 6 63 2 3 3 3

1 sin
6 63

b
a

c e c eu u a u u au ca a a a
c eu u

a a

θξ

θ

π

= ⋅
− − − − − −

− ⋅
− −

∫  

2) 接下来，我们讨论 2 2 0c ae+ = 的情况。这里包含了 2 种情况(U6~U7)。 
U6：考虑图 1(b)中的第一种无界轨道 2L 和 2L ，其能量等于尖点 3P 。它们可以分别表示为： 

,
9
a c cv u u
b a a
 = ± − − 
 

 

这里
cu
a

−∞ < < 。选择 ( )0u = −∞，有 

0

d d , 0,

9

u u
a c cu u
b a a

ξ
ξ ξ

−∞
= >

 − − 
 

∫ ∫  

直接计算，可以得到第六种无界解： 

( )
6 2

36 , 0.v
c bu
a a

ξ ξ
ξ

= − >  

U7：考虑图 1(b)中的第一种无界轨道 1L 或 3L ，其能量等于尖点 3P 。任意一个轨道可被表示为： 

( ) 2 2
13 13 13 13

3 3 6 ,
9
a c c ev u u u u u u u
b a a a

    = ± − + − + − −        
 

在这里 13u u−∞ < < 同时 13
cu
a

≠ 。给定初值 ( )0u = −∞，直接计算可以得到第七种无界轨道： 
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( )
7

2
13 13

2
13 13 13 5

2 2
13 134

2

6 62 36 63 , 0 ,
6 63

1
81

v

c eu uc e a au u u u
a a c eu u a

a acn
b

ξ ξ ξ
− −

= + − − − < <
  − −  

  −
 
  
 

 

2
5 0

2 24
13 13 13 13 13

2

24
13 13

12 d .
6 6 6 63 2 3 3 3

1 sin
6 63

b
a

c e c eu u a u u au ca a a a
c eu u

a a

θξ

θ

π

= ⋅
− − − − − −

− ⋅
− −

∫  

3) 最后，我们讨论 2 2 0c ae+ < 的情况。这种情况下，只有一种类型的无界轨道。任意一个都可以被

表示为： 

( ) 2 2
14 14 14 14

3 3 6 ,
9
a c c ev u u u u u u u
b a a a

    = ± − + − + − −        
 

在这里 14u u−∞ < < 。给定初值 ( )0u = −∞，有 

( )
0

2 2
14 14 14 14

d d , 0
3 3 6

9

u u

a c c eu u u u u u u
b a a a

ξ
ξ ξ

−∞
= >

    − + − + − −        

∫ ∫  

因此，我们得到了最后一个无界解： 

( )
8

2
14 14

2
14 14 14 6

2 2
14 144

2

6 62 36 63 , 0 ,
6 63

1
81

v

c eu uc e a au u u u
a a c eu u a

a acn
b

ξ ξ ξ
− −

= + − − − < <
  − −  

  −
 
  
 

 

2
6 0

2 24
14 14 14 14 14

2

24
14 14

12 d .
6 6 6 63 2 3 3 3

1 sin
6 63

b
a

c e c eu u a u u au ca a a a
c eu u

a a

θξ

θ

π

= ⋅
− − − − − −

− ⋅
− −

∫  

4. 结论 

本文应用动力系统分岔法延伸了以前的工作同时研究了当 n = 1 时，(3 + 1)维 Zakharov-Kuznetsov
方程的所有类型的单波解。我们的结果展示了 n = 1 时的所有的 ZK 方程行波解可以被划分为 10 种类

型，包括周期波解、孤波解和 8 种类型的无界行波解。它们的精确表达式完全可以用各种椭圆函数来

计算。 
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