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摘  要 

本文研究了分裂可行问题的条件梯度算法，该算法将求解迭代方向转化成求解一线性子问题，并以线搜

索得到的步长作为凸因子，当前方向与上一步迭代点的凸组合作为新的迭代点。算法在迭代的更新步中

不使用投影，并且得到的解有较好的稀疏性和低秩性。我们获得了算法的收敛性并给出数值实验对比分

析了本文的算法与相关算法在同一算例下的表现情况，得到了良好的结果。 
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Abstract 
In this paper, we consider a conditional gradient algorithm for the split feasibility problem. We get 
the iterative direction by solving a linear subproblem, use the step size obtained by the line search 
as the convex factor, and get the new iteration point by the convex combination of the current di-
rection and the previous step iteration point. The algorithm does not use projection in the update 
step. And the obtained solution has good properties of sparsity and low rank. The numerical expe-
riment compares the performance of the proposed algorithm with other algorithms under the 
same calculation example. 
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1. 引言 

本文主要研究欧几里得空间中的单集分裂可行问题(Nonlinear Split Feasibility Problem)，即找一个
* nx R∈ 使其满足 

*x C∈ 并且 *Ax Q∈                                    (1.1) 

其中 nC R⊆ 与 mQ R⊆ 都为非空闭凸集，A 代表矩阵或者线性变换。该问题由 Censor 等人[1]提出，它在

放射治疗(IMRT)计划领域有着重要的作用[2] [3]，在工程技术领域，例如信号和图像恢复，基因调控网

络推论以及用于处理高维稀疏数据的 LASSO 和 Dantzig Selector 方法[4] [5] [6]中也有广泛应用。 
循环投影法是最先被提出用于求解分裂可行问题的一种迭代算法，其迭代公式为： 

( ) ( ) ( )( )11 1 T Tk k k
C Qx A I AA AP x AA P Ax

−+ −= + +                          (1.2) 

这里， CP 和 QP 分别表示向非空闭凸集 C 和 Q 上的正交投影。该方法显然不是很理想，因为在每次迭代

中都需要计算矩阵的逆。当将该方法应用于大规模的实际问题时，求解逆矩阵非常困难，这也可能导致

算法花费太长时间。因此，Byrne 给出了著名的 CQ 算法[7]。在之后的分裂可行问题算法的发展中，CQ
算法得到更多的关注。假设 C 和 Q 分别是欧几里得或希尔伯特空间 1H 和 2H 上的闭合凸子集，并且 A 是

有界线性算子。CQ 算法的迭代格式如下 

( )( )1 *k k k
C Qx P x A I P Axθ+ = − −                                (1.3) 

学者们还提出了一些其他的方法[8] [9] [10] [11]，将分裂可行问题等价于不动点问题或变分不等式问

题进行求解，因此应用于其等效问题的算法可以作适应性调整并应用于分裂可行问题，例如

Krasnosel’skii-Mann (KM)算法[12] [13]在解决分裂可行问题方面取得了重大突破。Zhao 将 KM 迭代形式

应用于扰动 CQ 算法。由于 KM 迭代算法具有较弱的收敛性，因此作为一种特殊形式，CQ 算法也具有较

弱的收敛性。Xu [14]改进了上述算法，并很好地解决了这一缺点，改进算法具有较强的收敛性。 
考虑对分裂可行问题的一种情况：在欧式空间中存在集合 i nC R⊆ ， j mQ R⊆ 其中 1,2, ,i p=  ，

1,2, ,j r=  并满足(1.1)式条件，这个问题称为多集分裂可行性问题(MSSFP)，更进一步，我们设矢量值

函数或非线性函数 : n mF R R→ 代替 A。本文中我们考虑双集合非线性分裂可行性问题，即 

( )* *andx C F x Q∈ ∈                                    (1.4) 

在 2005 年，Censor 等人[2]提出了一种投影梯度算法，最小化一个使用最大最小法(Majorize-Minimize 
Method)构建的目标函数如下 

( ) ( ) ( ) 221 1, ,
2 2i i j j

i j
f x v dist x C w dist H x Q = +  ∑ ∑                        (1.5) 
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其中 ( ),dist x y 表示向量x和y之间的欧氏距离。权重系数或者凸系数 iv 和 jw 为正数且满足 1i jv w+ =∑ ∑ 。

算法的迭代公式为： 

( )( ) ( )( )1 T

1 1
i j

t r
k k k k k k

i C j Q
i j

x P x s P x x A P Ax Axα β+
Ω

= =

   = + − + −  
   

∑ ∑                  (1.6) 

所以问题转化为最小化问题 ( )min f x 。我们的目标是找到一个解 *x ，使在此点的目标函数的梯度满

足 ( )*f x ε∇ < 。根据上面的替代函数，我们可以推导出非线性分裂可行问题的目标函数和梯度函数分别为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 221 1
2 2C Qf x x P x F x P F x= − + −                           (1.7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )T
C Qf x x P x F x F x P F x∇ = − +∇ −                          (1.8) 

其中 ( ) : m nF x R R∇ → 是映射 F 在 x 点处的雅可比矩阵。 
李志宝[15]提出了一种自适应投影类型方法，其文章算法基于投影梯度法加上自适应的技术求解非线

性分裂可行问题。作者基于一阶信息使用了新的步长搜索，迭代公式为 ( )1
1

k k k
kx P x p xβ+

Ω +
 = − ∇ ，其中

步长 1kβ + 满足 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 T1 1 1
1 2k k k k k k

k f x f x x x f x f xβ δ+ + +
+ ∇ −∇ ≤ − − ∇ −∇  

2014 年 A. Gibali [16]提出了一种求解非线性分裂可行问题的信赖域方法也展现出了良好的收敛性

与数值实验结果。 
本文，我们给出非线性分裂可行问题的一个条件梯度算法，我们考虑等价的无约束优化问题 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 221 1min
2 2C Qf x x P x F x P F x= − + −  

该算法将求解迭代方向转化成求解一线性子问题，并以线搜索得到的步长作为凸因子，当前方向与

上一步迭代点的凸组合作为新的迭代点。算法在迭代的更新步中不使用投影，并且得到的解有较好的稀

疏性和低秩性。我们获得了算法的收敛性并给出数值实验对比分析 x 了本文的算法与相关算法在同一算

例下的表现情况，得到了良好的结果。 

2. 预备知识 

2.1. 欧式空间上的投影的性质 

设向量 x 为 nR 空间的任意向量，内积定义为 , ，x 的范数定义为 ,x x x= 。向量 x 向 C 集上的

投影用 CP 表示，定义式为 

arg min ,C y C
P x y x y C

∈
= − ∀ ∈                                 (2.1) 

定理 2.1 [17] CP 与 CI P− 是非扩张映射，有以下结论成立： 

C CP x P y x y− ≤ −                                     (2.2) 

( )( )CI P x y x y− − ≤ −                                   (2.3) 

其中 ,x y C∈ 。 
若算子 T 满足 { }:FixT x D x Tx= ∈ = ，则 T 是一非扩张算子，称作不动点映射。我们定义 

与 QT ： { }::C CT x C x P x∈ == ， ( ){ }::Q QT H x y Q y P y= ∈ ==                   (2.4) CT
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引理 2.1 若迭代点 kx 满足 

k
C Qx T T∈ 

                                        (2.5) 

则说明 kx 为最优解。 

证明：若 k
C Qx x T T= ∈ 

，则 k k
Cx P x= 且 ( ) ( )k k k

Qy F x P x= = ，所以 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 221 1 0
2 2

k k k k k
C Qf x x P x F x P F x= − + − =  

显然 ( ) 0f x ≥ ，所以当 kx x= 时，目标函数达到最小值 0。根据投影定理，当向量与其投影之间的差

为 0 时，我们可以得出结论：向量 kx 在集合 C 的内部或边界上，并且 ( )kF x 也同时位于集合 Q 的内部

或边界上，即上述两向量满足非线性分裂可行性问题的约束，因此获得了一个解，这意味着向量 kx 为问

题的最优解。 
引理 2.2 设 C 是 Rn 上的闭凸集，则存在 

( )( ) ( )( )T
0C Cv P v u P v− − ≤                                  (2.6) 

此不等式关系以二维为例如图 1 所示如下： 
 

 
Figure 1. Lemma 2.2 schematic diagram of projection inequality 
图 1. 引理 2.2 投影不等式示意图 

 

向范数球 0:DN z H z z r= ∈ − ≤ 上投影的解析表达式为 

( )0
0

0

,

,C

x x C
r x zP x

z x C
x z

∈
 −=  + ∉ −

 

推论 1：假设 K 是空间 X 中的闭凸子集。定义任何满足 x X∈ 的唯一元素为 ( )K x Kπ ∈ ，有 

( ) minK y Kx x x yπ ∈− = −                                   (2.7) 

其性质为如下变分不等式 

( ) ( ), 0,K Kx x x y y Kπ π− − ≤ ∀ ∈                               (2.8) 

命题 1：假设 K 是一个非空闭凸集，而 2
Kd 是在 X 上由 ( ) 22 infKd x x y y K= − ∈ 定义的函数。 2

Kd 是

连续可微的，其梯度为 

( ) ( )( )2 2K Kd x x xπ∇ = −                                   (2.9) 

定义等式约束集： 

( ) ( ){ } { }T T
1 2 1 2: , , , , , , :n n

r r i ix R x x R xα α α β β β α β= ∈ = → ∈ =   

https://doi.org/10.12677/aam.2020.99192


宇振盛，王子伦 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.99192 1656 应用数学进展 
 

与不等式约束集： 

( ) ( ){ } { }T T
1 2 1 2: , , , , , , :n n

r r i ix R x x R xα α α β β β α β= ∈ ≤ → ∈ ≤   

向量 x 向集合 与集合 的投影解析表达式为： 

( ) ( )T
2

i
i i

i

a
P x x b a x

a
= + −  

( ) { }T
2min 0, i

i i
i

a
P x x b a x

a
= + −  

在本文中，我们还将考虑稀疏约束下的非线性分裂可行问题[18]  

{ }0 ,: 0t
rS x R x r r t= ∈ ≤ ≤ ≤  

定义向量 x 的指标集 ( ) { } { }1 2, , , 1, 2, ,rI x i i i n= ⊆  ，例如 { }1 2
, , ,

nI I Ix x x x= 
，则其指标集为 

( ) { }2 4 2, , , nI x I I I=  ， { }2 4 2
, , ,

nI I Ix x x x= 
，且有 

( ) ( )
max mini ii I x i I x

x x∉ ∈
≤  

定义 x 在稀疏集 rS 上的投影为 ( )
rSP x ，根据投影的性质，记 ( )sM x 为向量 x 中最大的分量，我们有： 

( )
( )
( )
( )

0

0
S

i i s

C i i s

i s

x x M x

P x x x M x

x M x

 >
= =


<

或  

由于 0 范数约束问题是一个 NP 难问题，我们使用范数和范数的最优凸近似[19]在问题(1.1)中，如果

集合 C 是一稀疏集合 { }0
n

sC x R x r= ∈ ≤ ，则其可以与下述问题等价 

( )min
x

f x  

1s.t. x µ≤  

2.2. 条件梯度法 

Marguerite Frank 和 Philip Wolfe [20]在 1956 年首次提出条件梯度法，方法的思想是在每一次迭代中

通过求解一个线性的子问题得到最优的下降方向，在更新步时与上一步的迭代点凸组合得到下一步的迭

代点。条件梯度法由于其非常好的稀疏性与低秩性，在大数据与机器学习热门的近几年里收货了极大的

关注[21] [22]，其算法描述如下： 

( )max hλ λ  

s.t. Qλ ∈  

在当前迭代点 kx 处，该算法考虑目标函数的线性化，并求解出该线性函数的最小值(定义域相同)。
通过 LO oracle 解决线性子问题，也可根据不同的问题适当调整子问题的处理方法，从而大大提高了整个

算法的灵活性。 
以下两个图是条件梯度法的迭代过程的示意图。图 2 左边表示集合 C 中的迭代过程。每个迭代方向

都来自当前迭代向量，沿着 C 集合的边界向量的方向。步长可以控制每个迭代向量与边界向量之间的距

离以实现更合适的下降。图 2 右侧图是在分裂可行问题下的，我们的解集是图中的集 C 和集 Q 的交集。
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使用 FW 方法解决分裂可行问题是非常行之有效的。 
 

 
Figure 2. Conditional gradient method iteration diagram 
图 2. 条件梯度法迭代示意图 

 

算法 1——原始条件梯度法 

步 0：设置初始点
0x Q∈ ； 

步 1：若 ( )( ) 0kf x∇ = 停止，否则计算
( ) ( )( ): arg max ,k ks s f x= ∇ 其中 s D∈ ； 

步 2：更新迭代点
( ) ( ) ( ) ( )1 : 1k k kx x sγ γ+ = − + 其中 [ )2 2 0,1kγ = + ∈ ， 1k k= + ，返回步 1。 

2.3. 对偶间隙 

定义目标函数的对偶间隙[23] [24]  

( ) ( )max , ,x x s f x s C= − ∇ ∈                               (2.10) 

对偶间隙是作为算法每次迭代的副产品，无需进行额外的计算。同时我们记在 kx 处的下降方向为
FW k k
kd s x= − 。 

定义 2.1 (下降方向)若目标函数在集合 C 上是连续可微的，则 FW
kd 为下降方向的充要条件是

( ) 0kG x < ，并且当 ( ) 0kG x = 时，目标函数达到最小值， kx 为最优解。 
证明：由于 

( ) ( )( )arg ma ,: xk ks s f x∇=  

有 ks 与 kx 处梯度内积最小，所以 

( ) ( ), ,k k k ks f x x f x∇ ≤ ∇  

( ) ( ), , 0k k k ks f x x f x∇ − ∇ ≤  

( ), 0k k ks x f x− ∇ ≤  

( )T
0k FW

kf x d∇ ≤  

因此，可以看出， FW
kd 是下降方向，当且仅当 kx 是最优解时，等号成立。 

引理 2.4 为一收敛序列，并且有 ( )lim 0i
i x→∞ = 。 
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证明略。 

3. 算法 

以下是条件梯度法解决非线性分裂可行问题的算法步骤： 
 

算法 2——带线搜索条件梯度法 

步 0：设置初始点
0x ， ( ) ( ) 60, 0,1 , 0,0.5 , 10k β δ −= ∈ ∈ <  

步 1：若 ( )kx < 终止算法并输出
kx ，否则计算

( ) ( )( )arg ma ,: xk ks s f x∇= 其中 s C∈  

步 2：计算下降方向
FW k k
kd s x= − ，并求出一个正整数 m，满足 

( ) ( ) ( )Tk FW k m k FW
k kf x d f x f x dλ δβ+ ≤ + ∇  

得到线搜索步长
m

kλ β=  

步 3：更新迭代点 , 1k k FW
k kx x d k kλ= + = + ，返回步 1 

 

引理 3.1 对于 , ix x C∀ ∈ ， ( ) ( )*, ,i if x x f x x∇ ≤ ∇ 。 
证明：目标函数 ( )f x 在 *x 处与任意 rx C∈ 的泰勒展开式为 

( ) ( ) ( )( ) ( )* * 0i i if x f x f x x x x= +∇ − + =  

与 

( ) ( ) ( )( ) ( )r i i r i
rf x f x f x x x x= +∇ − + =   

其中 0r > ，因此我们有 

( )( ) ( )( )*i i i r if x x x f x x x∇ − < ∇ −  

所以 

( ) ( )*, , , ,i i r r if x x f x x x x C∇ ≤ ∇ ∀ ∈  

证毕。我们自然推导出以下引理 
引理 3.2 ( ) ( )1 0k kf x f x −− <  
证明 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )

1 1

1

1

1
1 1

, ,

0

k k i i k i i i k i

i k i i k i

i k i k

i k k i FW
k k

f x f x f x f x x x f x f x x x

f x x x f x x x

f x x f x x

f x x x f x dλ

− −

−

−

−
− −

 − = +∇ − − +∇ − 

= ∇ − −∇ −

= ∇ − ∇

= ∇ − = ∇ ≤

 

其中 ( )1 0,1kλ − ∈ 。当且仅当 ix 是最优解时，等号成立。 

4. 数值实验 

4.1. 数值结果 

论文应采在本节中我们将通过如下的例子对算法 2 进行数值实验，并与其他的算法进行对比。 
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考虑非线性分裂可行问题： 

( ) 2 2
1 2 1 2: , , 2 2 1F x x x x x = + +   

非空闭凸集 ,NL SC C 与 NLQ 分别是： 
(问题 1) { } { }2 3

2 2: :1 , 1NL NLC x R x Q y R y d≤ ∈=∈ − ≤=  

(问题 2) { } { }2 3
0 2: 1 1:,S NLC x R x Q y R y d∈ ≤ ∈ −= ≤=  

其中 [ ]T0,1.8,3d = 。 
本文的数值实验是使用 MATLAB2018a 在同一台计算机上进行的。图 3 是针对上述问题，三种算

法的迭代路径示意图。对于问题 1，本文比较了最大值最小值法(MM)，传统投影梯度算法(Projected 
Gradient Method)和本文提出的算法 2 在不同初始点的迭代次数与计算时间的差异。从表 1 可以看出，

与其他两种算法相比，MM 法需要更多的迭代才能到达求解区域。与算法 2 相比，PGM 的迭代路径

明显更“曲折”。图 4 中迭代次数与目标函数值的比较图。可以看出，算法 2，PGM 和 MM 方法可

以使目标函数值在先前的迭代中迅速减小到较小的值，但是 MM 需要更多的迭代次数，PGM 在迭代

的上一步中，函数值将反弹，算法 2 迅速收敛到 0，从而获得良好的结果。表 1 列出了一些特殊的初 
 

 

 
Figure 3. Comparison of iterative paths of the three algorithms under different initial points 
图 3. 不同初始点下三种算法的迭代路径比较图 
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始点对三种算法的迭代次数，迭代时间和最终目标函数值的影响。可以看出，不同的初始点对 MM 方

法有很大的影响，PGM 也显示出一定的波动性。在这种情况下，本文提出的算法 2 具有良好的性能，

影响最小。 
 
Table 1. Comparison table of solving efficiency of three methods for more special initial points 
表 1. 较特殊初始点的三种方法求解效率比较表 

问题 初始点 
MM PGM CGM 

迭代数 时间 ( )f x
 迭代数 时间 ( )f x

 迭代数 时间 ( )f x
 

1 

( ), log 6π −  8 0.020s 0 30 0.020s 0 4 0.080s 0 

( )8 910 ,10
 >500 NaN NaN 5 0.020s 0 10 0.050s 0 

( )0,0  80 0.110s 0 1 0.000s 0 1 0.020s 0 

2 

( ), log 6π −  Inf Inf NaN 4 0.050s 0 2 0.100s 0 

( )8 910 ,10
 Inf Inf NaN 6 0.020s 0 2 0.070s 0 

( )0,0  116 0.110s 9.1e-06 2 0.010s 0 1 0.050s 0 

 

 
Figure 4. The change of the objective function value of different algorithms in the iterative process 
图 4. 不同算法在迭代过程中目标函数值的变化情况 

4.2. 不同步长选取策略 

算法中步长的选取方式有所不同[25]，本文主要考虑如下求解步长的方法 
1) 经典条件梯度法步长： 2 2kωλ = +  
2) 简单平均步长： 1 1kαλ = +  
3) 常数步长： ˆ

cλ λ=  
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4) 线搜索步长(算法 2)： LSλ  

5) 最小步长选取法：
( ) ( )T

min 21,
2

k k k

k k

x s f x

x s
λ

 − ∇ =  
−  

 

我们分析了五种步长选择策略在非线性分裂可行问题中的表现情况，不同步长下的迭代次数比较表

如表 2 所示，图 5 则对比了迭代过程中目标函数的变化过程情况。 
 
Table 2. Comparison table of various algorithm values under different step length 
表 2. 不同步长下算法各项数值的比较表 

步长 
初始点 ( )0 2,1x rand=  

迭代数 时间 ( )f x & ( )f x∇  

ωλ  6 0.1400s 0/0 

αλ  18 1.2400s 0/0 

cλ  4 0.1100s 0/0 

LSλ  2 0.0060s 0/0 

minλ  5 0.1500s 0/0 
 

 
Figure 5. Schematic diagram of the iterative process under asynchronous length 
图 5. 不同步长下迭代过程示意图 
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5. 结论 

本文主要研究利用带线搜索的条件梯度法求解非线性分裂可行问题，根据理论和数值实验的结果，

算法在迭代次数、运算时间和实现的可行性方面，优于其他投影类算法，并且灵活性更强。本文仅使用

MATLAB 中的优化工具箱，没有针对本算例使用特定的方法求解，在求解迭代方向时，可以运用不同的

方法，以实现对不同问题的更有效解决方案。对于步长的线搜索，本文使用 Armijo 线搜索。在以后的研

究中，对于更复杂的高纬度问题，可尝试使用非单调线搜索来避免迭代向量非常接近集合的交点时出现

的折线步太多的情况。 
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