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摘  要 

本文主要针对一般线性模型中存在复共线性的情况，结合随机约束条件下的混合估计和基于先验信息的

两参数估计提出了一种新的有偏估计，即随机约束改进两参数估计。并在均方误差矩阵准则的意义下研

究了随机约束改进两参数估计相对于两参数估计、改进两参数估计混合估计、随机约束岭估计和随机约

束两参数估计的优良性。进一步，讨论了偏置参数的选择。同时，通过一个数值算例对所提出的估计的

性能进行了说明。 
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Abstract 
This paper mainly aims at the situation where there is complex collinearity in the general linear 
model. Combining the mixed estimator under the condition of stochastic restricted and the 
two-parameter estimator of parameter vectors based on prior information, a new biased estima-
tor is proposed, that is, the stochastic constrained modified two-parameter estimator. In the sense 
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of mean square error matrix criterion, the superiority of stochastic constrained modified 
two-parameter estimator relative to two-parameter estimator, modified two-parameter estimator, 
mixed estimator, stochastic restricted ridge estimator and stochastic restricted two-parameter 
estimator are studied. Further, the selection of bias parameters is discussed. At the same time, the 
performance of the proposed estimator is explained through a numerical example. 
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1. 介绍 

考虑线性回归模型的一般形式为： 

y X β ε= +                                           (1) 

其中 y 为 1n× 的观测向量；X 为 n p× 的设计矩阵；β 为 1p× 的未知参数向量；ε 为 1n× 的随机误差向量。

在这里，我们假定 ε 的均值向量和协方差矩阵分别为 ( ) 0E ε = 和 ( ) 2
nCov Iε σ= ，其中 nI 是 n阶单位矩阵。 

在模型(1)中参数向量 β 的最小二乘估计(OLSE)定义为： 

( ) 1ˆ
L X X X yβ −′ ′=                                        (2) 

当自变量之间出现复共线性时，最小二乘估计不再是良好的估计。为此，相关学者提出了有偏估计

作为 OLSE 的替代估计，以克服复共线性问题。如：岭估计，Liu 估计以及两参数估计(TPE)。分别表示

如下： 

( ) ( ) 1ˆ ˆ
Lk X X kI X Xβ β−′ ′= +                                    (3) 

( ) ( ) ( )1ˆ ˆ
Ld X X I X X dIβ β−′ ′= + +                                  (4) 

( ) ( ) ( )1ˆ ˆ, Lk d X X kI X X kdβ β−′ ′= + +                                (5) 

其中 0k > ， 0 1d< < 。 
关于参数向量 β 的估计，相关学者考虑存在一个关于 β 的先验信息 b，结合其他有偏估计提出了一

系列的改进估计。如 Swindel [1]提出了改进岭估计(MRRE)，Li 和 Yang [2]提出了改进 Liu 估计(MLE)等。

运用类似的方法，Adewale [3]结合先验信息和两参数估计(Özkale 和 Kaciranlar [4])提出了改进两参数估计

(MTPE)。分别表示如下： 

( ) ( ) ( )1ˆ ˆ, Lk b X X kI X X kbβ β−′ ′= + +                             (6) 

( ) ( ) ( ) ( )( )1ˆ ˆ, 1Ld b X X I X X dI d bβ β−′ ′= + + + −                       (7) 

( ) ( ) ( ) ( )( )1ˆ ˆ, , 1Lk d b X X kI X X kd k d bβ β−′ ′= + + + −                      (8) 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2020.911216
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


陈景 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.911216 1881 应用数学进展 
 

其中 0k > ， 0 1d< < ，b 是 β 的先验信息。 
另一方面，可以通过对模型(1)添加等式或随机约束的方式来克服多重共线性对参数估计的影响。本

文我们假设参数向量受如下随机线性约束： 
r R eβ= +                                        (9)  

其中 r 为 1m× 的已知随机向量；R 为 m p× 的已知元素矩阵；e 为 1m× 的随机误差向量。在这里，我们假

定 e 的均值向量和协方差矩阵分别为 ( ) 0E e = 和 ( ) 2Cov e Vσ= ，并假定 V 是已知的正定矩阵。进一步，

我们还假设随机向量 ε 随机独立于 e。 
Theil 和 Goldberger [5]通过构建下面的增广矩阵模型： 

y X
r R e

ε
β

     
= +     

     
                                   (10) 

或表示如下： 

m m my X uβ= +                                       (11) 

其中 m

y
y

r
 

=  
 

， m

X
X

R
 

=  
 

， mu
e
ε 

=  
 

， ( ) 0mE u = ， ( ) 2 2 0
0m

I
Cov u N

V
σ σ

 
= =  

 
。 

并运用最小二乘法得到了 β 的混合估计(OME)： 

( ) ( )11 1ˆ
m S R V R X y R V rβ

−− −′ ′ ′= + +                           (12) 

其中 S X X′= 。混合估计 ˆ
mβ 也可以通过求解以下极值问题而得到： 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 m m m my X y X r R V r Rβ β β β−′ ′Ψ = − − + − −  

运用类似的方法 Özkale 等人[6]得到模型(11)中 β 的随机约束岭估计(SRRE)。Hu Yang 等人[7]提出了

一种新的估计方法，称为随机约束两参数估计(SRTPE)。分别表示如下： 

( ) ( )11 1ˆ
SSRE S R V R kI X y R V rβ

−− −′ ′ ′= + + +                         (13) 

( ) ( ) ( )11 1ˆ ˆ,y m Lk d S R V R kI X y R V r kdβ β
−− −

− ′ ′ ′= + + + +                    (14) 

结合带随机约束的线性模型和基于先验信息的改进两参数估计，我们提出了新估计，即基于先验信

息的改进随机约束两参数估计(SRMTPE)，如下： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

11 1

11 1

ˆ ˆ, , 1

ˆ 1

y m L

L

k d b S R V R kI X y R V r kd k d b

S R V R kI S kdI R V r k d b

β β

β

−− −
−

−− −

′ ′ ′= + + + + + −

′ ′= + + + + + −
         (15) 

已知： 

( )ˆ ˆ0,0,y m mbβ β− = ； ( ) ( )ˆ ˆ,1,0 ,y m y mk k dβ β− −= ； ( ) ( )ˆ ˆ, ,0 ,y m y mk d k dβ β− −=  

( )ˆ ˆ,1,y m mk bβ β− = ， , 0k R k∈ ≠ ； ( )ˆ ˆ,0,0y m SSREkβ β− = ； ( ) ( )ˆ ˆ ˆ0,0, 0,1,y m y m Lb bβ β β− −= = ； 

0R = ， ( ) ( )ˆ ˆ, , , ,y m k d b k d bβ β− = 。 

因此，可以认为随机约束改进两参数估计 ( )ˆ , ,y m k d bβ − 是 OLSE、ME、SRRE、SRTPE、MTPE 估计

的推广。 
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我们可以得到的新估计 ( )ˆ , ,y m k d bβ − 的均值向量和协方差矩阵分别为： 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

1 11 1 1

1

ˆ , ,

1

1

y mE k d b

X X R V R kI X X R V R kdI k d b X X R V R kI

M k S kd R V R k d b

β

β

β

−

− −− − −

−

′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + + − + +

′= + + −

      (16) 

( )( ) ( )( ) ( )2 2 2 1 1ˆ , ,y mCov k d b M k S k d S R V R M kβ σ − −
− ′= + +                 (17) 

其中 ( ) ( ) 11M k X X R V R kI
−−′ ′= + + 。 

从式(16)可知 ( )ˆ , ,y m k d bβ − 是有偏估计。 

2. 均方误差矩阵意义下新估计的优良性 

在本节中，我们使用均方误差矩阵(MSEM)准则来研究随机约束改进两参数估计(SRMPTE)估计的性

能。 
首先，我们给出 β 的任一个估计 *β̂ 的均方误差矩阵(MSEM)的定义如下： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )* * * * * *ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆMSEM E Cov Bias Biasβ β β β β β β β′ ′= − − = +  

其中 ( )*ˆCov β 是方差矩阵， ( )*ˆBias β 是偏差向量，且 ( ) ( )* *ˆ ˆBias Eβ β β= − 。 
假设 1̂β ， 2β̂ 为参数向量 β 的两个估计，则 1̂β 在均方误差矩阵意义下优于 2β̂ 当且仅当

( ) ( )2 1
ˆ ˆ 0MSEM MSEMβ β− ≥ ，即差值为正定或半正定矩阵。 

引理 1. 假设 M 是一个正定矩阵，即 0M > ，α 是一个向量，当且仅当 1 1Mα α−′ ≤ 时 0M α α′− ≥ 。 
引理 2. 假设 M 是一个正定矩阵，N 是非负定矩阵。然后有 ( )1

max0 1M N NMλ −− ≥ ⇔ ≤ 。 

2.1. ME 和 SRMTPE 的 MSEM 性能比较 

ME 估计的偏差向量和和协方差矩阵如下： 

( ) ( )ˆ ˆ 0m mBias Eβ β β= − = ， ( ) ( ) 12 1ˆ
mCov S R V Rβ σ

−−′= + ， 

因此，其均方误差矩阵为： 

( ) ( ) 12 1ˆ
mMSEM S R V Rβ σ

−−′= + 。 

对于 SRMTPE 估计，我们进一步有估计 ( )ˆ , ,y m k d bβ − 的偏差向量和均方误差矩阵为： 

( )( ) ( ) ( )( )ˆ , , 1y mBias k d b k d M k bβ β− = − − ， 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )22 2 2 1 1 2ˆ , , 1y mMSEM k d b M k S k d S R V R k d M k b b M kβ σ β β− −
−

′′= + + + − − − 。 

其中 ( )S k X X kI′= + ， ( )S kd X X kdI′= + ， ( ) ( ) 11M k X X R V R kI
−−′ ′= + + 。 

所以，ME 估计与 SRMTPE 估计之间的 MSEM 差值如下所示： 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( )

1

22 2
1

ˆ ˆ , ,

1

m y mMSEM MSEM k d b

M k M k d b b M k

β β

σ β β

−∆ = −

′= − − − −
 

其中 ( ) ( )( )1 12 1 2
1 2M kI k X X R V R d X X

− −−′ ′ ′= + + − 。 
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进一步，我们可以得到以下定理。 
定理 1. 如果 ( ) 12 1

mind S R V R Sλ
−−′≤ + ，那么 1 0∆ ≥ ，则称在均方误差矩阵准则下 ( )ˆ , ,y m k d bβ − 优于

ˆ
mβ ，当且仅当 ( ) ( ) ( )22 1 2

11k d b M bβ β σ−′− − − ≤ 。 

2.2. MTPE 与 SRMTPE 的 MSEM 性能比较 

MTPE 估计的偏差向量和协方差矩阵如下： 

( )( ) ( ) ( )( )ˆ , , 1Bias k d b k d M k bβ β= − − ， ( )( ) ( ) ( )12 1ˆ , ,Cov k d b S k S kd Sβ σ − −= ， 

因此，其均方误差矩阵为： 

( )( ) ( ) ( )12 1ˆ , ,MSEM k d b S k S kd Sβ σ − −= 。 

MTPE 估计与 SRMTPE 估计之间的 MSEM 差值如下所示： 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( )

2

22 2
2

ˆ ˆ, , , ,

1

y mMSEM k d b MSEM k d b

M k M k d b b M k

β β

σ β β

−∆ = −

′= − − − −
 

其中 ( ) ( )( ) ( )( )1 1 12 2
2 2M kI k X X kI X X kdI X X d X X− − −′ ′ ′ ′= + + + − 。 

类似的，我们可以得到以下定理。 
定理 2. 如果 ( ) ( )12

mind S k S kdλ −≤ ，那么 2 0∆ ≥ ，则称在均方误差矩阵准则下 ( )ˆ , ,y m k d bβ − 优于

( )ˆ , ,k d bβ ，当且仅当 ( ) ( ) ( )22 1 2
21k d b M bβ β σ−′− − − ≤ 。 

2.3. SRTPE 与 SRMTPE 的 MSEM 性能比较 

SRTPE 估计的偏差向量和协方差矩阵如下： 

( )( ) ( ) ( )ˆ , 1y mBias k d k d M kβ β− = − ， ( )( ) ( )( ) ( )2 2 2 1 1ˆ ,y mCov k d M k S k d S R V R M kβ σ − −
− ′= + + 。 

因此，其均方误差矩阵为： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 1 1 2ˆ , 1y mMSEM k d M k S k d S R V R k d M k M kβ σ ββ− −
− ′ ′= + + + − ， 

SRTPE 估计与 SRMTPE 估计之间的 MSEM 差值如下所示： 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( )

3

22

ˆ ˆ, , ,

1

y m y mMSEM k d MSEM k d b

k d M k b b M k

β β

ββ β β

− −∆ = −

′′= − − − −
 

在 Li 和 Yang [8]采用先验信息 ˆ0.95 Lb β= ，所以当 ( )( )( ) 0b bββ β β ′′ − − − ≥ 时， 3 0∆ ≥ 。所以， 

我们有以下定理： 
定理 3. 对于 0 1, 0d k< < > ，在均方误差矩阵准则下 ( )ˆ , ,y m k d bβ − 优于 ( )ˆ ,y m k dβ − 。 

2.4. SSRE 与 SRMTPE 的 MSEM 性能比较 

SSRE 估计的偏差向量和协方差矩阵如下： 

( ) ( ) 11ˆ
SSREBias k X X R V R kIβ β

−−′ ′= − + + ， ( ) ( )( ) ( )2 1ˆ
SSRECov M k S R V R M kβ σ −′= + ，因此，其均方误

差矩阵为： 

( ) ( )( ) ( )2 1 2ˆ
SSREMSEM M k S R V R k M kβ σ ββ−′ ′= + +  
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SSRE 估计与 SRMTPE 估计之间的 MSEM 差值如下所示： 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( )

4

22 2
3

ˆ ˆ , ,

1

SSRE y mMSEM MSEM k d b

M k M k d b b M k

β β

σ ββ β β

−∆ = −

 ′′= + − − − − 
 

 

其中 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1
3M X X X X kdI X X X X kdI X X I X X X X kdI X X X X kdI− − −′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − + + = − + +  

进一步，如果 ( ) ( )( ) ( )1 1 0I X X X X kdI X X X X kdI− −′ ′ ′ ′− + + > ，那么 4∆ 是正定的。既有
( )2

21 i
i

i

kdλ
γ

λ
+

= − ，

iγ 为其特征值。由于 0 1, 0d k< < > ，所以当
2i

kdλ < 时，
( )2

21 0i

i

kdλ
λ
+

− > 。因此，我们可以表述如下定 

理： 

定理 4. 对于 0 1, 0d k< < > ，当
2i

kdλ < 时，在均方误差矩阵准则下 ( )ˆ , ,y m k d bβ − 优于 ( )ˆ ,y m k dβ − 。 

2.5. TPE 与 SRMTPE 的 MSEM 性能比较 

TPE 估计的偏差向量和协方差矩阵如下： 

( )( ) ( ) ( ) 1ˆ , 1Bias k d k d S kβ β−= − ， ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 12 1ˆ ,Cov k d S k S kd S S kd S kβ σ − −−= ； 

因此，其均方误差矩阵为： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 12 1 2 2ˆ , 1MSEM k d M k S R V R k M k k d S k S kβ σ ββ ββ− −−′ ′ ′= + + + −  

TPE 估计与 SRMTPE 估计之间的 MSEM 差值如下所示： 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )

5

2 1 12 1 2 2

22 2 2 1 1 2

ˆ ˆ, , ,

1

1

y mMSEM k d MSEM k d b

M k S R V R k M k k d S k S k

M k S k d S R V R k d M k b b M k

A B

β β

σ ββ ββ

σ β β

−

− −−

− −

∆ = −

′ ′ ′= + + + −

′′− + + − − − −

= −

 

其中 ( )( )ˆ ,A MSEM k dβ= ， ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )22 2 2 1 1 2 1B M k S k d S R V R k d M k b b M kσ β β− − ′′= + + + − − −  
由于 A 是正定的，如果 0A B− ≥ ，即 A B≥ ，那么 1 2 1 2I A BA− −≥ 。所以， 5 0∆ ≥ 的充分必要条件是

( )1
max 1A Bλ − ≤ ，其中 ( )1

max 1A Bλ − ≤ 为 1A B− 的最大特征值。现在我们给出下面的定理。 
定理 5. 当且仅当 ( )1

max 1A Bλ − ≤ ，在均方误差矩阵准则下 ( )ˆ , ,y m k d bβ − 优于 ( )ˆ ,k dβ 。 

3. 参数 k 和 d 的选择 

在本节中，我们将讨论用均方误差(MSE)准则选择参数 k 和 d。我们可以首先计算 SRMPTE 的 MSE： 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 2 2 1 1 2

ˆ ˆ, , , , , ,

1

y m y mf k d b MSE k d b tr MSEM k d b

tr M k S k d S R V R M k k d b M k M k b

β β

σ β β

− −

− −

 = =  
′ ′= + + + − − − 

 

通过使函数 ( ), ,f k d b 最小化，可以得到 d 和 k 的最优值。对于固定的 k，函数 ( ), ,f k d b 关于 d 求偏
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导有： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )2 2 1 2, ,
2 2 1

f k d b
k d tr M k S M k k d tr M k b b M k

d
σ β β−∂  ′ = + − − −  ∂  

 

因此，我们可以通过
( ), ,

0
f k d b

d
∂

=
∂

得到 d 的最优值，这是由： 

( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )2 1

ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆˆ
opt

tr M k b b M k
d

tr M k S b b M k

β β

σ β β−

 ′− − 
 =

  ′+ − −  
  

 

其中 2ˆ ˆ,β σ 是 2,β σ 相应的估计。对于固定的 d 值，关于参数 k 的最优选择同样通过对函数 ( ), ,f k d b 求偏

导得到。接下来我们考虑通过一个实证进一步探讨随机约束改进两参数估计的优良性。 

4. 数值例子 

我们考虑 Gruber (1998)中讨论的数据资料，即 1972~1986 年法国、德国、日本、前苏联与美国国家

研究与开发支出占国民生产总值的百分比，分别记为 1x 、 2x 、 3x 、 4x 与 y，以用来分析随机约束改进两

参数估计的优良性。数据资料矩阵如下： 

( )1 2 3 4

1.9 2.2 1.9 3.7
1.8 2.2 2.0 3.8
1.8 2.4 2.1 3.6
1.8 2.4 2.2 3.8
2.0 2.5 2.3 3.8

, , ,
2.1 2.6 2.4 3.7
2.1 2.6 2.6 3.8
2.2 2.6 2.6 4.0
2.3 2.8 2.8 3.7
2.3 2.7 2.8 3.8

X x x x x

 
 
 
 
 
 
 
 = =
 
 
 
 
 
 
 
 

，

2.3
2.2
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.6
2.7
2.7

y

 
 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 
 

 

我们可以计算出如下 2,β σ 的最小二乘估计(OLSE)： 

( )ˆ 0.6455,0.0896,0.1436,0.1526Lβ ′= ， 2ˆ 0.0015Lσ =  

在这里考虑如下随机线性约束： 

r R eβ= + ， ( )1, 2, 2, 2R = − − − ， ( )2ˆ~ 0, Le N σ  

在几组不同的参数 k，d 值下，通过计算相应的均方误差表达式，容易得到与之相应的两参数估计、

改进两参数估计、混合估计、随机约束岭估计和随机约束两参数估计的均方误差值，见表 1。 
从表 1 可以看出，当参数(k, d)取以上几组参数值时，随机约束改进两参数估计的均方误差值均

小于两参数估计、改进两参数估计、混合估计、随机约束岭估计和随机约束两参数估计的均方误差

值。即随机约束改进两参数估计在均方误差意义下优于两参数估计、改进两参数估计、混合估计、

随机约束岭估计和随机约束两参数估计。这表明我们提出的随机约束改进两参数估计在实际中是有

意义的。 
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Table 1. Estimated MSE values of the TPE, MTPE, ME, SRRE, SRTPE and SRMTPE 
表 1. TPE、MTPE、ME、SRRE、SRTPE 和 SRMTPE 估计的 MSE 值 

k 0.001 0.005 0.009 0.01 0.05 0.1 0.5 

d 6.96E−06 8.31E−06 9.78E−06 1.02E−05 3.09E−05 6.83E−05 0.000530593 

TPE 0.07541796 0.06498914 0.05979485 0.05907371 0.08542528 0.1245714 0.2085444 

MTPE 0.07541793 0.06498901 0.0590059 0.05907345 0.08542411 0.1245693 0.2085384 

ME 0.04451125 0.04451125 0.04451125 0.04451125 0.04451125 0.04451125 0.04451125 

SRRE 0.04223229 0.0347367 0.02916421 0.02799484 0.009558632 0.00541058 0.009136187 

SRTPE 0.04223229 0.0347367 0.02916421 0.02799484 0.009558621 0.005410494 0.00912773 

SRMTPE 0.0422322 0.03473457 0.02915746 0.02798656 0.009380233 0.004780808 0.001174785 

5. 结论 

本文在带随机约束的线性模型中结合了考虑先验信息的参数向量的两参数估计，以克服线性回归模

型中存在复共线性的问题。并分别通过理论和实证分析，在均方误差矩阵和均方误差意义下探讨了随机

约束改进两参数估计的优良性。在理论分析中，得到了随机约束改进两参数估计在均方误差矩阵优于两

参数估计、改进两参数估计、混合估计、随机约束岭估计和随机约束两参数估计的充要条件。实证结果

表明，在均方误差意义下，随机约束改进两参数估计相对于两参数估计、改进两参数估计、混合估计、

随机约束岭估计和随机约束两参数估计具有一定的优越性。 
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