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摘  要 

本文给出李氏卵形曲线和李氏卵圆及李氏心脏线的定义，提出一类参数式方程，证明其在一定条件下可

为李氏卵形曲线、李氏卵圆及李氏心脏线。并获得了这类卵形曲线的面积、周长、质心坐标、转动惯量、

旋转卵形体的体积等重要公式。 
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Abstract 
In this paper, the definitions of Li’s oval curve, Li’s oval and Li’s cardioid are given; a kind of para-
metric equation is proposed, which is proved to be Li’s oval, Li’s Oval circle and Li’s cardioid under 
certain conditions. The important formulas of the area, circumference, centroid coordinate, mo-
ment of inertia and volume of rotating oval ball are calculated. 
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1. 引言 

笔者在文[1]中给出了李氏卵圆及其相关概念的定义，并提出了一类四次李氏卵圆方程，本文在此基

础上给出李氏卵形曲线、李氏卵圆及李氏心脏线的定义，而把李氏卵圆作为李氏卵形曲线的一种特殊情

形包括在李氏卵形曲线中，同时发现并证明一类参数式方程为李氏卵形曲线，并获得了这类卵形曲线的

面积、周长、质心坐标、转动惯量、旋转卵形体的体积等重要公式。 

2. 定义 

定义 1：平面曲线 L，若满足如下条件： 
① L 有一条对称轴且是闭合的； 
② L 上有唯一一对对称点，设为 S，T 到对称轴的距离最大； 
③ L 与其对称轴有且仅有两个交点，设为 P，Q，又 PQ 与 ST 交于一点设为 O，且OP OQ> ； 
④ L 处处光滑，或者 L 上除点 P，Q 外处处光滑； 
则称曲线 为李氏卵形曲线，称点 O 为李氏卵形曲线的卵心，分别称点 P，Q 为李氏卵形曲线的远

端点和近端点，称点 S，T 为李氏卵形曲线的对称端点，称 PQ 的中点O′为李氏卵形曲线的轴心，过O′作

对称轴的垂线交李氏卵形曲线于 S ′和T ′，分别称线段 OP，OQ，OS (或 OT)，O Q′  (或O P′ )，O S′ ′  (或
O T′ ′ )，OO′ 为李氏卵形曲线的长半径、短半径、对称半径、轴半径、次对称半径、偏心距，其长度分别

记为 a，b，c，e，g，h，并把正数 a，b，c (a > b)称为李氏卵形曲线的三个特征参数，而把 a，b，c，e，
g，h 称为李氏卵形曲线的六个元素。 

定义 2：凸的且处处光滑的李氏卵形曲线称为李氏卵圆。 
定义 3：仅在近端点处向里凹进去的李氏卵形曲线称为李氏心脏线。 
若取李氏卵形曲线的卵心作坐标系原点，近端点方向作为 y 轴的正向，则李氏卵形曲线在直角坐标

系的示意图如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Li’s Oval curve and its rectangular coordinate 
system 
图 1. 李氏卵形曲线及其在直角坐标系示意图 
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3. 一类参数式李氏卵形曲线方程 

定理 1：设参数式方程 

( ) ( )

cos
3,  ,1 2 2sin sin

2

x c t
t

y a b a b t t

=
  ∈ −  = + − −   

π π

 

                      (3.1) 

(i) 若 

, , 0a b c > 且 a b>                                     (3.2) 

则方程(3.1)是以 , ,a b c 为长、短、对称半径的李氏卵形曲线方程。 
(ii) 若 

, , 0a b c > 且 3b a b< ≤                                   (3.3) 

则方程(3.1)是以 , ,a b c 为长、短、对称半径的李氏卵圆方程。 
(iii) 若 

, , 0a b c > 且 3a b>                                    (3.4) 

则方程(3.1)是以 , ,a b c 为长、短、对称半径的李氏心脏线方程。 
为了证明上述定理，我们先给出如下引理： 
引理 1：设(3.2)成立，(3.1)的图形为曲线 L 
(i) 若 0 0x ≥ ，点 ( )0 0,x y L∈ ，则点 ( )0 0,x y L− ∈ ； 
(ii) 设 l 为平行于 y 轴的直线，若 l 与 y 轴的距离小于 c，则 L 与 l 有且仅有两个交点；若 l 与 y 轴的

距离等于 c，则 L 与 l 有且仅有一个交点；若 l 与 y 轴的距离大于 c，则 L 与 l 没有交点。 

证明：(i) 由点 ( )0 0,x y L∈ ，则必存在 0
3,

2 2
t π π ∈ −  

满足(3.1)： 

( ) ( )
0 0

0 0 0

cos
1 sin sin
2

x c t

y a b a b t t

=



= + − −   

 

由 0 0x ≥ 及 0c > 得 0 0
x
c

≥ ，故满足上式的第一式的 

0
0 arccos 0, ,0

2 2
x

t
c

 π  = ∈ −  

π
  
∪  

若 0 0,
2

t  ∈   

π
，则取 0 0 ,

2
t t π = −π π∈   
� 。设 0t� 对应于 L 上的点为 ( )0 0,x y� � ，将 0t t= � 代入(3.1)得点 

( )0 0,x y L∈� � ，则 

( )0 0 0 0 0cos cos cosx c t c t c t xπ= = − = − = −��  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0

0 0

0 0 0

1 sin sin
2
1 sin sin
2
1 sin sin
2

y a b a b t t

a b a b t t

a b a b t t y

π

= + − −  

 = + − − − − 

= + − − = 

π

 

� ��
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故点 ( ) ( )0 0 0 0, ,x y x y L− = ∈� � 。 

若 0 ,0
2

t ∈
π −  

，则取 0 0
3,
2

t t π = − ∈π π  
� ，同理可证 ( ) ( )0 0 0 0, ,x y x y L− = ∈� � 。 

(ii) 设直线 l 到 y 轴的距离为 k，则 l 的方程为 

( )0x k k c= ≤ < ，或 ( )0x k k c= − ≤ <  

将上式第一式代入 L 的方程，即(3.1)的第一式，得 

cosk c t= 即 cos kt
c

=  

当 0 k c≤ < 时，有 0 1k
c

≤ < ，故满足上式的 t 有且仅有两个解 1t ， 2t 满足 

1 2 1arccos 0, ,   ,0
2 2

kt t t
c

   = ∈  = − ∈ −    

π



π  

设 L 上对应于 1 2,t t 的点分别为 ( ) ( )1 1 2 2, , ,x y x y ，则 

( )2 2 1 1 1cos cos cosx c t c t c t x k= = − = = =  

由(3.2)及 1 0,
2

t  ∈  

π
得 

( ) ( )1 1 1
1 sin sin 0
2

y a b a b t t= + − − >    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1 1
1 1sin sin sin sin 0
2 2

y a b a b t t a b a b t t= + − − − − = − + + − <        

故 1 2y y≠ ，从而 ( ) ( )1 1 2 2, ,x y x y≠ ，即 L 与 l 有且仅有两个交点 ( ) ( )1 2, , ,k y k y 。 
当 k c= 时， cos 1t = ，显然 t 只有一个解 0t = ，故此时 L 与 l 只有一个交点 ( ),0c 。 

当 k c> 时， cos kt
c

= 无解，故此时 L 与 l 无交点。 

对 x k= − 的情形可同理证之。 
引理 2：设由参数式方程(3.1)所确定的 y 为 x 的函数的一阶和二阶导数分别记为 ( )xy t′ 和 ( )xy t′′ ，则 

( ) ( ) ( )1 32 sin cot ,  ,
2 2 2xy t a b a b t t t
c

 ′ = − + − − ∈ − 
π π

    
                   (3.5) 

( ) ( ) ( ) 3
2 3

1 32 sin ,  ,
2 22 sinxy t a b a b t t

c t
  ′′ π π

= − + − − ∈ −    
                  (3.6) 

且(i) 若(3.2)成立，则 

( ) 30,  ,0 ,
2 2xy t t    ′′ > ∈ −   



π
π

 

π


∪                               (3.7) 

(ii) 若(3.3)成立，则 
( ) ( )0,  0,xy t t′′ ≤ ∈ π                                    (3.8) 

(iii) 若(3.4)成立，则在 0,
2

 
 
 

π
上必存在唯一的 

( )0 arcsin 0,
2 2

a bt
a b
+  = ∈ −  

π                                 (3.9) 
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使 

( )0 0xy t′ =                                    (3.10) 

且在 0 ,
2

t π 
 
 

上存在唯一的 

( )
31 0arcsin ,

2 2
a bt t
a b
+  = ∈ −  

π
                           (3.11) 

使 

( )1 0xy t′′ =                                   (3.12) 

( ) ( )10,  0,xy t t t′′ < ∈                               (3.13) 

( ) 10,  ,
2xy t t t ′′ > ∈



π



                             (3.14) 

证明：由(3.1)得 

( )
( ) ( )

( )

1d sin sin
d 32d ,  ,

dd 2 2cos
d

x

y a b a b t t
y ty t t

xx c t
t

′ + − −      ′ = = = ∈ − ′ 

π



π  

将上式化简即得(3.5)，又由(3.5)得 

( )
( )( ) ( ) ( )

( )

1 2 sin cotd 32 ,  ,
d 2 2cos

x
x

a b a b t ty t cy t t
x c t

′ − + − −   ′   ′′ = = ∈ − ′ 

π



π  

将上式化简即得(3.6)。 

(i) 因为当
3,0 ,

2 2
t    ∈ −   

  

π π
π


∪ 时，恒有 3sin 0t < ，由此式及(3.2)和(3.6)即得(3.7)。 

(ii) 因为当 ( )0,t ∈ π 时，恒有 3sin 1t ≤ ，由此式及(3.3)，知 

( ) ( ) ( ) ( )32 sin 2 3 0a b a b t a b a b a b+ − − ≥ + − − = − + ≥                     (3.15) 

又显然有 

( )3sin 0, 0,t t>   ∈ π                                   (3.16) 

于是由(3.6)和(3.15)和(3.16)即得(3.8)。 
(iii) 由(3.4)得 

( )
0 1

2
a b
a b
+

< <
−

                                    (3.17) 

由正弦函数 sin t 在 0,
2

 
  

π
上严格单调递增及(3.17)知，存在唯一的 0 0,

2
t  ∈ 

 

π
使 

( )0sin
2

a bt
a b
+

=
−

                                    (3.18) 

https://doi.org/10.12677/aam.2021.101036


李湘江 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.101036 316 应用数学进展 
 

将(3.18)代入(3.5)，并注意到 0c > ，即得 ( )0 0xy t′ = ，即(3.9)和(3.10)成立。 
又由(3.17)得 

( ) ( )
30 1

2 2
a b a b
a b a b
+ +

< < <
− −

                              (3.19) 

同样由正弦函数 sin t 在 0,
2

 
  

π
上严格单调递增及(3.19)知，存在唯一的 1 0 ,

2
t t ∈ 

 

π
使 

( )
31sin

2
a bt
a b
+

=
+

                                   (3.20) 

( ) ( )3 1sin ,  0,
2

a bt t t
a b
+

< ∈
+

                              (3.21) 

( )
3 1sin ,  ,

2 2
a bt t t
a b
+  > ∈ +  

π
                             (3.22) 

分别将(3.20)和(3.21)和(3.22)代入(3.6)，即得(3.12)和(3.13)和(3.14)。 
定理 1 的证明：设(3.1)的曲线为 L。 

(i) 由(3.2)及引理 1 知，L 关于 y 轴对称且是闭合的，故 L 满足定义 1 的条件①。 

由(3.1)的第一式知， 0t = 是函数 cosx c t= 在
3,

2 2
t π π ∈ −  

上唯一最大值点，且最大值为 c，将 0t = 代 

入式(3.1)的第二式得 0y = ，故 L 上存在唯一一对对称点 ( ),0S c ， ( ),0T c− ，它们到 L 的对称轴 y 轴的距

离最大，故 L 满足定义 1 的条件②。 

令 0x = ，则由(3.1)的第一式得
2

t =
π
或

3
2

t = π ，将它们代入(3.1)的第二式分别 y b= 或 y a= − ，故 L 

与其对称轴 y 轴有且仅有两个交点 ( )0,O b ， ( )0,O a− ，显然 PQ 与 ST 相交于坐标系原点 ( )0,0O 且

OP a b OQ= > = ，故 L 满足定义 1 的条件③。 

由引理 2 之(3.5)知，导数 ( )xy t′ 在 0t = 或 t = π 时为∞ ，而在
3,

2 2
 − 

π



π
的其它点均为有限存在，故曲 

线 L 处处存在切线，从而处处光滑，所以 L 满足定义 1 的条件④。 
因此曲线 L 是满足定义 1 的李氏卵形曲线，参数方程(3.1)为李氏卵形曲线方程。 
(ii) 当(3.3)成立即 0 3b a b< < ≤ 时，必有(3.2)成立，从而由引理 2 之(i)即(3.7)知曲线 L 的下半部为下

凸的，而由(3.3)及引理 2 之(ii)即(3.8)知曲线 L 的上半部为上凸的[2]，故曲线 L 为凸的，又由(3.3)成立，

则(3.2)必成立，从而由(i)知，L 为李氏卵形曲线，又上面已证 L 处处光滑，所以曲线 L 为李氏卵圆。参

数方程(3.1)为李氏卵圆方程。 
(iii)当(3.4)成立即 3a b> 时，由引理 2 之(iii)知(3.9)~(3.14)均成立，且(3.2)亦成立，从而(3.7)成立。 
设曲线 L 上对应于 1t 的点为 1H ，则由(3.12)~(3.14)知点 1H 为曲线 L 的拐点[2]；由对称性知，2 1t t= π −

所对应的点 2H 也是曲线 L的拐点，且曲线 L在 ( )10,t t∈ 上为上凸的，在 ( )1 2,t t t∈ 上为下凸的，在 ( )2 ,t t∈ π

上为上凸的。所以曲线 L 的上半部仅在近端点处是向里凹的。 

而当
3,0 ,

2 2
t π π  π 

 ∈ −  
  
∪ 时，由(3.7)知，曲线 L 在

3,0 ,
2 2

t π π  π 
 ∈ −  
  
∪ 上(即 L 的下半部)是下凸的。 

这就证明了当(3.4)成立时，曲线 L 仅在近端点处向里凹；又由(3.4)成立，则(3.2)必成立，从而由(i)
知，L 为李氏卵形曲线。所以曲线 L 为李氏心脏线(参见图 2)，参数方程(3.1)为李氏心脏线方程。 
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Figure 2. Li’s cardioids diagram 
图 2. 李氏心脏线示意图 

 

注 1：在(3.1)中令 ,b a a c= > ，则得
cos 3, ,
sin 2 2

x c t
t

y a t
=  ∈ −

π
= 

π


，此式正是长、短半轴为 a，c 的椭圆的 

参数式方程。故李氏卵形曲线(3.1)是椭圆的推广。 

4. 参数式李氏卵形曲线的周长和面积 

定理 2：设李氏卵形曲线(3.1)的长、短、对称半径分别为 , ,a b c ，曲线的周长为 l，所围图形面积为 S，
则 

( ) ( )
3

22 2 22

2

1 4 sin 2 sin cos d
2

l c t a b a b t t t
−

π

π= + + − −  ∫                     (4.1) 

( )
2

S a b c=
π

+                                      (4.2) 

证明：由文献[2]之 P277及文献[3]之 P145，知 

( ) ( )
3

2 22

2

dl x t y t t
π

−
π ′ ′= +∫                                  (4.3) 

( )
3
2

2

1 d
2

S xy yx t
π

−
π ′ ′= −∫                                   (4.4) 

将(3.1)及其导数代入(4.3)即得(4.1)。 
将(3.1)及其导数代入(4.4)并化简，得 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

3
2

2
3 3 3

2 2 32 2 2

2 2 2

1 1 1cos sin 2 cos sin sin sin d
2 2 2

sin cos d sin 2 cos d sin d
4 4 4

S a b t a b t c t a b a b t t c t t

c c ca b t t t a b t t t a b t t

π

−

− −

π

π π π

π π π
−

 = + − − ⋅ + + − − ⋅        

   = + + − − − −

∫

∫ ∫ ∫
 

而 

( )( ) ( ) ( )
3 3

2 22 2

2 2

sin cos d d
4 4 2
c ca b t t t a b t a b c

π π

π π
− −

π
+ + = + = +∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3
02 2 22 2 2
0

2 2 2

sin 2 cos d cos sin d cos d cos d 0
4 2 2 2

a b c a b c a b cc a b t t t t t t t t u u
π π π

π
− −

π
−

π

− − −
− = = − = − =∫ ∫ ∫ ∫  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3

03 2 22 2
0

2 2

sin d 1 cos d cos 1 d 0
4 4 4

a b c a b cc a b t t t t u u
π π

− −
π π

− −
− = − − = − − =∫ ∫ ∫  

故 ( )
2

S a b c=
π

+ ，即(4.2)成立。 

注 2：在(4.2)中令 ,b a a c= > ，则得 S ac= π ，此式正是长、短半轴为 ,a c 的椭圆的面积公式，这也佐

证了(4.2)的正确性。 

5. 参数式李氏卵形曲线所围图形的质心 

定理 3：设李氏卵形曲线(3.1)的长、短、对称半径分别为 , ,a b c ，曲线所围图形的质心为 ( ),x y ，则 

( )

0
3
8

x

y a b

=



= − −

                                   (5.1) 

证明：由对称性显然有 0x =  
设参数式(3.1)的卵形曲线的上半部为 ( )2y x ，下半部为 ( )1y x ，则由(3.1)可得 

( ) ( ) ( )( ) [ ]2 2 2 2
2 2

1 ,  ,
2

y x c a b c x a b c x x c c
c

 = + − − − − ∈ −  
                  (5.2) 

( ) ( ) ( )( ) [ ]2 2 2 2
1 2

1 ,  ,
2

y x c a b c x a b c x x c c
c

 = − + − − − − ∈ −  
                 (5.3) 

又设卵形曲线(3.1)所围图形对 x 轴的静力矩为 xM ，则由文献[4]之 P229知 

( )2 2
2 1

1 d
2

c
x c

M y y x
−

= −∫                                (5.4) 

将(5.2)和(5.3)代入(5.4)并化简，得 

( )
2 2

2 2 2 2
3 d

2
c

x c

a bM c x c x x
c −

−
= − − −∫  

上式中令 sinx c t= ，换元积分之，得 

( )
( )

( ) ( )

2 22 2
4 42 2

3
2 2

2 2 2 2

2

2

1cos d 3 4cos 2 cos 4 d
2 82

3
3d

16 16

x

a b ca bM c t t t t t
c

a b c a b c
t

− −

−

π π

π π

π

π

−−
= − = − + +

− −
      

π
= − = −

∫ ∫

∫

            (5.5) 

又由文献[4]之 P226知 

xM
y

S
=                                         (5.6) 

将(5.5)和(4.2)代入(5.6)即得 ( )3
8

y a b= − − ，故(5.1)成立。 

6. 参数式李氏卵形曲线所围图形的转动惯量 

定理 4：设李氏卵形曲线(3.1)的长、短、对称半径分别为 , ,a b c ，曲线所围图形绕 y 轴的转动惯量为

yI ，则 
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21
4yI Mc=                                     (6.1) 

其中 

( )1
2

M a b cρπ= +                                  (6.2) 

是面密度为常数 ρ 的卵形曲线薄片的质量。 
证明：由文献[4]之 P239知 

( )2
2 1 d

c
y c

I x y y xρ
−

= −∫  

将(5.2)和(5.3)代入上式，并化简，得 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2
0

22 2 32 2
0 0

3 3
22 2

0 0

3
2 3 2

0

2( )d d

2
sin cos d sin 2 sin cos d

1 cos 4sin 2 d d
2 2 2

1 1sin 4
4 4 8 4

c c
y c

a b a bI x c x x x c x x
c c

a b
c t c t c t a b c t t t

c
a b c a b c tt t t

a b c
t t a b c Mc

ρ ρ

ρ
ρ

ρ ρ

ρ
ρ

π π

π

π

−

π

+ +
= − = −

+
    = ⋅ = +

+ + −
    = =

+      = − = + =  

π

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
 

其中 ( )1
2

M a b cρπ= + 。故(6.1)，(6.2)成立。 

7. 参数式李氏卵形曲线的曲率和曲率半径 

定理 5：设李氏卵形曲线(3.1)的长、短、对称半径分别为 , ,a b c ，曲线曲率为 K，曲率半径为 R，则 

( ) ( )

( ) ( ){ }
3

22
2

2
3

4 2 sin

4 sin cos sin 2

c a b a b t
K

c t a b t a b t

+ − −
=

+ + − −  

                     (7.1) 

( ) ( ){ }
( ) ( )

22 2
3 2

3

4 sin cos sin 2

4 2 sin

c t a b t a b t
R

c a b a b t

+ + − −  
=

+ − −
                     (7.2) 

证明：由文献[2]之 P171知参数式表示的曲线的曲率 K 和曲率半径 R，有公式 

( )2 2 3 2

xy xy
K

x y

−
=

+

��� ���

� �
                                   (7.3) 

( )2 2 3 2
x y

R
xy xy

+
=

−

� �

��� ���
                                   (7.4) 

由式(3.1)得 
sinx c t= −�  

cosx c t= −��  

( ) ( )1 cos sin 2
2

y a b t a b t= − + − −  �  
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( ) ( )1 sin 2 cos 2
2

y a b t a b t= − + + −  ��  

将上诸式分别代入式(7.3)与(7.4)，并化简，即得式(7.1)和(7.2)。 

特别：由式(7.2)即知，对应于 ,0, ,
2 2

t = −
π π

π 的点处的曲率半径分别为 

22
2 3

cR
a b

 − =  − 

π                                     (7.5) 

( ) ( )2

0
4

a b
R

c
+

=                                     (7.6) 

22
2 3

cR
a b

  =  − + 

π                                     (7.7) 

( ) ( )2

4
a b

R
c

+
=π                                      (7.8) 

8. 参数式李氏卵形曲线旋转卵形体的体积 

定理 6：设李氏卵形曲线(3.1)的长、短、对称半径分别为 , ,a b c ，曲线所围图形绕 y 轴旋转而成的旋

转卵形体的体积为 V，则 

( ) 22
3

V a b cπ= +                                     (8.1) 

证明：由文献[2]之 P273及(3.1)知，旋转卵形体的体积 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2 2 22 2

2 2
2

3 2 32 2

2 2
2

2 32 2

2 2

2

1d d cos cos 2 cos sin d
2

cos d cos sin d
2

3cos cos3 d cos d cos
2 4

3 1sin sin 3
2 4 12

b

a
V x y x t y t t c t a b t a b t t t

a b c
t t a b c t t t

a b c t t t a b c t t

a b c
t t

− − −

π π

π π

π π

π π

π π

−

π
− −

π

−

′= = = ⋅ + − −  

+
   = − −

+ +
   = + −

+    =

π π π

π
π

π

+

π

π

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

( ) ( ) ( )
2

2 02 3 2
0

2

4 2d 0
2 3 3

a b c
a b c u u a b c

−

π

π

+ + − = ⋅ + = +  π π


π

 ∫

 

故(8.1)成立。 

注 3：在(8.1)中，令b a= ， a c> ，则得 24
3

V ac= π ，此式正是长、短半轴分别为 ,a c 的旋转椭球的 

体积公式。这也佐证了(8.1)的正确性。 

9. 参数式李氏卵形曲线的几何作法 

由(3.1)可得参数式李氏卵形曲线的几何作法，其作图步骤如下： 
首先约定以 O 为圆心，r 为半径的圆表示为圆 ( );O r ； 
1) 以直角坐标系的原点 O 为圆心，c 为半径作图 ( );O c 交 x 轴于点 A，以 O 为圆心， a b− 为半径作

圆 ( );O a b− ； 
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2) 以 O 为顶点，OA 为始边作
3, ,

2 2
AOB t t π π ∠ = ∈ −  

，OB 交圆 ( );O c 于点 D，OB 的反向延长线交 

圆 ( );O a b− 于点 E； 
3) 从点 E 作 x 轴的垂线，垂足为 F； 

4) 在射线 OB 上取 ( )1
2

OG a b EF= + ± ， [ ]0,t ∈ π 时取“−”，
3,0 ,

2 2
t    ∈ −     

π π
π


∪ 时取“+”； 

5) 过点 D 作 x 轴的垂线，过点 G 作 y 轴的垂线，两垂线交于点 tM ，则点 tM 就是参数式李氏卵形

曲线(3.1)上对应于参数 t 的点。如此作出若干个这样的 tM 点，连起来就可获得方程(3.1)的图形，如图 3
所示。 

 

 
Figure 3. Geometric drawing of Li’s oval 
curve (3.1) 
图 3. 李氏卵形曲线(3.1)的几何作法示

意图 

10. 参数式李氏卵形曲线旋转卵形体的质心 

定理 7：设李氏卵形曲线(3.1)的长、短、对称半径分别为 , ,a b c ，曲线绕 y 轴旋转而成的旋转卵形体

的质心为 ( ), ,x y z ，则 

( )

0
3

10
0

x

y a b

z

=
 = − −


=

                                 (10.1) 

证明：由文献[4]之 P236知 

2d
b

a
yx y

y
V

−
π

= ∫                                   (10.2) 

又 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 22

2

2

2

2 22 3 2 2 2 3 2 2 3 32 2 2

2 2 2

d d

1 1cos sin sin cos sin 2 d
2 2

1 3 1cos sin d cos sin d sin cos d
4 4 2

b

a
yx y y t x t y t t

c t a b a b t t a b t a b t t

c a b t t t c a b t t t c a b t t t

π

π

π

π

π π π

π π

− −

−

− −
π

−

′=

= + − − + − −      

= + − − − −

∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫

    (10.3) 

而 

03 3 32 2
0

2 2

cos sin d cos d cos d 0t t t t t u u
−

π

π
−

π

π= = =∫ ∫ ∫                         (10.4) 

( )
23 3 32 2 2

2 2 2 2

1 1 1 3 1sin cos d sin 2 d 3sin 2 sin 6 d cos 2 cos 6 0
8 32 32 2 6

t t t t t t t t t t
π

π π π

π π π
− π− −

−

 = = − = − + =  ∫ ∫ ∫    (10.5) 

( )

( )

3 2 2 2 2 22 2 2

2 2 2
13 51 2 2

1
1

cos csin d cos csin d sin 1 sin sin d sin

41 d
3 5 15

t t t t t t t t t

u uu u u

π π π

π π
− − −

−
−

π= = −

 
                             = − = − = 

 

∫ ∫ ∫

∫
             (10.6) 

将(10.4)和(10.5)和(10.6)代入(10.3)得 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 3 2 2 2 2 2 2 22

2

3 3 4 3d cos sin d
4 4 15 15

b

a
yx y c a b t t t c a b c a b

− −

π

π= − − = − − ⋅ = − −∫ ∫        (10.7) 

由(10.2)和(10.7)和(8.1)得 

( )
( )

( )
2 2 2

2

3
315

2 10
3

c a b
y a b

a b c

− −
= =

π
− −

+π
                        (10.8) 

由对称性知 0x = ， 0z = ，故(10.1)成立。 

11. 参数式(3.1)为关于 x，y 的四次方程 

由参数式(3.1)的第二个式子得 

( ) ( )2sin sin 2 0a b t a b t y− − + + =  

则 

( ) ( ) ( )
( )

2 8
sin

2
a b a b a b y

t
a b

+ ± + − −
=

−  

( ) ( ) ( )
( )

2
2

2 8
sin

2
a b a b a b y

t
a b

 + ± + − − =
 −
   

又由(3.1)的第一个式子得 
2

2
2cos xt

c
=  
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将上两式相加，并注意到 2 2sin cos 1t t+ = ，则得 

( ) ( ) ( )

( )

2
2

2

2 2

8
1

4

a b a b a b yx
c a b

 + ± + − −  + =
−

 

上式化简即得 

( ) ( ) ( ) ( )2 4 2 2 2 2 2 2 4 2 4 44 6 4 4 4 0a b x c a b x y c a ab b x c y c a b y abc− − − − − + + + − − =       (11.1) 

故式(11.1)是和参数式(3.1)等价的。从而由定理 1 可得如下 
定理 8：(i) 若(3.2)成立，则(11.1)是以 , ,a b c 为长、短、对称半径的李氏卵形曲线方程; 
(ii) 若(3.3)成立，则(11.1)是以 , ,a b c 为长、短、对称半径的李氏卵圆方程; 
(iii) 若(3.4)成立，则(11.1)是以 , ,a b c 为长、短、对称半径的李氏心脏线方程。 
定理 9：设四次方程 

4 2 2 242 0
2
F ADAx ADx y x Dy D Ay F

D
−

− + + + − =                  (11.2) 

(i) 若 
, , 0A D F >                                    (11.3) 

则(11.2)是李氏卵形曲线方程，且其长、短、对称半径 

4

4
2

4
2

4

D A AD DFa
D

D A AD DFb
D

Dc

 + +
=


 − + + =



=


                             (11.4) 

(ii) 若 

, , 0A D F > 且
4
3

FA
D

≤                                (11.5) 

则(11.2)是李氏卵圆方程，且其长、短、对称半径如(11.4)所示。 
(iii) 若 

, , 0A D F > 且
4
3

FA
D

>                                (11.6) 

则(11.2)是李氏心脏线方程，且其长、短、对称半径如(11.4)所示。 
证明：考察如下的四次方程 

4 2 2 2 0Ax Bx y Cx Dy Ey F− + + + − =                        (11.7) 

比较(11.7)与(11.1)的系数，得 
( )2A a b= −                                  (11.8) 

( )24B c a b= −                                 (11.9) 

( )22 4C c ab a b = − −                             (11.10) 
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44D c=                                 (11.11) 

( )44E c a b= −                              (11.12) 

44F abc=                                (11.13) 

由(11.8)得 

a b A− =                               (11.14) 

由(11.11)及(11.13)得 
Fab
D

=                                 (11.15) 

由(11.9)，(11.11)，(11.14)得 
2B AD=                               (11.16) 

由(11.10)，(11.11)，(11.15)，(11.8)得 

44
4 2
D F F ADC A

D D
− = − = 

 
                      (11.17) 

由(11.12)，(11.11)，(11.8)得 

E D A=                                (11.18) 

将(11.16)，(11.17)，(11.18)代入(11.7)，即得(11.2)。又由(11.8)，(11.11)，(11.13)可得 

( )2

4

4

4

4

A a b

D c
F abc

 = −
 =
 =

                              (11.19) 

由(11.19)反解即得(11.4)。 
(i) 由(11.4)及(11.9)得 

, , 0a b c > 且 , , 0a b A D F> ⇔ >  

故由定理 8 之(i)即知本定理之(i)成立。 
(ii) 将(11.4)的前两式代入(3.3)，得 

( )2 2

2

2

3 4 3 4

4 2 4

3 4
4
3

a b AD AD DF AD AD DF

AD AD DF
AD DF

FA
D

≤ ⇔ + + ≤ − + +

           ⇔ ≤ +

           ⇔ ≤

           ⇔ ≤

 

由上式及定理 8 之(ii)即得本定理之(ii)。 
(iii) 将(11.4)的前两式代入(3.4)，并仿(ii)之推导，得 

43
3

Fa b A
D

≤ ⇔ ⇔ >�  

由上式及定理 8 之(iii)即得本定理之(iii)。 
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12. 示例与仿真验证 

12.1. 示例 

只要给出李氏卵形曲线的长、短、对称半径 , ,a b c 三个特征参数的具体数值，代入(3.1)或(11.1)就可

得到具体的李氏卵形曲线方程。 
例 1：设 8a = ， 6b = ， 5c = ，代入(3.1)或(11.1)得 

2

5cos 3,  ,
2 27sin sin

x t
t

y t t
=  ∈ −  =

π
−  

π                            (12.1) 

4 2 2 24 200 4700 2500 5000 120000 0x x y x y y− + + + − =                     (12.2) 

即 
4 2 2 250 1175 625 1250 30000 0x x y x y y− + + + − =                      (12.3) 

注意到这时有 , , 0a b c > 且 3b a b< ≤ ，故由定理 1 之(ii)和定理 8 之(ii)知，(12.1)或(12.2)或(12.3)为李

氏卵圆方程。曲线图形如图 4 所示。 
 

 
Figure 4. Equation (12.1) graphics 
图 4. 方程(12.1)的图形 

 
例 2：设 8a = ， 0.4b = ， 5c = ，代入(3.1)或(11.1)得 

2

5cos 3,  ,
2 24.2sin 3.8sin

x t
t

y t t
=  ∈ −  = −  

π π                           (12.4) 

4 2 2 257.76 760 1124 2500 19000 8000 0x x y x y y− + + + − =                     (12.5) 

注意到这时有 , , 0a b c > 且 3a b> ，故由定理 1 之(iii)和定理 8 之(iii)知，(12.4)及(12.5)为李氏心脏线

方程。曲线图形如图 5 所示。 

12.2. 仿真验证 

为了验证本文所建参数式李氏卵圆方程图形与真实卵形对比效果，用计算机编写了一个仿真绘图程

序。取一张鸡蛋照片作为绘图程序界面上绘图区的背景。通过像素分析和计算，获得图片中鸡蛋图像长

方向最大像素为 386，宽方向最大像素为 294，在鸡蛋图片横向和纵向最大像素处画两条直线作为 x 轴和
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y 轴，x 轴与 y 轴的交点即为鸡蛋的卵心，并将卵心位置设定为绘图区的原点。程序界面如图 6(a)所示。 
 

 
Figure 5. Equation (12.4) graphics 
图 5. 方程(12.4)的图形 

 

 
(a) 绘图程序界面                                          (b) 绘图程序运行结果 

Figure 6. Drawing program of simulating 
图 6. 仿真绘图程序 
 

按参数式李氏卵形曲线方程的需求量取鸡蛋以像素为单位的长、短、对称半径三个参数值，得出 
206a = ， 180b = ， 147c = ，且满足 3b a b< ≤ ，则由(3.1)即得其卵圆方程： 

( )
147cos 3,  ,
193 13sin sin 2 2

x t
t

y t t
=  ∈ −  =

π
− 

π


                      (12.6) 

绘图程序使用方程式(12.6)进行计算并通过描点法绘制图形，界面右侧文本框中显示方程取点的计算

值。程序运行结果见图 6(b)。 
图 6(b)中鸡蛋外轮廓的黑色绘图线是绘图程序根据方程式(12.6)绘制的卵圆图形，图线准确地通过鸡
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蛋的近端点、远端点和两个对称端点四个端点，与图片中鸡蛋外轮廓高度吻合。 

13. 结语 

鉴于到目前为止，人们对卵形曲线和卵圆还没有一个明确统一的定义，本文对卵形曲线和卵圆给出

了一种精确定义，且为了叙述方便将这种新定义的卵形曲线和卵圆取名为李氏卵形曲线和李氏卵圆，同

时提出了一类非常实用的参数式李氏卵形曲线方程，并推导出其周长、面积、质心坐标、转动惯量和旋

转卵形体的体积等重要公式，为卵形曲线及其应用研究提供理论基础，也给卵形曲线的工程应用带来极

大的方便。 
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