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摘  要 

在数学发展的历史长廊中，闭区间上连续函数的性质，为数学学科的发展奠定了理论基础。本文主要介

绍闭区间上连续函数的零点存在性定理，并例举出零点定理在求解椅子放稳、电梯升降、以及政府对宏

观经济的调控等实际生活中的应用，最后归纳总结出应用零点定理求解实际问题的一般步骤。 
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Abstract 
In the historical corridor of mathematics development, the nature of continuous functions on 
closed intervals has laid a theoretical foundation for the development of mathematics. This article 
mainly introduces the zero-point existence theorem of continuous functions on closed intervals, 
and exemplifies the application of the zero-point theorem in solving the problem of chair stabili-
zation, elevator lifting, and government regulation of the macro-economy, and finally summarizes 
the application of the zero-point theorem general steps for solving practical problems. 
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1. 引言 

闭区间上连续函数的零点定理是《高等数学》课程教学中必不可少的内容，根据零点定理可以引出

《高等数学》中几个重要的定理例如：介值定理、拉格朗日中值定理等。数学来源于生活，必将应用到

生活中，零点定理不论是在数学中或者物理中都具有广泛的应用[1]。例如：椅子放稳、电梯升降、以及

政府对宏观经济的调控等实际生活问题，本文将在零点定理的基础上，建立数学模型，针对以上所提出

的问题进行求解，并归纳总结出求解的一般步骤[2]。 

2. 零点定理的介绍 

零点定理[3] [4]：设函数 ( )f x 在闭区间 [ ],a b 上连续，且 ( )f a 与 ( )f b 异号，即 ( ) ( ) 0f a f b⋅ < ，那

么在开区间 ( ),a b 内至少存在一点ξ ，使得 ( ) 0f ξ = 。 
(即：方程 ( ) 0f x = 在 ( ),a b 内至少存在上一个实根) 

 

 

 

几何意义：对于曲线 ( )y f x= ，如果曲线的两个端点处于水平线 x 轴两侧，则曲线与 x 轴至少有一

个交点. 

3. 零点定理的应用 

零点定理的应用背景非常广泛，下面将介绍定理在不同背景下的应用。 

例 1 [5] [6]：将四条腿长度相同的椅子放置在凹凸不平的地面上，现分析椅子是否能平稳的放置在地面。 

分析：图 1 中 A、B、C、D 为椅子的四只脚，坐标系原点选椅子中心，坐标轴选为其对角线，椅子

的移动位置可以由正方形沿坐标原点旋转的角度θ 唯一表示。现假设某椅子脚与地面的垂直距离为 y，显

然 y 是关于θ 的函数，记为 ( )y f θ= ，由于正方形的中心对称性，可以用对应的两个脚与地面的距离之

和来表示两个脚与地面的距离关系，记 ( )f θ 为A、C的距离之和； ( )g θ 为B、D的距离之和，显然 ( ) 0f θ ≥ 、

( ) 0g θ ≥ ，并且是θ 的连续函数，要使椅子能在地面放稳至少有三只脚同时着地，即对于任意的θ ，

( ) ( ),f gθ θ 至少有一个为 0，不妨设当 ( ) 0g θ = 时， ( ) 0f θ >  (即 A、C 其中一点着地) ( ) 0g θ =  (即 B、
D 着地)。 
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Figure 1. The four corners of the chair 
图 1. 椅子四角图 

 
上述命题可描述为如下命题。 

命题：设函数 ( ) ( ),f gθ θ 是关于θ 的非负连续函数，对任意的θ ，有 ( ) ( ) 0f gθ θ⋅ = ，且 

( ) ( )0, 0f gθ θ> = ，则有存在 0θ ，使 ( ) ( )0 0 0f gθ θ⋅ = 。 

证明：现将椅子旋转 90˚，则椅子对角线 AC 与 BD 互换，由 ( ) ( )0, 0f gθ θ> = 变为 0, 0
2 2

f g   = >   
   

π π
。 

令 ( ) ( ) ( )h f gθ θ θ= −  

则有 ( )0 0h > 和 ( ) 0h θ < ，由 ( )h θ 的连续性及连续函数的中值定理，必存在一个 0 0,
2

θ  ∈ 
 

π
，使 

( )0 0h θ = ，即则有存在 0θ ，使 ( ) ( )0 00, 0f gθ θ= = 。 
例 2：某小区住户甲早上 8 点从 42 层坐电梯楼下，8 点 3 分到一楼，住户乙 8 点从一楼返回 42 层，

8 点 3 分到达，试证明住户甲与住户乙在某个时刻会经过相同位置高度。 
证明：根据题意，现以时间 t 为横坐标，电梯所在高度 h 为纵坐标,建立直角坐标系，如图 2 所示，

直线 AB 为住户甲所在电梯的运动轨迹，直线 DC 为住户甲所在电梯的运动轨迹。现假设住户甲与住户乙

在某个时间 t 内处于同一高度，记为： ( ),Q t h 。 
 

 

Figure 2. The trajectory of the elevator 
图 2. 电梯运动轨迹 

 
记直线 AB： ( ) ( )8 : 00 8 : 03h t tφ= ≤ ≤ ； 
记直线 CD： ( ) ( )8 : 00 8 : 03h t tϕ= ≤ ≤ 。 
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令 ( ) ( ) ( ) ( )8 : 00 8 : 03f t t t tφ ϕ= − ≤ ≤ 。 
因为 ( ) ( ),t tφ ϕ 连续，因此 ( )f t 在 ( )8 : 00 8 : 03t≤ ≤ 上式连续的。 
从而 ( ) ( ) ( )

8:00 8:00 8:00
0

t t t
f t t t Hφ ϕ

= = =
= − = >

 
(H 为电梯所在的高度) 

( ) ( ) ( )
8:03 8:03 8:03

0
t t t

f t t t Hφ ϕ
= = =

= − = − <  

根据零点定理可知，则在区间 ( )8 : 00 8 : 03t≤ ≤ 上至少存在一个点 [ ]8 : 00,8 : 03ς ∈ ，使得 ( ) 0f ς = ，

从而 ( ) ( )φ ς ϕ ς= 。 

例 3：在经济快速增长的时代，政府对市场经济实行必要的调控，是维持经济良性发展的有效手段，

假设市场经济增长函数为 ( )tφ ，政府调控经济增长函数为 ( )tϕ ，试证明在某一时刻市场增长价格与政府

调控价格相同。 
证明： ( ) ( ) ( )h t t tφ ϕ= −  

因为 ( ) ( ),t tφ ϕ 连续，因此 ( )h t 为连续函数。 
从而 ( ) ( ) ( )

0 0 0
0

t t t t t t
h t t t aφ ϕ

= = =
= − = >  

表示 0t 时刻市场经济增长函数 ( )tφ 的值大于政府调控经济增长函数 ( )tϕ 的值 

( ) ( ) ( ) 0
N N Nt t t t t t

f t t t aφ ϕ
= = =

= − = − <  

表示 Nt 时刻市场经济增长函数 ( )tφ 的值小于政府调控经济增长函数 ( )tϕ 的值，其中 a 为常数，表示

政府调控价格与市场价格的差值。 
根据零点定理可知，则在区间 ( )0 t N≤ ≤ 上至少存在一个点 [ ]0, Nξ ∈ ，使得 ( ) 0f ξ = ，从而

( ) ( )φ ξ ϕ ξ= ，即至少存在一个确定时刻ξ ，使得政府调控价格与市场价格相同，从而达到经济宏观调控

的目的。 

4. 零点定理求解一般步骤 

通过实例的分析，得到零点定理求解不同背景的一般步骤： 

第一步 作辅助函数：将定理中 ( )f ξ 用 ( )f x 替换，写出相对应的方程； 
第二步 找函数异号值：在自变量的取值范围内找出两个异号的自变量值； 

第二步 寻找“0”点位置：通过异号性找出“0”点位置。 
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