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摘  要 

Degasperis-Procesi方程是偏微分方程中非常重要的一个方程。本文主要介绍扩展的Degasperis-Procesi
方程，利用行波变换将偏微分方程转换成常微分方程，再对方程中的参数进行分析得到相图分支，根据相

图轨道构建出方程精确行波解，求出其参数表达式。同时证明了在某些参数条件下，扩展的

Degasperis-Procesi方程具有光滑的孤立波解和周期波解。 
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Abstract 
Degasperis-Procesi equation is one of the most important partial differential equations. The pre-
sented paper mainly introduces the extended Degasperis-Procesi equation. The partial differen-
tial equation is transformed into ordinary differential equation by traveling wave transformation, 
and then the parameters in the formula are analyzed to obtain the phase diagram branch. Accord-
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ing to the phase diagram orbit, the exact traveling wave solutions for the equation are constructed. 
It is proved that the extended Degasperis-Procesi equation has smooth solitary wave solution and 
periodic wave solution under some certain parametric conditions. 
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1. 引言 

孤立波最初由英国科学家罗素(Russell)于 1842 年发现并于 1844 年提出[1]，它满足以下条件：1) 只
在浅水中出现；2) 只有一个波峰或波谷；3) 是有限振幅波。罗素认为孤立波是流体运动的一个稳定解，

但他并未成功解释该现象。罗素提出的孤立波现象于 1895 年被荷兰数学家 Korteweg 和 de Vries 成功解

释[2]。他们在研究浅水中小振幅长波运动时导出了一种单向运动浅水偏微分方程——KdV 方程，获得了

KdV 方程的一个行波解，证明罗素所提出的孤立波是存在的。 
1965 年 Zabusky 和 Kruskal 发现，假定 FPU 问题的震动是连续的，就可以用 KdV 方程近似描述。对

于 KdV 方程中波速不同的两个孤波，相互碰撞后，只发生位移，而波形波速不改变，类似于粒子的碰撞，

所以他们将这样的孤波命名为孤立子。Cammassa和Holm于[3] 1993年导出了Cammassa-Holm (CH)方程，

得到了方程带尖点的孤立子解，说明孤立子并不都是光滑的。 
与孤立波理论研究相关的方程有很多，其中就包括 Cammassa-Holm (CH)方程和 Degasperis-Procesi 

(DP)方程。Degasperis 和 Procesi [3]在研究动力学的非线性浅水波模型时提出了以下方程： 

( )1 ,t txx x x xx xxxu u a uu au u uu− + + = +                                (1) 

当且仅当 2a = 或 3a = 时，方程(1)完全可积。当 2a = 时，方程(1)是 Cammassa-Holm (CH)方程，可积且

具有多孤子尖波峰解；当 3a = 时，方程(1)是无色散形式的 Degasperis-Procesi (DP)方程。 
最近 Helal [4]、王[5]、刘[6]等研究了扩展的 CH 和 DP 方程： 

( ) ( )21 .1t txx x x xx xxxu u a u u b u u uu=− + + + +                              (2) 

情况 1： 2a = ， 1b = ，方程(2)是扩展的 Camassa-Holm (mCH)浅水波方程(见[3])。 
情况 2： 3a = ， 2b = ，方程(2)是扩展的 Degasperis-Procesi (mDP)方程(见[7])，文献[4] [5] [6]通过使

用 tanh 和 sine-cosine、动力系统的分支理论等方法得到了两个扩展 Degasperis-Procesi 方程的具有 peakon
解的孤立波解。 

本文研究 2b = ， 3a ≠ 的情况，即以下形式的扩展 Degasperis-Procesi 方程： 

( ) 21 ,3t txx x x xx xxxu u a u u u u uu+ + = +−                                (3) 

利用动力系统分支理论[8]研究其相图分支和对应的行波解。 
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2. 方程(3)的相图 

对方程(3)作行波变换 ( ) ( ), ,u x t u x ctξ ξ= = − ，其中 c 是波速。代入式(3)，积分忽略积分常数，方程

(3)转化为如下的常微分方程： 

( )231 ,
3

acu cu u u uu+′′ ′ ′′− + + = +                                  (4) 

将其转化为以下的二维系统： 

3 21
d d 3;  ,
d d

acu u yu yy
c uξ ξ

+
+

= =
−

−
                                 (5) 

并得到它的首次积分为： 

( ) ( ) ( ) ( )22 2 3 4 5 22 1 2, 1 1 ,
3 6 15

H u y c u cu c a u a u c u y h= − + + + − + + − =                   (6) 

通过变形可以得到： 

( ) ( )

( )

2 2 3 4 5

2
2

2 1 21 1
3 6 15 ,

h c u cu c a u a u
y

c u

+ − − + + +
=

−
                          (7) 

当 0c u− = 时，记 sh h= 。 

可以看出，方程(4)是一个平面动力系统，定义在参数空间 ( ), ,c a n 上。由于在实际模型中，有界解才

具有物理意义，同时(4)式的相图轨道决定了的所有行波解，所以我们将研究(4)式在相平面 ( ),u y 中的相

图分支，对于给定的物理模型，仅求出方程(4)的有界解。通过观察在系统参数发生变化时，相图的分支

情况，得出方程的行波解。 
设 ( )u ξ 是(5)在 ( ),ξ ∈ −∞ +∞ 上的一个连续解，且 ( )lim u aξ ξ→−∞ = ， ( )lim u bξ ξ→+∞ = 。①若 a b= ，

称 ( ),u x t 为一个孤立波解；②若 a b≠ ，称 ( ),u x t 为扭结或反扭结波解。式(1)的一个孤立波解对应式(5)
的一个同宿轨道，式(1)的一个扭结或反扭结波解对应式(5)的一个异宿轨道。因此想要分析所有式(1)孤立

波的相图分支，就得先找到式(5)基于系统参数的同宿轨道。 
考虑式(5)，首先令 ( )d dc uξ τ= − ，式(5)变为 

( ) 3 2d d 1;  
d d 3

,u y ac u y cu u y
τ τ

+
= − = − +                               (8) 

显然，除直线 0c u− = 外，式(8)与式(5)具有相同的拓扑相图。且式(7)与式(5)可积，首次积分与式(6)
相同。当 h 不变时，式(7)确定式(8)的一组不变曲线，包含不同的曲线分支；当 h 变化时，式(7)定义了式

(8)不同曲线的动力学行为。 

令 ( ) 31
3

aF u cu u+
= − ，为了研究系统的临界点，我们需要找到方程 ( ) 0F u = 的所有零点。在 ( ),u y 相

平面中，方程(5)在 u 轴上的横坐标是 ( )F u 的零点。 

可以发现，若 ( )1 0c a + > ，则 ( )F u 有三个平衡点，分别是 ( )0 0,0E 、 1,2
3 ,0

1
cG

a
 
  + 

。若 ( )1 0c a + < ，

则 ( )F u 有一个平衡点 ( )0 0,0E 。 

设 ( ),0iE u 是式(7)的平衡点， ( ),0iM u 是式(7)线性化系统在 ( ),0iE u 处的系数矩阵， ( ),0iJ u 是它的

雅可比行列式，则 
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( ) ( ) ( ) ( ) 2,0 det , 10i i i iJ u M u c c a uu= = − − +−     

由平面动力系统分支定理可知，当 ( ),0 0iJ u > 时，哈密顿系统平衡点 ( ),0iE u 是中心；当 ( ),0 0iJ u <

时， ( ),0iE u 是鞍点；当 ( ),0 0iJ u < ，且 Poincaré 指数为 0 时， ( ),0iE u 是尖点。 
由(6)定义的函数，有 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 32 1 2,0 1 1 ;  ,0 0,
3 6 15 oh H u u c cu c a u a u h H y± ±

 = = − + + + − + = ± = 
 

             (9) 

由以上分析得到四种不同的参数条件下的相图分支，见图 1。 
 

 
(1-1) 0,  1 0c a> + <                               (1-2) 0,  1 0c a< + >  

 
(1-3) 0,  1 0c a> + >                              (1-4) 0,  1 0c a< + <  

Figure 1. Phase portraits of system (5) on different parametric conditions 
图 1. 系统(5)在不同参数条件下的相图 
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可以发现，(1-1) 0, 1 0c a> + < 、(1-2) 0, 1 0c a< + > 两种情况下，方程不存在行波解，(1-3)与(1-4)对称。 

3. 方程(3)的精确行波解及其参数表达式 

本章根据第二章所求得的结论，对动力系统进行相图分析，在h取不同的值时，得到不同的轨线分支，

通过(7)式的变形，借助文献[9]，对得到在某些参数条件下方程光滑的孤立波解、周期波解的参数表达式。 

3.1. h = 0 时的孤立波解 

由图 1(1-3)可知，当 0h = 时，出现同宿轨，则(7)可变形为 

( ) ( )

( )
( )( )( )

( )

2 2 3

2
2 2

2
2

1 1 2

12 2 1
3 6 15

,

c acc u u a u
y

c u c

u
u u t u z u z

u

+
− − −


− − + + 

 = =
− −

               (10) 

其中 1t 是
( ) ( )2 2 312 2 1

3 6 15
c acc u u a u

+
− − + + 的实根， 1z 、 2z 是它的复数根。结合(10)和(5)的第一个式子得 

( )( )( )1 1 2

1d d ,c u u
u u t u z u z

ξ −
± =

− − −
                             (11) 

由[9]的公式 241.00、241.04 和 361.60 得到 

( )
2

1 1
1 1 1 1 1 12

1 1

, , , ,
2 1

cg A tg F k u k f
A t t

αξ ϕ ϕ α
α

  +
± = − − + −  − −   

∏                    (12) 

其中， 

( )22
1 22 1 2

12 4
z zz zA t
−+ = − − 

 
,

( )
1

22
1 21 2

1

4

12 4
z zz zg t

−
−+ − −

 
=  
  
 
 

, 

1 2
1

2
1

2
2

z zA t
k

A

+
+ −

= , 2
1 11k k′ = − , 1 1

1
1

cos
u t A
u t A

ϕ − − −
− +

 
=  

 
, 1

1

A t
A t

α
−

=
+

, 

2 2 22
1 1 1

1 2 2 2 2
1 1

1 tan d
1

k kf s u
k k

αα
α α

−
 ′+−  =
 ′+ − 

. 

(12)是方程(3)在 0, 1 0c a> + > 条件下孤立波解的参数表达式。同理，也可求出方程在 0, 1 0c a< + < 条

件下孤立波解的参数表达式。 

3.2. h = hs时的周期尖波解 

由图 1(1-3)可知，当 sh h= 时，出现周期轨，则(7)式可变形为 

( ) ( )( )( )
( )

( )( )( )
2

1 2 32
2 3 42 ,

c u u t u t u t
y u t u t u t

c u

− − − −
= = − − −

−
                    (13) 

其中 2 3 4t t t> > 。结合(13)和(5)的第一个式子得 

( )( )( )2 3 4

dd ,u
u t u t u t

ξ± =
− − −

                                 (14) 

由[9]的公式 237.00 得 
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( )1
2 2 2sin , ,g sn kξ ϕ−± =                                    (15) 

由(14)式计算(15)式，得 

2
2 3 2

2

2
2

2

,
,

1 ,

t t sn k
g

u
sn k

g

ξ

ξ

 
−  

 =
 

−  
 

                                    (16) 

其中， 2
2 3

2g
t t

=
−

，
1 2

2
3

sin
u t
u t

ϕ − −
−

= ， 2 3 4
2

2 4

t t
k

t t
−

=
−

， 2sinsnu ϕ= 。 

4. 结论 

本文利用动力系统分支理论研究扩展的 Degasperis-Procesi 方程，在不同的参数条件下获得四个相图，

证明了孤立波解、周期波解的存在，并获得对应精确解的参数表达式。 
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