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摘  要 

给定一个在有限数量机器上加工的作业集合，如何合理地安排作业在机器上加工以达到最优解就称之为

排序问题，排序问题是经典的组合优化问题之一。机器带有循环时间窗口的排序问题是在我们已知的经

典排序问题基础上，给定机器上的循环时间窗口，目标是求解机器带有循环时间窗口的排序问题的最小

化最大完工时间所用的天数。本文分析了问题的NP困难性，给出了一种求解机器带有循环时间窗口的排

序问题的近似算法，最后证明了当 k m> 时，算法的最坏情况近似比为
3
2
，当 k m≤ 时，算法具有一个

最优平凡解。 
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Abstract 
Given a set of jobs which would be processed on a limited number of machines, how to reasona-
bly arrange the processing of jobs on machines to achieve the optimal solution is the scheduling 
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problem. The scheduling problem with cyclic time windows on machines is based on the classic 
scheduling problem and given the cyclic time windows on machines, the aim is to minimize ma-
kespan for the scheduling problem with cyclic time windows on machines. We analyze the 
NP-Hardness and present an approximation algorithm for the problem. We prove that the algo-

rithm has a worst-case approximation ratio 3
2

 when k m> , and has a trivial optimal solution 

when k m≤ . 
 

Keywords 
NP-Hardness, Minimizing Makespan, Approximation Algorithm, Cyclic Time Window, Scheduling 
Problem 
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1. 引言 

机器带有循环时间窗口的排序问题是经典排序问题的一种新的资源约束类型，在经典排序问题中，

为达到既定目标，作业需要在一台或者多台机器上进行加工，机器的工作时间没有限制。然而，排序问

题的最小化最大完工时间与机器的工作时间有着很大的联系。例如：机器需要定期进行清理与维护，机

器的老化，一些复杂的运行程序，作业需要在多台机器上处理等情况。在现实生活中，具有这样情况的

排序问题层出不穷，而这类问题算法的好坏关系着资源的利用和生产效率。而在之前的研究文献中，给

出的左时间窗口是对于时间点的约束，一旦左端点时间截止，就需要等待一天进行工作。本文所研究的

循环时间窗口相较之前的时间窗口即保留其灵活性，又具有时间区间的特性，对于资源利用率的效果更

为显著。因此，研究机器带有循环时间窗口的排序问题具有十分重要的意义。 
W. E. Smith [1]对单机问题上的总权重完工时间即1|| j jw c∑ 问题进行研究，采用相邻的作业进行交换 

的方法证明了将全部作业遵循权值与其加工时间的比值 i

i

w
p

递减的顺序进行作业的加工所得到的排序即 

是问题的最优解。R. Conway [2]等人对于 || jP C∑ 问题，通过 SPT 法则即按所有作业的加工时间递增的

顺序进行加工的方法给出了问题的最优解，而且是多项式内可解的。对于 max||mP C 问题，R. L. Graham [3]  

提出了 LS 算法即机器一旦空闲立即加工下一个作业，并且给出算法的最坏情况不超过
12
m

− 。O. Broun 

等人[4]研究了带有时间窗口约束的单机排序问题，给出了对于不同的时间窗口约束的单机排序问题的上

界。Yang 等人[5]讨论了带有多个交货期窗口和加工时间可控的排序问题，针对多个目标函数分别给出了

多项式时间算法。赵传立等人[6]讨论了带有交货期窗口和加工时间可控的排序问题，证明了在约束条件

下是多项式时间内可解的。最后，其他不同约束情况下的排序问题的研究见[7] [8]。 
基于上述不同背景情况，本文考虑了一种新的资源约束类型的排序问题即机器带有循环时间窗口的

排序问题，分析了问题的 NP 困难性，给出了一种求解机器带有循环时间窗口的排序问题的近似算法， 

最后证明了当 k m> 时，算法的最坏情况近似比为
3
2
，当 k m≤ 时，算法具有一个最优平凡解。 
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2. 问题描述 

经典的排序问题是以加工完所有作业的最小化的最大完工时间为目标，加工的时间完成的越早，对

于资源的消耗越低。但未考虑机器的老化和维修等问题，因此这些在一定程度上也影响着完工时间的大

小。我们考虑的排序问题为在带循环时间窗口的情况下，给出一天中机器的工作时间窗口，在机器不工

作的时候，对机器进行定时的检查和维修等，对于资源的利用和效率的提高更具有一定的显著性。 
现在给出循环时间窗口的定义：机器上的循环时间窗口为机器上每天的统一开始工作和结束工作的

时间，即对于每一个 ( )1,2, ,im M i m∈ =  ，都有对应的循环时间窗口 [ ]1 2,α α ， [ ] [ ]1 2, 0, 24α α ⊆ ， 1α 代

表机器统一的开始工作时间， 2α 代表机器统一的关闭时间， 2 1jjp α α≤ − 。 
机器带有循环时间窗口的排序问题描述如下：给出有 n 个作业的集合 { }1 2, , , nJ j j j=  ，有 m 个机器

的集合 { }1 2, , , mM m m m=  ；所有作业都在零时刻到达，每台机器不能同时加工两个或者多个作业，作

业在加工过程中不能中断。对于每个作业 ( )1,2, ,jj J j n∈ =  ，都有一个相对应的处理时间
jjp ，所有作

业的加工时间的集合记为 { }1 2
, , ,

nj j jP p p p=  。不同作业之间没有优先级约束，每个作业都必须在 m 台 

机器上分别进行处理，且其处理时间为
jjp 。如果一个作业的加工时间 2 1

2jjp α α−
> ，则此作业称为大作 

业，否则称为小作业。本文所涉及的作业既有大作业又有小作业。如果一个作业可以被放进一个集合中，

则这个集合称为开集，否则就把它记为闭集。如果一个集合变为闭集后，将不能在集合中放置任何作业

了。本文所要寻求的目标为机器带有循环时间窗口的排序问题的最小化最大完工时间所使用的天数。 

3. 研究内容 

这一部分是本文研究的主要内容，包括对于机器带循环时间窗口的排序问题的模型建立、算法设计

思路、算法设计和算法分析。 

3.1. 模型建立 

minZ T=  

( )( )0 1,2, ,
jj ja j J j n= ∈ =   

( )( )0 1,2, ,
jj jp j J j n≥ ∈ =   

( ) ( )( ), 1 1, 2, , , 1, 2, ,
j ij m j ix j J j n m M i m≡ ∈ = ∈ =   

( ) ( )( ), , 1, 2, , , 1, 2, ,
j i j j ij m j j m j is p t j J j n m M i m+ ≡ ∈ = ∈ =   

( ) ( )( ), , 1, 2, , , , , , 1, 2, ,
j q j rj m j m j q rt s j J j n m m M q r q r m≤ ∈ = ∈ ≠ =   

( ) ( )( ), , , , , 1, 2, , , 1, 2, ,
u i v ij m j m u v it s j j J u v u v n m M i m≤ ∈ ≠ = ∈ =   

( )( )2 1 1, 2, ,
jj jp j J j nα α≤ − ∈ =   

( ) ( )
1 2 min 2 1nj j jm p p p T α α+ + + ≤ −  

jja ：作业 jj 到达的时间； 

,j ij mx ：作业 jj 在机器 im 上加工； 

,j ij ms ：作业 jj 在机器 im 上加工开始的时间； 

,j ij mt ：作业 jj 在机器 im 上加工结束的时间； 
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minT ：所有的作业加工完成所需要的天数。 

3.2. 算法设计思路 

机器带循环时间窗口的排序问题是在经典的排序问题上给定机器每天工作的时间窗口，以此窗口每天进

行循环，目标是该问题最小化最大完工时间所用的天数。只要保证机器每天多加工作业，空闲时间尽量减少，

就能更好的提高效率和资源的利用。因为作业在同一时间不能在两台及两台以上机器上加工，同一台机器不

能同时加工两件及两件以上的作业，因此如何更好的安排作业在机器上的加工就是我们设计算法的关键。 
第一，根据装箱问题的研究，我们把每台机器的循环时间窗口设为一个个相等容量的“箱子”，即

把每台机器每天能够工作的时间设置为具有加工时间的集合。对于作业按照作业加工时间进行不递减排

序，类比装箱问题的方法，对于作业依次装入不同的集合中。 
第二，机器带有循环时间窗口的排序问题中所有的作业都要在每天机器上分别加工，因此对于含有

作业的不同集合，依次在每台机器上进行轮换加工，既能保证机器不空闲，又能保证作业在同一时间只

在一台机器上加工。因此最后机器带有循环时间窗口的排序问题最小化最大完工时间所用的天数就是和

分配的集合的数量相关。 

3.3. 算法设计 

算法 1.1 
输入：n 个作业的集合 { }1 2, , , nJ j j j=  ，m 个机器的集合 { }1 2, , , mM m m m=  ，每台机器的时间窗

口 [ ]1 2,α α 。 
输出：最小化最大完工时间所用的天数 minT 。 
Begin 
step1：按照作业的加工时间递减的顺序对作业进行排序，每个集合可以放置的最多的作业的总加工

时长为 2 1α α− 。 
step2：把大作业分别放进集合中，根据放置顺序标记集合，将这些含有大作业的集合记做“good”

集合。小作业的放置顺序如下。 
step3：如果一个最小标记的“good”集合是开集，且有足够的空间来放置下一个作业，则把下一个

作业放入，否则这个集合变为闭集。如果集合都为闭集时，按照如下方法考虑“bad”集合。 
(a)设置一个新的集合为“bad”集合，若一个“bad”集合为开集且有足够的空间放置作业 jj ，则把

作业 jj 放入这个集合。 
(b)否则“bad”集合成为闭集，设置一个新的“bad”集放置作业 jj 。 
step4：如果没有“good”集处于开放状态，设置一个新的“good”集放置作业 jj 。因此“good”

集的集合记为{ }1 2, , , lG G G ，“bad”集的集合记为{ }1 2, , , k lB B B − 。所以得到 

{ } { }1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , ,k l k lD D D D G G G B B B −= =   。 
step5：若 k m> 。 
对于 1i = 到 m。 
则在机器 im 上按照 1 1 2 1, , , , , , ,i i k iD D D D D D+ −  的顺序依次加工集合中的作业，那么 minT k= 。 
若 k m≤ 。 
则添加空集 1 2, , ,k k mD D D+ +  ，则在机器 im 上按照 1 1 2 1, , , , , , ,i i k iD D D D D D+ −  的顺序依次加工集合

中的作业，那么 minT m= 。 
End 
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3.4. 算法分析 

定理 1.1：机器带有循环时间窗口的排序问题是一个 NP 难问题。 
证明：我们将装箱问题[9]的实例多项式的转化为机器带有循环时间窗口的实例。 
考虑任意一个装箱问题的实例 I，描述如下：给定 n 个物品和 k 个容量为 C 的箱子，n 个物品的体积

为{ }1 2, , , ns s s ，然后将 n 个物品分别放入箱子中，问题是 k 个箱子能装下所有的物品吗？ 
我们将装箱问题的实例多项式的转化为机器带有循环时间窗口的实例 I'，描述如下：给定 n 个作业

的集合和一台机器，这台机器上的循环时间窗口为 [ ]1 2,α α ，即这台机器一天的工作时间为 2 1C α α= − 。

所有作业处理时间的集合为{ }1 2, , , ns s s ，然后 n 个作业分别在这台机器上进行加工，使得所有作业加工

完成的最小化最大完工时间的天数为 k。 
接下来，我们证明了如下结论：装箱问题的实例 I 答案为“是”当且仅当机器带有循环时间窗口的

排序问题的实例 I’具有 k 值的最优解。 
如果装箱问题的实例 I 答案为“是”，那么我们假设实例 I 有一个装配方案 { }1 2, , , kX X X X=  。对

于机器带有循环时间窗口的排序问题，将处理时间等于 iX 中物品体积的作业放入同样的集合中，因此我

们就可以得到一个好的加工排序作业的集合 { }1 2, , , kX X X X=  。然后在机器上分别加工这些子集中的

作业，每个作业子集可能需要一天的时间来处理，所以使用的最小化最大完工时间的天数为 k。因为装箱

问题的实例 I 所使用的箱子数为 k，因此对于实例 I’我们有一个最优解，且其最优目标函数值为 k。 
对于机器带有循环时间窗口的排序问题的实例 I’，如果存在一个目标函数值为 k 的最优解，然后把

加工作业的子集的集合记为 { }1 2, , , kX X X X=  ，将体积等于 iX 中作业处理时间的物品放入同样的集合

中，因此我们就可以得到一个好的包含所有物品的箱子的集合 { }1 2, , , kX X X X=  ，且其所使用的箱子

数为 k，因此我们可以得到装箱问题的实例 I 的答案为“是”。 
但是装箱问题是一个 NP 难问题[9]，那么机器带有循环时间窗口的排序问题同样也属于 NP 难问题。 

定理 1.2： k m> 时，算法 1.1 的最坏情况近似比为
3
2
，当 k m≤ 时，算法具有一个最优平凡解。 

证明：对于机器带有循环时间窗口的排序问题，用 A 表示算法 1.1 所得到的结果，用 OPT 表示最优

的结果。由算法 1 . 1 得到的子集是由两个不同的集合 { }1 2, , , lG G G 和 { }1 2, , , k lB B B − 组成的，

{ }1 2, , , lG G G 代表着所有的“good”集， { }1 2, , , k lB B B − 代表着所有的“bad”集。我们把关闭的

“good”集的数量记为 c，当每一个“good”集关闭时，意味着有一个作业被放进一个“bad”集；反之，

当有一个作业被放进一个“bad”集时，一个“good”集关闭。因此“bad”集中所包含的总的作业数目

为 c。因为“bad”集中的作业均为小作业，所以除了最后一个“bad”集可能包含一个小作业，其余 

“bad”集至少包含两个小作业，因此，能够得到
2
ck l  − ≤   

，当 k m> 时，存在两种情况： 

情形 1：当 1c l≤ − 时 
我们很容易得到： 

1 3
2 2 2
c lA k l k l l l l−   = = + − ≤ + ≤ + ≤      

 

接下来我们讨论 OPT 的结果： 

当 1c l= − 时，
2 1 2 1 2 1

1j i j ii ij G j Bi
p pp

OPT c l
α α α α α α

∈ ∈
≥ = + > = −

− − −

∑ ∑∑
。当 2c l≤ − 时，每一个“good”集都

有一个大的作业，那么上式也成立。 

因此当 1c l≤ − 时，我们可以得到
3
2

A
OPT

≤ 。 
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情形 2：当 c l= 时 

3 1
2 2 2 2
c lA k l k l l l l   = = + − ≤ + ≤ + ≤ +      

 

OPT c l> =  

因此当 c l= 时，
3
2

A
OPT

≤ 也成立。 

对于 k m≤ 的情况，因为所有作业中至少有一个大作业，所以大作业在每台机器上加工都需要一天，

所以 k m≤ 时，最小化最大完工时间所需要的天数为 m，它是一个平凡最优解。 

对于算法 1.1 通过上述证明过程，我们能够得到当 k m> 时，算法 1.1 的最坏情况近似比为
3
2
，当 k m≤

时，算法具有一个最优平凡解。 
定理 1.3：算法 1.1 的时间复杂度为 ( )logO n n 。 
证明：算法中的 step1 能够在 ( )logO n n 时间范围内完成，step5 的计算量为 ( )O m ，其他步骤的时间

复杂度为 ( )O n ，所以算法 1.1 的时间复杂度为 ( )logO n n 。 

4. 结束语 

本文通过研究带有循环时间窗口的一类排序问题，给出机器上的循环时间窗口，定义一种新的排序

问题的约束类型，设计其问题的算法，并分析算法的时间复杂度。这一算法对于机器需要定期进行清理

与维护，机器的老化，一些复杂的运行程序，作业需要在多台机器上处理等情况的排序问题具有重要的

应用价值，能够更好地提高资源的利用率和效率。 
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