
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2021, 10(3), 763-773 
Published Online March 2021 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2021.103084  

文章引用: 于亚丽, 李晓芳, 高豪. 跳扩散模型下稳健最优再保险和 CDS 投资策略[J]. 应用数学进展, 2021, 10(3): 
763-773. DOI: 10.12677/aam.2021.103084 

 
 

跳扩散模型下稳健最优再保险和CDS投资策略 

于亚丽，李晓芳，高  豪 

河北工业大学，天津 
 

 
收稿日期：2021年2月23日；录用日期：2021年3月19日；发布日期：2021年3月26日 

 
 

 
摘  要 

本文研究了跳扩散风险模型下，具有模糊厌恶的保险公司的最优投资与再保险策略问题。假设保险公司

可以购买比例再保险，也可以投资于一个无风险资产、一个风险资产和一种信用违约互换债券构成的金

融市场。我们在均值–方差准则下，最大化终端财富的期望。根据扩展的Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)
方程，我们求出了违约前和违约后的最优投资与再保险策略。最后，我们给出了一些数值例子验证模型

不确定性和信用违约互换债券投资对策略的影响。 
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Abstract 
This paper considers an optimal reinsurance and investment problem in a model with jump 
diffusion for an ambiguity averse insurer (AAI). The insurer is allowed to purchase propor-
tional reinsurance and invest in a financial market, which consists of a risk-free asset, a risky 
asset and a credit default swap (CDS). We maximize the expectation of the terminal wealth under 
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the mean-variance criterion. By solving the corresponding extended Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) 
equations, the optimal investment-reinsurance strategies and the corresponding equilibrium value 
functions are obtained for the post-default case and pre-default case. Finally, we provide numerical 
examples to illustrate the effects of model uncertainty and Credit Default Swap (CDS). 
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1. 引言 

投资和再保险是保险公司增加财富和降低风险的重要方式。近几年来，很多学者采用不同的目标函

数研究投资问题。Yang 和 Zhang [1]最大化终端财富的指数效用函数的期望，并求出了闭式表达式。然而，

保险公司仅仅投资于一个风险资产，其价格过程由带跳的风险模型描述。Cao 和 Peng [2]在均值–方差准

则下扩展了上述投资问题。他们假设保险公司投资于一个无风险资产和 n 个风险资产，通过最优性原理

求出了最优投资策略。此外，Promislow 和 Young [3]研究了破产概率最小化问题，求出了显示表达式。 
但是，上述文献研究中，均没有考虑违约债券。事实上，自 2014 年以来，违约数量与资金规模高涨。

因此，保险公司在投资过程中考虑违约债券很重要。Wang 和 Zhang [4]假设投资于一个无风险资产、一

个风险资产和一种可违约债券，并求解出稳健最优投资和再保险策略。Zhao [5]等人用博弈论方法，研究

了具有损失厌恶的保险公司将资产投资于一种具体的 CDS 违约债券和超额损失再保险，推导出了最有策

略和值函数的显示解。 
在目前的研究中，除了[5]，很少有人同时考虑鲁棒最优再保险和 CDS 投资问题。然而，他们只把资

产投资在无风险资产和 CDS 中，忽略了投资在风险资产的必要性。在本篇文章中，受 Zhao [5]和 Zeng [6]
的启发，我们把盈余投资到无风险资产、风险资产和 CDS 中增加收益，其风险资产的价格过程符合跳扩

散风险模型。此外，保险公司还购买了比例再保险分散风险，这样做更符合现实的金融市场。通过扩展

相应的 HJB 方程，得出违约前和违约后的稳健最优投资再保险策略和违约后的均衡值函数。 
本文的安排内容如下：第 2 节给出了模型的基本假设。第 3 节提出了模型不确定性下的均值–方差

动态问题。第 4 节推导了违约前和违约后的稳健最优再保险和投资策略，并求出相应的均衡值函数。第

5 节提供了数值分析。 

2. 模型假设 

设 ( ), , PΩ  是完备的概率空间， { } 0
:

t
F

≥
= t 右连续， ( )0W t 和 ( )1W t 是两个独立的标准布朗运动，

( )1N t 和 ( )2N t 是两个泊松过程，{ }, 1iY i ≥ 和{ }, 1iZ i ≥ 是两个随机变量。 

2.1. 盈余过程 

假设保险公司的盈余过程服从经典的 Cram’er-Lundberg 风险模型： 

( )
( )1

1
d d d ,

N t

i
i

R t c t Y
=

 
= −   

 
∑  
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其中 c 是保费率，
( )1

1
N t

ii Y
=∑ 是复合泊松过程，表示在 [ ]0,T 区间上的累计索赔。 ( ){ }1 0t

N t
≥
是强度为 1 0λ > 的

齐次泊松过程。{ }, 1iY i ≥ 是正的独立同分布的随机变量，其分布函数为 F(y)。令{ }, 1iY i ≥ 的一阶矩为

[ ]i YE Y µ= ，二阶矩为 2 2
i YE Y σ  =  。我们用期望值法计算保费，即 ( ) 11 Yc θ λ µ= + ，其中 0θ > 是保险公司

的安全荷载。 
假设保险公司可以购买比例再保险对冲风险。令 ( ) 0q tπ ≥ 为再保险比例水平，根据期望值原则，再

保费为 ( )( )( ) 11 1q Ytπ η λ µ− + ，其中 0η > 是再保险公司的安全荷载。考虑再保险后的盈余过程为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )1

1
1

d 1 d d .
N t

q Y q i
i

R t t t t Yθ η η π λ µ π
=

 = − + + −  ∑                         (1) 

2.2. 金融市场 

在金融市场中，保险公司为了增加财富，将资产投资于一种无风险资产、一种风险资产和 CDS 债券。

假设风险资产的价格 B(t)满足： 

( ) ( ) [ ]
( ) 0

d d , 0, ,

0 0.

B t rB t t t T

B b

 = ∈


= >
                                   (2) 

其中，r > 0 是无风险资产利率。假设风险资产 St的价格过程满足跳扩散风险模型 

( ) ( ) ( )
( )

[ ]

( )

2

1

0

d d d , 0, ,

0 .

N t

i
i

S t S t t W t Z t T

S s

µ σ
=

  
= − + + ∈  

   
 =

∑                         (3) 

其中漂移系数 μ和扩散系数 σ都是正的常数；W(t)是标准布朗运动；
( )2

1
N t

ii Z
=∑ 是复合泊松过程，表示在[0, 

t]区间上风险资产发生跳的累计数量； ( ){ }2 0t
N t

≥
是强度为 2 0λ > 的齐次泊松过程。{ }, 1Z i ≥ 是正的独立

同分布的随机变量，其分布函数为 G(z)。令{ }, 1iZ i ≥ 的一阶矩为 [ ]i YE Z µ= ，二阶矩为 2 2
i zE Z σ  =  。 

接下来，我们考虑 CDS。记 H(t)是违约过程。如果保险公司在 t 时刻发生违约，则 H(t) = 1；否则

H(t) = 0。定义违约时间： 

( ){ }inf 0 : 1 .t H tτ = ≥ =  

根据 Zhao Hui [5]提出的结论，违约前和违约后的 CDS 价格如下： 

( ) ( )( )1,0 exp r h T thLt
r h
ν − + −−  Φ =  +

和 ( ),1t LΦ =                             (4) 

CDS 的市场价格 C(t)为： 

( ) ( )( ) ( )( ) 11 , ,0 .C t H t t H t t T= − Φ ≤ ≤                               (5) 

其中， ( )( ),t H tΦ 是违约前 t 时刻的市场价格，T1是 CDS 的交割期。H(t)是在风险中性测度 S 下，强度

为 h 的泊松过程。 
记保险公司因保护买方收到 CDS 的累计分红过程 D(t)为： 

( ) ( ) ( )( )
0

1 d .
t

D t LH t H s sν= − −∫                                  (6) 

当违约发生时， ( )( )
0

1
t

H sν −∫ 是保险公司给再保险公司的累计支出。根据鞅的定义可知， 

( ) ( ) ( )( )
0

: 1 d .
tp pt H t H s h sξ = − −∫                                 (7) 
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是一个鞅。记 hp是违约过程 H 在实际测度 P 下的强度。则 CDS 在 P 下的价格满足： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )

d 1 , d , d , d ,

0 1 0 0, 0 .

p pC t H t r t H t hL t t H t h h t t H t t

C H H

ν ξ  = − Φ + − +Φ − −Φ −  


= − Φ
        (8) 

其中， 0ν > 是保险公司付给买方支付的差价； 0L > 是当违约发生时，卖方支付给保险公司的损失率。 
记 ( )X tπ 是保险公司的全部财富， ( )1 tπ 是在 t 时刻投资在风险资产的财富， ( )2 tπ 是在 t 时刻投资在

CDS 的财富比例，则 ( ) ( ) ( ) ( )1 2X t t t C tπ π π− − 是在 t 时刻投资在无风险资产的财富。假设交易策略是一

个三维数组 ( ) ( ) ( ) ( ){ } [ ]1 2 0,
, ,q t T

t t t tπ π π π
∈

= ，保险公司考虑 ( )tπ 后的财富过程满足如下方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ){ }
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2

1 2 1
2 2

1 2 1
1

2

2 2

d d d d d d

d d d d

1 , d , d

, d 1 d d

t
t

N t

i
i

p

p

X t t t C t t
X t R t B t S t C t t D t

B t S

X t t t C t r t t W t Z t

t H t r t H t hL t t H t h h t

t t H t H t H t h t t L H t

π
π

π

π π π
π π

π π µ σ π

π ν

π π

=

− −
= + + + +

 
= − − + + +  

 

 + − Φ + − +Φ − 

 − Φ − − − + 

∑

          (9) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

2 1 1
1

1 2 1 1

2 1 1 1 20 1

1 d 1 d d

, 1 d
1

, d d d ,d d ,d .

N t

Y q Y q i
i

p

Y q Y

q

t H t t t t t Y

hrX t r t t t H t L t t
u

t L t H t H t t W t t yN t y t zN t z

π

π ν θ η λ µ π η λ µ π

µ π π θ η λ µ π η λ µ

π π σ π π

=

∞ ∞

−

 − − + − + + − 

 
 = + − + Φ − + − + +   + 

+ −Φ − + − +

∑

∫ ∫

 

根据大数据得出结论，相比起盈利来说，投资人更喜欢规避风险。我们发现参考概率 P 下的参考模

型只是近似于真实模型，通过等价概率测度 Q 近似测度 P： { }: : ~Q Q Q P 。 
接下来定义一个实值的 G 可料过程 ( ){ } [ ]0,t T

tφ

∈
Λ  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )}

2
1 1 20 0 0

2 3 1 3 10 0 0

4 2 4 20 0

1exp d d ln d
2

1 d ln d ,d 1 d ,d

ln d ,d 1 d ,d .

t t t

t tp

t

t s w s s s s H s

s h s s N s y s s y

s N s z s s z

φ φ φ φ

φ φ φ ν

φ φ ν

∞

∞

Λ = − +


+ − + + −

+ + −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

              (10) 

其中， ( )d
d

tG

Q t
P

φ= Λ 。 

根据 Girsanov’s 定理得知， ( )QH t 、 ( )1
QN t 和 ( )2

QN t 三个泊松过程的强度分别为 ( )2
ph tφ 、 ( )1 3 tλ φ 和

( )2 4 tλ φ 。则保险公司在 Q 下的财富过程为： 

( ) ( ){ ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )} ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1

1 1 1 2

1 1 1 20 1

d ,
1

1 d , d

d d ,d d ,d .

p

Y

Q
q Y

Q
q

hX t rX t r t t t H t L
u

t t t t t L t H t H t

W t t yN t y zN t z

π π µ π π θ η λ µ

π η λ µ π σφ π

π σ π π
∞ ∞

−

 = + − + Φ − + −  +
+ + + + −Φ −

+ − +∫ ∫

            (11) 

其中， ( ) ( ) ( )1d d dQW t W t t tφ= + 。 
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定义 2.1 (可行策略)对任意 [ ]0,t T∈ ，若交易策略是可行的需满足以下条件： 
1) ( ) [ ]2 0,u Dπ ∈ ，且 ( ) ( ) ( )( )2 2, , qu u uπ π π 是 G 可料的； 

2) 对任意 [ ],u t T∈ ， ( ) 0q uπ ≥ ， ( ) ( ) ( )( )* 2 2 2
1 2

TQ
qt

E u u uπ π π + < ∞  ∫ ，其中 *Q 是最坏情况下的等概

率测度。 
3) ( ) ( )( ),t X tππ 是随机微分方程(11)的强解。 

3. 模型不确定下的均值–方差问题 

我们假设最优问题是传统的均值–方差问题，即： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,, , , ,sup1 , , , : sup1 .
2

p p p
t x z t x zt x z t x zJ t x z E X T Var X Tπ π

π π
γπ∈Π ∈Π

   = −  


 
               (12) 

其中， [ ] ( ) ( ), , | ,t x zE E X t x H t zπ ⋅ = ⋅ = = ， [ ] ( ) ( ), , | ,t x zVar Var X t x H t zπ ⋅ = ⋅ = = ，风险规避系数 0γ > 。 

上述模型(12)忽略了模型不确定，这可能会导致错误定价。接下来，我们考虑最坏情况下的惩罚目标

函数： 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )1 2 3 4

, , , , , ,0
1 2 3 4

, , , : inf d .
2 2

TQ Q Q
t x z t x z t x z

Q

U s U s U s U s
J t x z E s E x T Var x T

s s s s
φ φ φ

φ

π πγπ
ψ ψ ψ ψ∈

       = + + + + −            
∫

Q
  (13) 

其中， 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

2
1 1

2 2 2 2

3 1 3 3 3

4 2 4 4 4

;

ln 1 ;

ln 1 ;

ln 1 .

p

U s s

U s h s s s

U s s s s

U s s s s

φ

φ φ φ

λ φ φ φ

λ φ φ φ

=

= − +

= − +

= − +

                              (14) 

(13)式中的 ( ) ( ) ( )1 2 3, ,t t tψ ψ ψ 和 ( )4 tψ 是在P下非负的风险规避参数。 ( ) ( ) ( )1 2 3, ,U s U s U s 和 ( )4U s 是

测量风险模型中具有跳风险的相对熵。则(13)式中的第一项是从参考度量到替代度量的惩罚。保险公司考

虑鲁棒性后的均值–方差问题如下： 

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

1 2 3 4
, , 0, , , , 1 2 3 4

, , , ,

sup , , , sup inf d
2

.
2

TQ
t x z

Qt x z t x z

Q Q
t x z t x z

U s U s U s U s
J t x z E s

s s s s

E x t Var x t

φ

φ

φ φ

π π

π π

π
ψ ψ ψ ψ

γ

∈∈ ∈Π

   = + + +        
   + −    


∫
QQ

           (15) 

由于均值–方差是时间不一致的，为了找到时间一致性下的解，我们定义下面的均衡策略和值函数： 
定义 3.1 对任意的 ( ) [ ] { }, , 0, 0,1t x z T R∈ × × ， ( ) ( ) ( )( ) [ ]1 2, , 0,qt t t R R Dπ π π ∈ × ×   和一个可行策略

( ) ( ) ( ){ } [ ]
*

1 2 0,
, , q t T

t t tπ π π π
∈

= ，定义一个可行策略： 

( )
( ) ( ) ( )( )
( )

1 2

*

, , , .

, .
qs s s t s t

s
s t s T

ε
π π π ε

π
π ε

 ≤ ≤ += 
+ ≤ ≤

  

 

如果
( ) ( )*

0

, , , , , ,
lim1 inf 0

J t x z J t x z ε

ε

π π

ε→

−
≥ ，那么 *π 是一个均衡策略； ( ) ( )*, , , , ,W t x z J t x z π= 是

一个均衡值函数。 
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接下来定义无穷小生成元： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

,
1 1 1 1 1

2 2
1 1 3

2 4 1

, ,1 , ,1 1 , ,1

1 , ,1 , ,1
2

, ,1 , ,1 ,

t Y q Y x

Q
xx q

Q

t x t x rx r t t t t x

E t x y t x

E t x z t x

φ

φ

π φω ω µ π θ η λ µ π η λ µ π σφ ω

π σ ω λφ ω π ω

λ φ ω π ω

 Λ = + + − + − + + + 

 + + − − 

+ + −  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

,
1 1 1 1 1

2 2 2

2 2
1 3 1

2 4 1

, ,0 , ,0 1 , ,0

,0 , ,0 , ,0 ,1 , ,0
1

1, ,1 , ,0
2

, ,1 , ,0 .

t Y q Y x

p
p

x

Q
q xx

Q

t x t x rx r t t t t x

ht L t x h t x L t t x
u

E t x y t x

E t x z t x

φ

φ

π φω ω µ π θ η λ µ π η λ µ π σφ ω

π ω φ ω π ω

λφ ω π ω π σ ω

λ φ ω π ω

 Λ = + + − + − + + + 
   + Φ − + + −Φ −   + 

 + − − + 

+ + −  

    (16) 

下面给出了违约后和违约前的有关 HJB 方程的验证定理。 
定理 3.1 (违约后的证明定理)当 Z = 1 时，对任意的 ( ) [ ], 0,t x T R∈ × ，如果存在两个实值函数 ( ), ,1V t x

和 ( ), ,1g t x 满足下面的扩展的 HJB 方程： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

, , 2 ,

, ,

2
1 3 3 3 2 4 4 41

1 3 4

sup inf , ,1 , ,1 , ,1 , ,1
2

ln 1 ln 1
.

2

Qt x z
V t x g t x g t x g t x

t t t t t tt
t t t

φ

π φ π φ π φ

π

γ γ

λ φ φ φ λ φ φ φφ
ψ ψ ψ

∈∈Π

 − +


− + − + + + + 


A A A
Q

               (17) 

( ), ,1 ,V T x x=                                        (18) 

( )* *, , ,1 0,A g t xπ φ =                                      (19) 

( ), ,1 .g T x x=                                        (20) 

和 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

, , 2 ,

, ,

2
1 3 3 3 2 4 4 41

1 3 4

, : arg sup inf , ,1 , ,1 , ,1 , ,1
2

ln 1 ln 1
.

2

Qt x z
V t x g t x g t x g t x

t t t t t tt
t t t

φ

π φ π φ π φ

π

γπ φ γ

λ φ φ φ λ φ φ φφ
ψ ψ ψ

∗ ∗

∈∈Π

= − +


− + − + + + + 


A A A
Q

          (21) 

则 *π 是稳健投资再保险策略， ( ) ( ), ,1 , ,1W t x V t x= ， ( ) ( )
* *

, ,1 , ,1Q
t xE X T g t x
φ π  =  。 

定理 3.2 (违约前的证明定理) 当 Z = 0 时，对任意的 ( ) [ ], 0,t x T R∈ × ，如果存在两个实值函数 ( ), ,1V t x
和 ( ), ,1g t x 满足下面的扩展的 HJB 方程： 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

, , 2 ,

, ,

2
2 2 2 1 3 3 31

1 2 3

2 4 4 4

4

sup inf , ,0 , ,0 , ,0 , ,0
2

ln 1 ln 1
2

ln 1
,

Qt x z

p

V t x g t x g t x g t x

h t t t t t tt
t t t

t t t
t

φ

π φ π φ π φ

π

γ γ

φ φ φ λ φ φ φφ
ψ ψ ψ

λ φ φ φ
ψ

∈∈Π

 − +


− + − +
+ + +

− +
+

A A A
Q

               (22) 
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( ), ,0 ,V T x x=                                        (23) 

( )* *, , ,0 0,A g t xπ φ =                                      (24) 

( ), ,0 .g T x x=                                        (25) 

和 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

, , 2 ,

, ,

2
2 2 2 1 3 3 31

1 2 3

2 4 4 4

4

, : arg sup inf , ,0 , ,0 , ,0 , ,0
2

ln 1 ln 1
2

ln 1

Qt x z

p

V t x g t x g t x g t x

h t t t t t tt
t t t

t t t
t

φ

π φ π φ π φ

π

γπ φ γ

φ φ φ λ φ φ φφ
ψ ψ ψ

λ φ φ φ
ψ

∗ ∗

∈∈Π

= − +


− + − +
+ + +

− +
+


A A A

         (26) 

则 *π 是稳健投资再保险策略， ( ) ( ), ,0 , ,0W t x V t x= ， ( ) ( )
* *

, ,1 , ,0Q
t xE X T g t x
φ π  = 

。 

4. 求解稳健最优问题 

在这一节中，我们求解出了违约前和违约后的稳健最优投资策略和均衡值函数的表达式。我们选取

了模糊厌恶的偏好参数， 1 1ψ β= 、 2 2ψ β= 、 3 3ψ β= 和 4 4ψ β= 。 

4.1. 违约后的情况：z = 1 

在这种违约已经发生的情况下，CDS 不再是可投资的资产，即投资在 CDS 上的资产为 0。 
定理 4.1 保险公司违约后的最优投资和再保险策略为： 

( )
( )

( )

( )

22 *2
*

3
e

e
2

*
2

1 e
e ,

r T t
Y qr T t

Y q

r T tY Y
q

Y

γσ π
β µ π

µ η µ
π

γσ

−
−

 
 − +  
 

− −− + +
=                         (27) 

( )
( )( ) ( )

( )
4

22 *2
2 * * 1

2 1 1
*
1 2 2

1

ee e e
2e .

r T t
r T t r T t z

Z z Zr T t u r
β γσ πλ µ γσ π µ π

π
β γ σ σ

−
− −

− −

  
− − +   −  = + + 

+  
 
 

            (28) 

相应的均衡值函数为： 

( ) ( ) ( ) ( ), ,1 , ,1W t x V t x A t x B t= = +  

其中， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1
1 21 e d d ,

T Tr T tY
t t

B t l s s l s s
r

θ η λ µ −−
= − + +∫ ∫                        (29) 

( ) ( )e ,r T tA t −=                                        (30) 

( ) ( ) ( )
( )

( )22 *2
*

3
e

e
2* 1

1 1
3

1 e 1 e ,

r T s
Y qr T s

Y q
r T s

q Yl s

γσ π
β µ πλ

η π λ µ
β

−
−

 
 +  −  

 
 

= + + − 
  
 

                    (31) 
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( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )22 *2
* 1

4 1
e

e
22* *2 21 2

2 1 1
4

e e 1 e ,
2

r T s
r T s z

z
r T s r T sl s r

γσ π
β µ πβ γ λ

µ π π σ
β

−
−

 
 − +
 − −  

 
+  = − − + − 

 
 

             (32) 

终端盈余的期望函数为： 

( ) ( ) ( ) ( )
* *

, ,1 , ,1 ,Q
t xE X T Ag t x t x tB
φ π  = = + 

 

其中， 

( ) ( )e ,r T ttA −=                                        (33) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 2
1 1 e d d ,

T Tr T t
Y t t

B t l s s l s s
r
θ η λ µ −= − − + +∫ ∫                       (34) 

其中， 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )22 *2
*

3
e

e
2* *

1 1 11 e e e ,

r T s
Y qr T s

Y q
r T s r T s

q Y q Zl s

γσ π
β µ π

η π λ µ π λ µ

−
−

 
 +  − −  = + +                   (35) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )22 *2
* 1

4 1
e

e
22* *2 2 *

2 1 1 1 1 2e e e e .

r T s
r T s z

z
r T s r T s r T s

Zl s r
γσ π

β µ π

µ π π σ β π λ µ

−
−

 
 − +
 − − −  = − − +              (36) 

4.2. 违约前的情况：Z = 0 

定理 4.2 当违约发生前，稳健最优投资再保险策略为： 

( )
( )

( )

( )

22 *2
*

3
e

e
2

*
2

1 e
e ,

r T t
Y qr T t
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=                        (37) 
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2e ,

r T t
r T t r T t z
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β γσ πλ µ γσ π µ π

π
β γ σ σ

−
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            (38) 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )( )
( )

( )

( )
( )

2* *
2 2 2,0 e ,0 e

2
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2
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,0 1
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L LL t

γβ π π

π
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− −Φ + − − −Φ + −   − − 
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= − + −

−Φ −Φ−Φ +
       (39) 

相应的均衡值函数是： 

( ) ( ) ( ) ( ), ,0 , ,0 ,W t x V t x a t x b t= = +  

其中，a(t)和 b(t)满足： 

( ) ( )e ,r T ta t −=                                         (40) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1

1 2 3

1 1 e

d d d ,

r T t
Y

T T T

t t t

b t
r

m s s m s s m s s

θ η λ µ −= − −

+ + +∫ ∫ ∫
                           (41) 

其中， 
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     (44) 

终端盈余的期望函数为： 

( ) ( ) ( ) ( )
* *

, ,0 , ,1 ,Q
t xE X T ag t x t x tb
φ π  = = +   

其中， 

( ) ( )e ,r T tta −=                                        (45) 
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其中， 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )22 *2
*

3
e

e
2* *

1 1 11 e e e ,

r T s
Y qr T s

Y q
r T s r T s

q Y q Zm s

γσ π
β µ π

η π λ µ π λ µ

−
−

 
 +  − −  = + +                  (47) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )22 *2
* 1

4 1
e

e
22* *2 2 *

2 1 1 1 1 2e e e e ,

r T s
r T s z

z
r T s r T s r T s

Zm s r
γσ π

β µ π

µ π π σ β π λ µ

−
−

 
 − +
 − − −  = − − +             (48) 

( )
( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2* *

2 2 2

2

* *
3 2 2

,0 e ,0 e
2*

2

,0 e ,0 e
1

,0 e e .
1

r T t r T t

p
r T s r T t

p L t B t b t L t B t b t
r T s

h
m s t L L t B t b t

u

h t L
u

γβ π π

π π

π
− −

− −
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= Φ − −Φ + −
−

+ Φ −
−

         (19) 

5. 数值分析 

在这一节中，我们用数值例子来验证模型不确定性和 CDS 投资对最优策略的影响。基础参数如下 
 

 

参数对最优策略的影响 

图 1 展示了模糊厌恶系数 2β 和风险规避系数 γ 对鲁棒最优再保险策略 ( )*
q tπ 的影响。从图 1 中我们

可以看出，当 2β 和 γ 减小时， ( )*
q tπ 反而增加，所以保险公司更愿意购买再保险去降低风险。 

图 2 展示了风险模型中跳扩散系数 Yλ 和再保险公司的安全荷载η对鲁棒最优再保险策略 ( )*
q tπ 的影

响。从图 2 中我们可以看出，当 Yλ 增加，保险公司增加对再保险的投资。当η的强度增大时，保险公司

为了减少支出，降低对再保险的投资。 
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Figure 1. Effects of 2β  and γ  on *
qπ  

图 1. 2β 和 γ 对 *
qπ 的影响 

 

 

Figure 2. Effects of η  and Yλ  on *
qπ  

图 2. η 和 Yλ 对 *
qπ 的影响 

 

 

Figure 3. Effects of 1β  and 3β  on *
1π  

图 3. 1β 和 3β 对 *
1π 的影响 
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Figure 4. Effects of ph  and zµ  on *
2π  

图 4. ph 和 zµ 对 *
2π 的影响 

 
图 3 展示了模糊厌恶系数 1β 和模糊厌恶系数 3β 对鲁棒最优投资 ( )*

1 tπ 的影响。从图 3 中我们可以看

出，随着 1β 和 3β 的增加，保险公司降低对风险资产的投资。 
图 4 展示了违约强度 ph 和 zµ 对 CDS 投资 ( )*

2 tπ 的影响。当 ph 增强时，保险公司明显减少对 ( )*
2 tπ 的

投资。当 zµ 增加时，保险公司增加对 ( )*
2 tπ 的影响。 

6. 总结 

在这篇文章中，我们研究了保险公司在模糊厌恶和考虑 CDS 投资的情况下，求解稳健最优投资和再

保险问题。为了最大可能地增加财富，保险公司把盈余投资到无风险资产、风险资产和 CDS。通过扩展

的 HJB 方程，我们求解了最优投资和再保险的均衡策略。在文章最后，我们给出了数值进行敏感性分析。 
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