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摘  要 

机械系统库伦摩擦的存在，导致了系统的不连续性的存在。本文研究了在水平面上运动的物体在库伦摩

擦力作用下的全局动力学行为。在这种情况下，不连续系统的滑模域上的点都是系统的伪平衡点。在此

基础上，通过构造Poincaré映射，给出了滑模域中的点构成的集合均为系统的全局吸引子这一结论，最

后通过数值模拟验证了该吸引子在有限时间内是收敛的这一结论。 
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Abstract 
The existence of Coulomb friction in mechanical system leads to the existence of discontinuity. In 
this paper, the global dynamic behavior of an object moving on a horizontal plane under Coulomb 
friction is studied. In this case, the points on the sliding mode domain of the discontinuous system 
are all pseudo-equilibrium points of the system. On this basis, by constructing the Poincaré map-
ping, the conclusion that the set of points in the sliding mode domain is the global attractor of the 
system is given. Finally, the conclusion that the attractor is convergent in finite time is proved by 
numerical simulation. 
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1. 引言 

摩擦是表面接触时产生的一种非常复杂的现象，摩擦现象无处不在，其存在于两个物体之间，并不

是单一存在的[1] [2]。而库伦摩擦模型是较早存在的对摩擦现象进行描述的一种模型。许多学者对其进行

了研究并取得了一些实质性的进展。Edward Berger [3]综述许多不同工程领域的大量文献，并批判性地考

察了不同情况下各种摩擦模型的使用，得到系统模型和摩擦模型从根本上是耦合的，不能独立选择，摩

擦模型的有用性和系统动力学模型的成功是相互依赖的，摩擦性质和表面相互作用科学的基本问题将是

未来许多领域的重要研究方向。Andrea Bacciotti [4]利用局部 Lipschitz 条件和 Lyapunov 函数研究了

Filippov 意义下的具有右端不连续系统的稳定性和正定性。得到了一般微分包含情况下的稳定性，并给出

了 Jurdjevic-Quinn 型反馈律稳定的一些充分条件。Leine R.I..和 Campen D. [5]用广义雅可比矩阵分析了两

个平面非光滑连续系统的平衡分支，研究了一个属于微分包含类的非自治 Filippov 系统的力学例子，给

出了周期解的一些显著的不连续分支，为后续相关研究提供了参考思路。Alvarez J. [6]基于右端不连续常

微分方程的 n 不变性原理，研究了具有库伦摩擦的一自由度机械振子的渐近稳定性，并进行了仿真验证，

实现了控制器和观测器的有限时间收敛。以往关于摩擦动力学的研究大多忽视其实际的动力学模型，将

其近似线性或弱化线性系统简化为线性系统来分析研究[7] [8]。而本文在前人研究的基础上，重点讨论了

在水平面上运动的物体所受的库伦摩擦力模型，并进一步研究系统运动的动力学行为。 

2. 系统数学模型的建立 

考虑形式较简单的库伦摩擦系统，如图 1 所示： 
 

 
Figure 1. Coulomb friction system 
图 1. 库伦摩擦系统 

 
假设一个质量为 m 的物体在水平面上运动，物体只受到弹簧的弹力和地面对它的摩擦力，在运动过

程中物体所受的摩擦力的大小是恒定的，其方向与运动方向相反，则根据牛顿第一运动定律，系统的动

力学行为可描述为 

( ) 0mx p x kx+ + =�� �                                   (1.1) 
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其中：x 表示物体的位移，k 为弹簧的弹力系数，且 

( )
0

0

,     0

,   0

p x
p x

p x

>= 
− <

�
�

�
                                 (1.2) 

由此可知，系统(1.1)~(1.2)为不连续系统。 
当 0 0p ≠ 时，由于系统(1.1)~(1.2)是一个右端不连续的微分系统，当考虑到系统(1.1)在 Filippov 意义

下的解，不难知道系统(1.1)的解是存在的，且满足初值条件 ( ) ( )0 00 , 0 ,x x y y= = 存在区间为 [ )0,+∞ ，并且

系统的解是右唯一的。为了后续的方便讨论，将系统(1.1)~(1.2)化为等价的平面微分系统，令 x y=�  

( )

x y

p ykxy
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 = − −
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其中 
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由(1.3)~(1.4)可得系统(1.3)的上半线性子系统为 

0 ,   0

x y
pkxy y

m m

=



= − − >

�

�
                                (1.5) 

下半线性子系统为 

0 ,  0

x y
pkxy y

m m

=



= − + <

�

�
                                (1.6) 

对于上半子系统 0 ,0U
pe
k

 = − 
 

为其中心，且通解为 

2
2 0

1
pmy k x c
k

 
 
 

+ + =                                 (1.7) 

其中 1c 为非负常数。 

同理，下半子系统以 0 ,0L
pe
k

 =  
 

为中心，其通解为 

2
2 0

2
pmy k x c
k

 
 
 

+ − =                                 (1.8) 

其中 2c 为非负常数。 

3. 切换线上滑模动力学行为 

由(1.3)式可知，系统的切换线是 { }2 : 0x yΣ = ∈ =� ，紧接着着重分析系统(1.3)在切换线 

{ }2 : 0x yΣ = ∈ =� 上和它周围附近的动力学行为。则系统(1.3)在 0y = 附近的向量场分析如图 2 所示： 
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Figure 2. Vector field distribution 
图 2. 向量场分布 

 
一般地，当弹簧被拉直时，物体将不会再运动，不妨设弹簧被拉直时所处的位置范围是 

{ }1 2x A x A− < < ，为了后面的方便讨论，给出了 0
1

3pA
k

> ， 0
2

3pA
k

> ，但 1A 与 2A 不一定相等，则 Σ可

分为三个部分 

( )
1

0
1, , 0C

px y A x y
k

 Σ = − < < − = 
 

 

( ) 0 0, , 0s
p px y x y
k k

 Σ = − < < = 
 

 

( )
2

0
2, , 0C

px y x A y
k

 Σ = < < = 
 

 

其中
1CΣ 和

2CΣ 为穿越集，且在
1CΣ 上系统(1.3)的解从下往上穿越，而在

2CΣ 上系统(1.3)的解从上往下穿越，

sΣ 为滑模域，并且该滑模域是吸引的。为了分析滑模域上的动力学行为，其滑模方程起着很重要的作用，

根据 Filippov 凸方法可以可得，在滑模域 sΣ 上的滑模方程为 

,

0,

x y

y

=


=

�

�
                                      (2.1) 

由此可知， sΣ 上的所有点均为系统(1.3)的伪平衡点，即 sΣ 为系统(1.3)的伪平衡点集，显然 sΣ 中的

伪平衡点均不孤立。 

4. 系统的全局动力学行为 

下面将用 Poincaré 映射来分析系统(1.3)的全局动力学行为。 
注意到从 ( )

20 ,0 Cx ∈Σ 出发的解将进入 2S ，并经过有限的时间再次与Σ相交不妨设交点为 ( )1 ,0Lx ，且

0
1
L px

k
< ，则下半 Poincaré 映射 ( )LP ⋅ 定义如下： 
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另一方面，若 ( )
10 ,0 Cx ∈Σ ，即 0

0
px
k

< − 出发的解将进入 1S ，并经过有限时间再次与Σ相交。不妨设

交点为 ( )1 ,0Ux ，且 0
1
U px

k
> − 。同理，我们可定义上半 Poincaré 映射 ( )UP ⋅ 如下所示： 

( )
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0

0
0 0 2

, ,

, ,
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p
x x A

k
P x

p
x x A

k

  ∈ − −  = 
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由上述通解公式可知，上半子系统的通解为椭圆，椭圆的中心为 0 ,0U
pe
k

 = − 
 

，从而 

( ) 0 0
1 0 0 0 1
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p px P x x x A
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 = = − − ∈ − −  
                       (3.1) 

同理可得 

( ) 0 0
1 0 0 0 2

2 ,  ,L
L

p px P x x x A
k k

= = − + ∈ 
  

                        (3.2) 

进一步，根据(3.1)和(3.2)可定义 Poincaré 映射如下 

( ) ( )( ) 0 0
0 0 0 0 2

4 3,  ,U L
p pP x P P x x x A
k k

 = = − ∈  
                    (3.3) 

定理 3.1 由滑模域中的点构成的集合 ( ) 0,0s
px x
k

 Σ = ≤ 
 

为系统(1.3)的全局吸引子，且该吸引子在有

限时间内是收敛的。 
证明：由子系统的通解公式(1.7)和(1.8)可知，系统(1.3)的任意一个解都将在有限时间内到达切换线Σ

上，下面只需证明从切换线 Σ 出发的解在有限时间内收敛到平衡点集 SΣ 上，从而只需证明对于任意

0 Sx ∈Σ ，存在正整数 N 使得 

( )0 ,  N
S

N

P x P P P P∈Σ = � ����������这里  

事实上，根据 Poincaré 映射的表达式(3.3)，当 0 0
0

3 3,p px
k k
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时，则 ( )0 SP x ∈Σ ，即此时取 1N = ，当

0
0 2

3 ,px A
k

 ∈  
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− = ， 因 此 取 0 0
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kx pN
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 −
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0
0 1

3, px A
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 ∈ − −  
时， ( ) 0

0 2
3 ,pP x A

k
 ∈  

，从而取 0 0

0

3 2
4

kx pN
p

 − −
= + 
 

可得 ( )0
N

SP x ∈∑ 。证毕！ 

5. 数值仿真及应用分析 

当 0
11,  1,  
2

k m p= = = 时，系统的滑模域区间为 [ ]0.5,0.5− ，从图 3 中可以看出，在有限时间内从任何

点出发的轨线，最后都收敛到 [ ]0.5,0.5− 区间的滑模域上。 
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Figure 3. Trajectory phase diagram of plane Coulomb friction system 
图 3. 平面库伦摩擦系统的轨线相图 

6. 结论 

线性运动理论是运动力学研究中应用最为广泛的工具。以往研究人员都将近似线性或弱化线性系统

简化为线性系统来分析研究，忽视所研究的实际动力学系统模型。本章首先建立了在水平面上带有库伦

摩擦系统的动力学模型，进而研究了其运动行为，然后讨论了具有两个子系统且子系统的切换线为直线

的分段线性微分系统的动力学行为，并通过构造 Poincaré 映射得到了滑模域中的点构成的集合为系统的

全局吸引子，且该吸引子在有限时间内是收敛的这一结论。最后通过数值模拟，证实了这一结论的正确

性。 
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