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摘  要 

本文主要研究了具有染病者筛查和性别结构的随机AIDS传染病模型，利用ITO公式，讨论了该系统的动

力学行为。首先，我们证明了该模型解的极限性质；其次，通过选取合适的对数函数，给出了疾病灭绝

的充分条件；进一步，选取恰当的V函数，分析了系统唯一正的遍历平稳分布的存在性；最后，通过数

值模拟，验证了本文的理论结果。 
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Abstract 
In this paper, we study a stochastic model describing the sex-structured AIDS with effect of 
screening of infectives, and the dynamic behavior of the system is discussed by using the formula 
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of ITO. First, we consider the limiting behaviors of the solution. Further, the sufficient condition 
guaranteeing the extinction of AIDS is obtained. Then, an appropriate V-function is selected to 
prove that the solution of the model has a unique ergodic stationary distribution. Finally, the 
theoretical results are verified by numerical simulations. 
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1. 引言 

当今世界，许多传染病不断侵蚀着人类的健康，其中，最致命的传染病之一当属艾滋病。艾滋病又

称获得性免疫缺陷综合症(AIDS)，该病由 HIV 病毒引起，HIV 是一种能严重破坏人体免疫系统的病毒。

据估计，全世界约有数千万人感染 HIV 病毒，深受这种病毒的折磨。为了更有效地控制和治疗 AIDS 传

染病，深入地研究该疾病就显得尤为重要。通过分析 HIV 病毒的染病和传播特点，建立数学模型并利用

数学理论分析和讨论模型的动力学行为，也已经成为 AIDS 传染病的研究方向之一。例如，Kirschner 等
人[1]在参考大量文献后，使用数学方法，建立了 HIV 与人类免疫系统之间的数学模型，通过对该模型的

分析，得到合理的治疗方案；Lutambi 等人[2]研究了具有 HIV 传播阶段影响的艾滋病模型，分析了在艾

滋病发展阶段中，疾病的变异对模型估计的影响；在[3]中，Cai 等人建立了一种具有治疗作用的 AIDS
传染病模型，通过对该模型进行研究，得到了艾滋病的传播是由基本再生数 0R 决定的；在[4]中，Tripathi 
等人提出并分析了一个非线性数学模型，利用微分方程稳定性理论，揭示了对不知情染病者进行筛查，

可以有效地减少艾滋病在同类人群中的传播；在[5]中，Kaur 等人提出了一个考虑异性接触和垂直传播的

非线性 HIV 数学模型，讨论了模型的平衡点及其稳定性，应用微分方程稳定性理论以及数值模拟，揭示

了提高成人群体对 AIDS 的了解，可使感染总人数下降。这些研究的理论结果可以为人类有效地控制疾

病的传播提供可靠的理论支持。 
考虑到现实世界中，环境噪音(最常见的噪音是白噪音)无处不在，流行病的传播和发展势必也会受到

噪音的影响。因此，在 HIV 病毒模型中，引入随机的白噪音扰动，考虑随机的 HIV 动力学模型具有重要

的理论意义和应用价值，关于这方面的成果我们可参阅文献[6] [7] [8]。Rathinasamy 等人[9]提出了具有染

病者筛查和性别结构的随机 AIDS 传染病模型： 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1

2 2

1 1 1

2 2 2

d d d ,

d d d ,

d d d ,

d d d .

m m

f f

m m

f f

m m m f S m S

f f f m S f S

m m f m I m I

f f m f I I

S S a S I t S B t

S S a S I t S B t

I a S I b I t I B t

I a S I b I t B t

µ σ

µ σ

µ β σ

µ β σ

 = Γ − − +

 = Γ − − +


 = − + + +  


 = − + + +  

                      (1) 

其中 ( )mS t 易感者男性， ( )fS t 是易感者女性， ( )mI t 是男性染病者， ( )fI t 是女性染病者； 1Γ 是易感男性

群体的增长率， 2Γ 是易感女性群体的增长率； µ 是自然死亡率； ( )1 1 fa α γ= − ， ( )2 1 ma α γ= − ，α 是
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HIV 的传播率， fγ 是总体中女性染病者(这些女性是被筛选出来的)的比率， mγ 是总体中男性染病者(这些

男性是被筛选出来的)的比率； 1β 是在男性群体中由于感染而造成的死亡率， 2β 是在女性群体中由于感

染而造成的死亡率； ( ) ( )1 1 2 21 1m m mb ξ τγ ξ τ γ ξ γ = + − + − ， ( ) ( )2 1 2 21 1f f fb ξ τγ ξ τ γ ξ γ = + − + × − ， 1ξ 是

在治疗群体中 AIDS 的进展率， 2ξ 是在未治疗群体中 AIDS 的进展率，τ 是意识到感染后进而采取措施

的比率。
mSσ ，

fSσ ，
mIσ ，

fIσ 分别是 ( )
mSB t ， ( )

fSB t ， ( )
mIB t ， ( )

fIB t 所对应的标准高斯白噪声强度，

( )
mSB t ， ( )

fSB t ， ( )
mIB t ， ( )

fIB t 分别是独立的布朗运动。关于这个模型的详细阐述，可参阅文[9]。 
无论如何，在对[9]仔细研读的过程中我们发现，作者在证明模型存在唯一正的遍历平稳分布时，即

在证明(35)式时，用到了不等式 

* *

* * *0,  0,  0,  2 1 0f m fm m
m m f

m fm f m

I S IS IS I I
S IS I I

  
> > > − − − − ≤      

若 则 . 

事实上，我们可以取到一组数使得该不等式不成立。所以，在本文中，重新证明了该模型解的遍历平稳

分布，并且用不同的方法证明了疾病的灭绝。 

为讨论方便，本文假设 { }( )0
, , ,t t
F F P

≥
Ω 是一个具有滤子{ } 0t t

F
≥
的全概率空间，且滤子{ } 0t t

F
≥
满足通

常条件(即递增，右连续且 0F 包含所有的 P 零集)。定义 ( )0,R+ = +∞ 。如果 ( )f t 是定义在 [ )0,+∞ 的可积 

函数，记 ( )
0

1 d
t

tf f s s
t

= ∫ 。如果 ( )f t 在 [ )0,+∞ 上有界，记 ( )[0, )
ˆ inftf f t∈ +∞= ， [0, )suptf

∨

∈ +∞= ( )f t 。 

2. 疾病的灭绝 

文 [ 9 ]指出，在模型 ( 1 )相应的确定性模型中，系统存在无病平衡点 1 2
0 , ,0,0E

µ µ
 Γ Γ
 
 

，且若

( )( )
* 1 2 1 2
0 2

1 1 1 2

1a aR
b bµ β µ β µ

Γ Γ
= <

+ + + +
，则 0E 全局渐近稳定。此即意味着，我们可通过控制 *

0 1R < ，从而达 

到对此疾病的控制。无论如何，随机 AIDS 传染病模型(1)没有无病平衡点，因此，本节我们首先对随机

系统(1)中解的极限行为进行讨论，进一步分析随机系统中疾病灭绝的条件。我们先给出几个引理。 
引理 1 [9]若 ( ) ( ) ( ) ( )( )( )40 , 0 , 0 , 0m f m fS S I I R+∈ 是系统(1)的初值，则对 0t∀ ≥ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 4, , , , . .m f m fS t S t I t I t R a s+∈  

引理 2 若 ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,m f m fS t S t I t I t 是系统(1)以 ( ) ( ) ( ) ( )( )( )4, , ,m f m fS t S t I t I t R+∈ 为初值的解，则 

( ) ( ) ( ) ( )
lim 0,  . .m f m f

t

S t S t I t I t
a s

t→∞

+ + +
=  

进一步， 

( ) ( ) ( ) ( )
lim 0,  lim 0,  lim 0,  lim 0,  . .f fm m

t t t t

S t I tS t I t
a s

t t t t→∞ →∞ →∞ →∞
= = = =  

证明：令 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).m f m fu t S t S t I t I t= + + +  

构造函数 ( )( ) ( )( )1W u t u t
θ

= + ，并且令 { }2 2 2 2 2max , , ,
m f m fS S I Iσ σ σ σ σ= ，此处 0θ > 是常数，将在随后给定。

由 ITO 公式，我们有 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1

1 1

d d 1 d 1 d

1 d 1 d ,

m m f f

m m f f

S m S S f S

I m I I f I

W u t LW u t t u t S t B t u t S t B t

u t I t B t u t I t B t

θ θ

θ θ

θ σ θ σ

θ σ θ σ

− −

− −

= + + + +

+ + + +
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此处 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )

1
1 2 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 2
1 2

1 2 22
1 2

2

1

1
1

2
1

1 1
2

1
1 1 1 1

2
1
2

m f m f

m f m f

S m S f I m I f

LW u t u t S t S t b I t b I t

u t S S I I

u t u t u t u t

u t u t u t u t

θ

θ

θ θ

θ θ

θ µ µ µ β µ β

θ θ
σ σ σ σ

θ θ
θ µ σ

θ θ
θ µ µ σ

θ σ
θ µ

−

−

− −

− −

 = + Γ + Γ − − − + + − + + 
−

+ + + + +

−
≤ + Γ + Γ − + +  

−
 ≤ + Γ + Γ + − + + + + 

 −
= − −

 
( )( ) ( ) ( )( ) 1

1 21 1 .u t u t
θ θ

µ θ
−

+ + Γ + Γ + +

 

选择 1θ > ，且使得
( ) 21

: 0
2

θ σ
µ λ

−
− = > ，从而 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1
1 21 1 ,LW u t u t u t

θ θ
λθ µ θ

−
≤ − + + Γ +Γ + +                     (2) 

故 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1
1 2

1 1

1 1

d 1 1 d

1 d 1 d

1 d 1 d .

m m f f

m m f f

S m S S f S

I m I I f I

W u t u t u t t

u t S t B t u t S t B t

u t I t B t u t I t B t

θ θ

θ θ

θ θ

λθ µ θ

θ σ θ σ

θ σ θ σ

−

− −

− −

 ≤ − + + Γ +Γ + +  

+ + + +

+ + + +

           (3) 

对 0 k θλ< < ，我们有 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1

1 1

d e e d

e 1 d e 1 d

e 1 d e 1 d ,

m m f f

m m f f

kt kt

kt kt
S m S S f S

kt kt
I m I I f I

W u t L W u t t

u t S t B t u t S t B t

u t I t B t u t I t B t

θ θ

θ θ

θ σ θ σ

θ σ θ σ

− −

− −

   =   

+ + + +

+ + + +

 

所以 

( )( ) ( )( ) ( )( )0
e 0 e d ,

tkt ksE W u t W u E L W u s s   = +   ∫                       (4) 

此处 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )1
1 2

e e e

e 1 1

e ,

kt kt kt

kt

kt

L W u t k W u t LW u t

ku t u t

H

θ
θ λ µ

θ

θ

−

  = + 
  ≤ + − − + + Γ +Γ +    

≤

               (5) 

其中 ( )( ) ( )( ) ( )1
1 2

( )
: sup 1 1

u t R

kH u t u t
θ

λ µ
θ+

−

∈

  = + − − + + Γ +Γ +    
。因此由(4)可得 

( )( ) ( )( ) ( )( )0
e 1 1 0 d 1 0 e ,

tkt ks ktHE u t u E e H s u
k

θ θ θ θθ  + ≤ + + ≤ + +      ∫  

即 ( )( ) 0limsup 1 : ,  . .
t

HE u t H a s
k

θ θ
→∞

 + ≤ =  
。由 ( )u t 的连续性可知，存在一个常数 0M > ，使得 
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( )( )1 , 0.E u t M t
θ + ≤ ≥  

                                  (6) 

由(3)式，则对充分小的 0, 1,2, ,kδ > = � 即 

( )( ) ( )( ) 1 2 1 2
( 1)

sup 1 1 ,
k t k

E u t E u k I I M I I
θ θ

δ δ
δ

≤ ≤ +

   + ≤ + + + ≤ + +     
 

此处 

( )( ) ( ) ( )

( )( )

( )( )

( )( )

1
1 1 2

( 1)

1
( 1)

( 1)
1

1
( 1)

sup 1 d

sup 1 d

1 d

sup 1 .

t

kk t k

t

kk t k

k

k

k t k

I E u r u r r

c E u r r

c E u r r

c E u t

θ

δδ δ

θ

δδ δ

δ θ

δ

θ

δ δ

θ λ µ λ

δ

−

≤ ≤ +

≤ ≤ +

+

≤ ≤ +

 = + − + Γ +Γ + −    
 ≤ +  
 ≤ +  
 ≤ +  

∫

∫

∫
 

根据 Burkholder-Davis-Gundy 不等式[10]，有 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

1
2

( 1)

1
( 1) 2( 1) 22 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1
2 2 2 2 2 2

sup 1 d d

     d d

   32 1 d

   32 sup

m m f f

m m f f

m f m f

m f m f

t
S m S S f Skk t k

I m I I f I

k
S m S f I m I fk

S S I I
k

I E u r S r B r S r B r

I r B r I r B r

E u r S r S r I r I r r

E

θ

δδ δ

δ θ

δ

δ

θ σ σ

σ σ

θ σ σ σ σ

θ σ σ σ σ δ

−

≤ ≤ +

+ −

≤

= + +


+ + 


 ≤ + + + +  

≤ ∨ ∨ ∨

∫

∫

( )( )

( ) ( )( )

1
22

( 1)

1 1
2 2 2 2 2 2

( 1)

1

   32 sup 1 .
m f m f

t k

S S I I
k t k

u t

E u t

θ

δ

θ

δ δ
θ σ σ σ σ δ

≤ +

≤ ≤ +

 +  

 ≤ ∨ ∨ ∨ +  

 

因此 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1

2 2 2 2 2 2
1

( 1) ( 1)
sup 1 1 32 sup 1 .

m f m fS S I I
k t k k t k

E u t E u k c E u t
θ θ θ

δ δ δ δ
δ δ θ σ σ σ σ δ

≤ ≤ + ≤ ≤ +

     + ≤ + + + ∨ ∨ ∨ +           
 

在此之后的证明与文献[8]中定理 2.1 的证明类似，我们不再进行赘述。 
引理 3 在引理 2 的条件下，下列结论成立 

1 2limsup ,  limsup .m ft tt t
S S

µ µ→∞ →∞

Γ Γ
≤ ≤  

证明：由系统(1)中的第一个式子可得 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 0

0
d ,m

m

tSm m
m m f m St t

S t S
S a S I S r B r

t t
σ

µ
−

= Γ − − + ∫  

从而 

( )1 1
1 ,m m ft t

aS S I tφ
µ µ
Γ

= − +  
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其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

01 dm
m

tS m m
m S

S t S
t S r B r

t t
σ

φ
µ
 −

= − 
 

∫ 。进一步，由引理 1 可得 

( )1lim 0,  . .
t

t a sφ
→∞

=  

所以 

1 1 1lim ,m m ft tt

aS S I
µ µ µ→∞

Γ Γ
= − ≤  

即 

1limsup .m t
t

S
µ→∞

Γ
≤  

同理可得 

2limsup .f tt
S

µ→∞

Γ
≤  

引理得证。 

定理 1 若 ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,m f m fS t S t I t I t 是系统(1)以 ( ) ( ) ( ) ( )( )( )40 , 0 , 0 , 0m f m fS S I I R+∈ 为初值的解，则有 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2

2 2

ln 1 1lim .1 12

m f

m f

t

I I

I t I t
a a b b

t
µ β µ β

µ µ
σ σ

→∞

+ Γ Γ
≤ + − + + ∧ + + −

+
 

如果 

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2

2 2

1 1 0,1 12

m fI I

a a b bµ β µ β
µ µ

σ σ

Γ Γ
+ − + + ∧ + + − <

+
 

则 ( )lim 0mt
I t

→∞
= ， ( )lim 0,  . .ft

I t a s
→∞

= 此即意味着疾病将以概率 1 灭绝。 

证明：利用 ITO 公式，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1 2 2 21 1

2 22 2

2 2

d ln

1 1 d
2 2

d d

fm

fm
m f

m f f m fm
m f

m f m f m f m f

I fI m

m f m f

I fI m
I I

m f m f

a S t I t a S t I t b I tb I t
I t I t

I t I t I t I t I t I t I t I t

I tI t
t

I t I t I t I t

I tI t
B t B t

I t I t I t I t

µ βµ β

σσ

σσ

 + ++ +
+ = + − −

+ + + +

− ⋅ − ⋅
+ + 

+ +
+ +

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1 2
1 1 2 2

2 22 2

2 2
1 d
2

d d .

fm

fm
m f

m f f m

m f m f

I fI m

m f m f

I fI m
I I

m f m f

a S t I t a S t I t
b b

I t I t I t I t

I tI t
t

I t I t I t I t

I tI t
B t B t

I t I t I t I t

µ β µ β

σσ

σσ


≤ + − + + ∧ + +

+ +
 
 − +
 + +  

+ +
+ +

                (7) 

https://doi.org/10.12677/aam.2021.104125


赵晓琦，董玲珍 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.104125 1159 应用数学进展 
 

由不等式 

( ) ( )
2

2 2 2 2 2
2 2

1 1 1 1 ,
m f m f

m f m f

m f m I f I I m I f
I I I I

I I I I I Iσ σ σ σ
σ σ σ σ

  
  + = ⋅ + ⋅ ≤ + +

   
   

 

得 

( ) ( )

2 22 2

2 2

2 2

1 1 1 .1 12 2
fm

m f

I fI m

m f m f
I I

II

I I I I

σσ

σ σ

 
 − + ≤ −
 + + + 

 

将上式代入(7)中，得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 1 2 2

2 2

1 1ln d1 12

d d .

m f

fm
m f

m f m f

I I

I fI m
I I

m f m f

d I t I t a S t a S t b b t

I tI t
B t B t

I t I t I t I t

µ β µ β

σ σ

σσ

 
 
 + ≤ + − + + ∧ + + −
 + 
  

+ +
+ +

 

则对上式两边积分并同时除以 t，得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 1 2 20

0 0

2 2

ln ln 0 0 1 d

1 1 1 1d d ,1 12
fm

m f

m f

tm f m f
m f

t t I fI m
I I

m f m f

I I

I t I t I I
a S s a S s s b b

t t t
I sI s

B s B s
t I s I s t I s I s

µ β µ β

σσ

σ σ

+ +
≤ + + − + + ∧ + +

− + +
+ ++

∫

∫ ∫
    (8) 

由局部鞅的强大数定律：
( )

( ) ( ) ( )
0

1lim d 0m
m

t I m
It

m f

I s
B s

t I s I s
σ

→∞
=

+∫ ，
( )

( ) ( ) ( )
0

1lim d 0f

f

t I f
It

m f

I s
B s

t I s I s

σ
→∞

=
+∫ 。所以，

我们有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

1 20
1 1 2 2

2 2

1 2
1 2 1 1 2 2

2 2

dln 1 1lim lim 1 12

1 1 .1 12

m f

m f

t
m fm f

t t

I I

I I

a S s a S s sI t I t
b b

t t

a a b b

µ β µ β

σ σ

µ β µ β
µ µ

σ σ

→∞ →∞

++
≤ − + + ∧ + + −

+

Γ Γ
≤ + − + + ∧ + + −

+

∫

 

当 ( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2

2 2

1 1 01 12

m fI I

a a b bµ β µ β
µ µ

σ σ

Γ Γ
+ − + + ∧ + + − <

+
时，这意味着 

( ) ( )lim 0,  lim 0,  . .m ft t
I t I t a s

→∞ →∞
= =  

此即疾病将以概率 1 灭绝。 

注 1 上述定理表明，当噪声强度
mIσ ，

fIσ 足够大时，随机系统(1)中的男性染病者 mI 和女性染病者 fI
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将走向灭绝，即使系统(1)相应的确定性系统存在稳定的地方病平衡点 ( )* * * *
1 , , ,m f m fE S S I I  (当 *

0 1R > 时，这

个结论可参阅文[9])，此即表明噪声会影响系统的动力学行为。这个结论将在例 1 中进行数值验证。 

3. 模型解的唯一遍历平稳分布 

在研究传染病模型的动态变化时，我们往往着重研究两点，即疾病的消失与流行。关于疾病的灭绝

已在前面一部分讨论过，本节我们讨论疾病流行的条件。我们首先引入关于平稳分布的一些结果，详见

[11]。 

设 ( ) lX t E∈  ( lE 表示 l −维的欧几里得空间)是齐次马尔可夫过程，满足随机方程 

( ) ( ) ( ) ( )
1

d d d ,
k

m m
m

X t h X t g X B t
=

= +∑  

其扩散矩阵为 

( ) ( )( ) ,ijA X a X=  ( ) ( ) ( ){ }( ) ( )

1
.

k
i j

ij m m
m

a X g X g X
=

= ∑  

假设 1 存在具有规则边界Γ的有界域 lU E⊂ ，它有下列性质： 
(B1) 在区域U 及其邻域上，扩散矩阵 ( )A X 的最小特征值是有界远离 0 的； 
(B2) 若 \lX E U∈ ，则从 X 出发到达集合U 的路径所需的平均时间是有限的，并且对每一个紧子集

( )lK E⊆ ，有 supX K X
E τ∈ < +∞。 

引理 4 若假设 1 成立，则马尔可夫过程 ( )X t 有平稳分布 ( )µ ⋅ ，即若 ( )f ⋅ 是关于测度 µ 的可积函数，

则 

( )( ) ( ) ( )
0

1lim d d 1.l

t

Et
P f X s s f X X

t
µ

→∞

 = = 
 ∫ ∫  

事实上，若要证明(B1)成立，我们只需证明 F 在 U 上是一致椭圆的，即 0M∃ >� ，对 , kX U Rξ∈ ∈ ，有 

( ) 2

, 1
.

k

ij i j
i j

a X Mξ ξ ξ
=

>∑ �  

若要证明(B2)成立，我们只需证明存在一个邻域U 和一个非负 2C −函数V ，使得 \lX E U∈ ，LV 是负的。 
定理 2 设 ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,m f m fS t S t I t I t 是系统(1)以 ( ) ( ) ( ) ( )( )( )40 , 0 , 0 , 0m f m fS S I I R+∈ 为初值的解。若

条件(H1)或条件(H2)成立， 

(H1) 1 1 2 1 2
0

2 2 2 22 1
1 1 2 2

1 1

1,
1 1 1 1
2 2 2 2m f m fS S I I

a aR
a b b

b
µ σ µ σ µ β σ µ β σ

µ β

Γ Γ
= >

 Γ    + + + + + + + + +     + +     

 

(H2) 2 1 2 1 2
0

2 2 2 21 2
1 1 2 2

2 2

1,
1 1 1 1
2 2 2 2m f m fS S I I

a aR
a b b

b
µ σ µ σ µ β σ µ β σ

µ β

Γ Γ
= >
 Γ    + + + + + + + + +    + +     

 

则模型(1)的解存在唯一正的平稳分布。 

证明：由于(H2)与(H1)的证明类似，故我们只给出(H1)的证明。我们利用引理 4 来完成此定理的证明。

为此，我们只需验证假设 1 成立，即存在具有规则边界Γ的有界域 lU E⊂ ，有(B1)和(B2)成立。为了证

明(B2)，定义一个 2C 类非负函数，即： 
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( ) ( )

( )

2 2
1 2 3

1 1

1
1

, , , ln ln ln ln

1 ln ln ln ln ,
1

m f m f m f m f m m

m f m f m f m f

C aV S S I I M C S C S I C I I S
b

S S I I S S I I M
θ

µ β

θ
+

 
= − − − − + + + + 

+ + + + − − − − +
+

 

此处 1 0M > 足够大，以保证函数 ( ), , ,m f m fV S S I I 的非负性。 1C ， 2C ， 3C 定义如下： 

1 2 1 2
1 2

2 2 22 1
2 2

1 1

,
1 1 1
2 2 2m f fS S I

a aC
a b

b
µ σ µ σ µ β σ

µ β

Γ Γ
=

 Γ   + + + + + +    + +    

 

1 2 1 2
2 2

2 2 22 1
2 2

1 1

,
1 1 1
2 2 2m f fS S I

a aC
a b

b
µ σ µ σ µ β σ

µ β

Γ Γ
=

 Γ   + + + + + +    + +    

 

1 2 1 2
3 2

2 2 22 1
2 2

1 1

,
1 1 1
2 2 2m f fS S I

a aC
a b

b
µ σ µ σ µ β σ

µ β

Γ Γ
=

 Γ   + + + + + +    + +    

 

0M > ， ( )0,1θ ∈ 为常数，且分别满足下列不等式， 

( )2 1
3 0 1 1 0

1 1 2,
2 mIf M M b Rµ β σ

∨  + − + + + − ≤ − 
 

                         (9) 

( )2 2 2 2 0,
2 m f m fS S I I
θρ µ σ σ σ σ= − ∨ ∨ ∨ >:                            (10) 

此处的 0M 和 3f 将在稍后给出。为方便讨论，特记 

( )2 2
1 1 2 3

1 1

ln ln ln ln ,m f m f m m
C aV C S C S I C I I S

bµ β
= − − − − + +

+ +
 

( ) 1
2

1 ,
1 m f m fV S S I I

θ

θ
+

= + + +
+

 

3 1ln ln ln ln .m f m fV S S I I M= − − − − +  

由 ITO 公式，我们有 

( )( )

2 21 2
1 1 1 2 2

1 22 2
1 1 3 2 2

2 2
1 1 1

1 1

1 1
2 2

1 1
2 2

m f

m f

f S m S
m f

m f f m
I I

m f

m m

LV C a I C a I
S S

a S I a S I
b C b

I I

C a S b I
b

µ σ µ σ

µ β σ µ β σ

µ µ β
µ β

  Γ Γ
= + − + + + − +       

  
+ + + + − + + + + −       

+ Γ − − + +
+ +

 

( )

2 2 22 1
1 2 1 1

1 1

2 4
3 2 2 1 1 1 2 3 1 2 1 2

2 1
1 1 0 1 1

1 1 1
2 2 2

1 4
2

1 1 ,
2

m f m

f

m

S S I

I f

I f

aC C b
b

C b C a I C C C a a

b R C a I

µ σ µ σ µ β σ
µ β

µ β σ

µ β σ

 Γ   ≤ + + + + + + + +    + +    
 + + + + + − Γ Γ 
 

 = − + + + − + 
 

 

https://doi.org/10.12677/aam.2021.104125


赵晓琦，董玲珍 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.104125 1162 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )

2 1 2 1 1 2 2

1 2 2 2 2 2 2 2 2

1
1 2

2 m f m f

m f m f m f m f m f

m f m f S m S f I m I f

m f m f m f m f

LV S S I I S S I I b I b I

S S I I S S I I

S S I I S S I I

θ

θ

θ θ

µ β β

θ σ σ σ σ

µ

−

+

 = + + + Γ + Γ − + + + − + − + 

+ + + + + + +

≤ Γ + Γ + + + − + + +

 

( )( )

( )

( )

12 2 2 2

1

1 1 1 1

2

2

,
2

m f m fS S I I m f m f

m f m f

m f m f

S S I I

A S S I I

A S S I I

θ

θ

θ θ θ θ

θ σ σ σ σ

ρ

ρ

+

+

+ + + +

+ ∨ ∨ ∨ + + +

≤ − + + +

≤ − + + +

                                 (11) 

此处 ( )( ) ( )
4

1
1 2

( , , , )
sup

2m f m f

m f m f m f m f
S S I I R

A S S I I S S I I
θ θρ

+

+

∈

 = Γ +Γ + + + − + + +  
。 

12 2 21 2
3 1 2 1 1

22
2 2

1 1 1
2 2 2

1 .
2

m f m

f

m f
f S m S I

m f m

f m
I

f

a S I
LV a I a I b

S S I

a S I
b

I

µ σ µ σ µ β σ

µ β σ

    Γ Γ
= + − + + + − + + + + + −         

 
+ + + + −  
 

 

因此 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

1 2 3

2 2 2 2

1 2 1 2

2 1 1 1
1 1 0 1 1 1 2

1 21 11 2

11 2
0 2 3

4
2

1 1
2 2 2

2 2

2 2

m f m f

m

S S I I

I f f f m m

m f f m
m f

m f m f

f m m f
m f

LV L MV L V L V

A b b

M b R C a I I a I a I I

a S I a S I
S S

S S I I

M f I f I S S
S S

θ θ

θ θ

θ

σ σ σ σ
µ β β

ρ ρµ β σ

ρ ρ

ρ ρ

+ +

+ +

+

= + +

+ + +
≤ + + + + + +

  + − + + + − + − + + −    

Γ Γ
− − − − − −

Γ Γ
= + + − − − − 1 21 ,m f f m

m f

a S I a S I
I I

θ+ − −

         (12) 

此处： 

2 2 2 2

0 1 2 1 24 ,
2

m f m fS S I IM A b b
σ σ σ σ

µ β β
+ + +

= + + + + + +  

( ) ( )2 1 1
2 1 1 0 1 1 1

1 1 ,
2 2mf I f f ff I M b R C a I I a Iθρµ β σ +  = − + + + − + − +    

 

( ) 1
3 2 .

2m m mf I a I Iθρ += −  

接下来，我们构造一个有界闭集合
3

3
1 1 1 1, , ,m f m fU k S k S k I k I
k k kk

 = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 
 

，k 为充分小

的正常数，且使得下列不等式成立： 
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1
0 2 3 1,M f f

k

∨ ∨ Γ
+ + − ≤ −                                  (13) 

( ) ( )
2

1
0 3 1 1 0 1 1 11 1,

2
mIM f M b R MC a a k

σ
µ β

∨  
+ − + + + − + + ≤ −  

 
                 (14) 

2
0 2 3 1,M f f

k

∨ ∨ Γ
+ + − ≤ −                                  (15) 

1
0 2 3 1,aM f f

k

∨ ∨
+ + − ≤ −                                  (16) 

0 2 3 1 1,
2

M f f
kθ
ρ∨ ∨

++ + − ≤ −                                 (17) 

0 1 1,
4

M B
kθ
ρ

++ − ≤ −                                   (18) 

( )0 3 1 1,
4

M C
k θ

ρ
+

+ − ≤ −                                  (19) 

不等式(14)可由(9)式推出，常数 B 和C 将在随后给出。显然， 

4
1 2 3 4 5 6 7 8\ ,c c c c c c c cR U U U U U U U U U+ = ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪  

此处 

( ){ }4
1 , , , 0 ,c

m f m f mU S S I I R S k+= ∈ < <  

( ){ }4
2 , , , 0 ,c

m f m f fU S S I I R I k+= ∈ < <  

( ){ }4
3 , , , 0 ,c

m f m f fU S S I I R S k+= ∈ < <  

( ){ }4 3
4 , , , , ,0 ,c

m f m f m f mU S S I I R S k I k I k+= ∈ ≥ ≥ < <  

( ) 4
5

1, , , ,c
m f m f mU S S I I R S

k+
 = ∈ > 
 

 

( ) 4
6

1, , , ,c
m f m f fU S S I I R S

k+
 = ∈ > 
 

 

( ) 4
7

1, , , ,c
m f m f fU S S I I R I

k+
 = ∈ > 
 

 

( ) 4
8 3

1, , , .c
m f m f mU S S I I R I

k+
 = ∈ > 
 

 

下面，我们来证明对 ( ) 4, , , \m f m fS S I I R U+∀ ∈ ， ( ), , ,m f m fLV S S I I 是负的。 
情况 1：若 ( ) 1, , , c

m f m fS S I I U∈ ，则由(13)式可得 

( ) ( ) 1 1
0 2 3 0 2 3 1.f m

m

LV M f I f I M f f
S k

∨ ∨Γ Γ
≤ + + − ≤ + + − ≤ −  

情况 2：若 ( ) 2, , , c
m f m fS S I I U∈ ，则由(14)式可得 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
1

0 3 1 1 0 1 1 1

2
1

0 3 1 1 0 1 1 1

1
2

1
2

1.

m

m

I
m f

I

LV M f I M b R MC a a I

M f M b R MC a a k

σ
µ β

σ
µ β

∨

 
≤ + − + + + − + +  

 
 

≤ + − + + + − + +  
 

≤ −

 

情况 3：若 ( ) 3, , , c
m f m fS S I I U∈ ，则由(15)式可得 

( ) ( ) 2 2
0 2 3 0 2 3 1.f m

f

LV M f I f I M f f
S k

∨ ∨Γ Γ
≤ + + − ≤ + + − ≤ −  

情况 4：若 ( ) 4, , , c
m f m fS S I I U∈ ，则由(16)式可得 

( ) ( ) 1 1
0 2 3 0 2 3 1.m f

f m
m

a S I aLV M f I f I M f f
I k

∨ ∨
≤ + + − ≤ + + − ≤ −  

情况 5：若 ( ) 5, , , c
m f m fS S I I U∈ ，则由(17)式可得 

( ) ( ) 1
0 2 3 0 2 3 1 1.

2 2f m mLV M f I f I S M f f
k

θ
θ

ρ ρ∨ ∨
+

+≤ + + − ≤ + + − ≤ −  

情况 6：若 ( ) 6, , , c
m f m fS S I I U∈ ，则由(17)式可得 

( ) ( ) 1
0 2 3 0 2 3 1 1.

2 2f m fLV M f I f I S M f f
k

θ
θ

ρ ρ∨ ∨
+

+≤ + + − ≤ + + − ≤ −  

情况 7：若 ( ) 7, , , c
m f m fS S I I U∈ ，则由(18)式可得 

( ) ( )2 1 1 1
0 1 1 0 1 1 3 1

0 1

1 1
2 4 4

4
1,

mI f f m f fLV M M b R C a I I f I I a I

M B
k

θ θ

θ

ρ ρµ β σ

ρ

+ +

+

  ≤ + − + + + − + − + − +    

≤ + −

≤ −

 

此处 ( )( ) ( )2 1 11
1 1 0 1 1 1 32

(0, )
: sup 1

4m
f

I f f
I

B M b R MC a a I I fθρµ β σ
∨

+

∈ ∞

 = − + + + − + + − + 
 

。 

情况 8：若 ( ) 8, , , c
m f m fS S I I U∈ ，则由(19)式可得 

( ) 1 1
0 2 2

0 3( 1)

4 4

4
1,

f m m mLV M f I a I I I

M C
k

θ θ

θ

ρ ρ

ρ

+ +

+

≤ + + − −

≤ + −

≤ −

 

此处 1
2 2

(0, )
: sup

4m
m m

I
C f a I Iθρ∨

+

∈ ∞

 = + − 
 

。 

综合上述讨论，我们便可得到 

( ) ( ) 4, , , 1, , , , \ .m f m f m f m fLV S S I I S S I I R U+≤ − ∀ ∈  

条件(B2)得证。 
接下来，我们证明条件(B1)成立。显然，模型(1)的扩散矩阵为 
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( )

2 2

2 2

2 2

2 2

0 0 0

0 0 0
.

0 0 0

0 0 0

m

f

m

f

S m

S f

I m

I f

S

S
A X

I

I

σ

σ

σ

σ

 
 
 

=  
 
  
 

 

令
1 1 1 1, , , ,D k k k k
k k k k
       = × × ×              

， 1k > 且 k 是充分大的整数。这样，对 ( ), , ,m f m fS S I I D∀ ∈ ， 4Rξ +∈ ，

我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 2 22 2 22 2 2 2

1 2 3 4
, 1

,
m f m fij i j S m S f I m I f

i j
a X S S I I Mξ ξ σ ξ σ ξ σ ξ σ ξ ξ

=

= + + + ≥∑ �  

这里 { }4

2 2 2 2 2 2 2 2

( , , , )
min , , , 0

m f m f
m f m f k

S m S f I m I f
S S I I D R

M S S I Iσ σ σ σ
+∈ ⊂

= >� ，条件(B1)证得成立。由引理 4，模型(1)的解存在

唯一正的遍历平稳分布。 

4. 数值模拟 

在此部分，将对上述分析结果进行数值模拟。利用文献[12]中的 Milstein’s 方法，可得模型(1)对应的

离散化方程如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2
1 2

1 1

2
1 2

2 2

2
1 2

1 1 1

1
2 2 2

1 ,
2
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2

2 1 ,
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Ik k
I f k f kt I t I t

σ
σ γ γ















∆ + ∆ + − ∆

 

其中 t∆ 示时间增量， kξ ， kη ， kζ ， kγ 表示相互独立的随机变量，且 kξ ， kη ， kζ ， ( )~ 0,1k Nγ 。 
例 1 在模型(1)中，取 1 50Γ = ， 2 40Γ = ， 0.016µ = ， 1 0.0000132a = ， 2 0.000015a = ， 1 0.0008β = ，

2 0.0009β = ， 1 0.005575b = ， 2 0.005524b = ，参数的选取来自文献[9]，容易求得 

( )( )
* 1 2 1 2
0 2

1 1 2 2

3.083039 1.a aR
b bµ β µ β µ

Γ Γ
= = >

+ + + +
 

选取初始值 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 , 0 , 0 , 0 100,200,150,400m f m fS S I I = ，我们在图 1 的左图做出了确定性系统

的解曲线。显然，疾病不会灭绝。引入白噪音，取 0.003
m fS Sσ σ= = ， 0.5

m fI Iσ σ= = ，可求得 

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2

2 2

1 1 0.006125 0,1 12

m fI I

a a b bµ β µ β
µ µ

σ σ

Γ Γ
+ − + + ∧ + + − = − <

+
 

由定理 1 知，男性染病者 mI 和女性染病者 fI 趋于零。取初始值 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 , 0 , 0 , 0 100,200,150,400m f m fS S I I = ，我们在图 1 的右图做出了系统(1)的解曲线，验证了这

一结论。该例表明，噪声强度足够大时，噪声会影响系统(1)的动力学行为。 
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Figure 1. The figure on the right is the solution of Model (1) subject to sufficient noise, and the figure on the left isthe solu-
tion of its corresponding deterministic model 
图 1. 右边是模型(1)在受到足够大噪声下的解，左边是其对应的确定性模型的解 

 
例 2 在模型(1)中，取 1 50Γ = ， 2 60Γ = ， 0.016µ = ， 1 0.0000132a = ， 2 0.000015a = ， 1 0.0008β = ，

2 0.0009β = ， 1 0.005575b = ， 2 0.005524b = ，同样，参数的选取来自文献[9]，容易求得 

( )( )
* 1 2 1 2
0 2

1 1 2 2

4.62456 1.a aR
b bµ β µ β µ

Γ Γ
= = >

+ + + +
 

取初值 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 , 0 , 0 , 0 100,200,150,400m f m fS S I I = ，我们在图 2 的左图做出了相应确定性模型的解

曲线。引入白噪音，分别令噪声强度为 0.003
m f m fS S I Iσ σ σ σ= = = = ，则条件(H1)成立，即 

1 1 2 1 2
0

2 2 2 22 1
1 1 2 2

1 1

1.49 1,
1 1 1 1
2 2 2 2m f m fS S I I

a aR
a b b

b
µ σ µ σ µ β σ µ β σ

µ β

Γ Γ
= = >

 Γ    + + + + + + + + +     + +     

 

 

  
Figure 2. The figure on the right is the solution of Model (1), the figure on the left is the solution of its corresponding deter-
ministic model 
图 2. 右边是模型(1)的解，左边是其对应的确定性模型的解 
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由定理 2 可知模型(1)的解有唯一遍历平稳分布。仍取初值 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 , 0 , 0 , 0 100,200,150,400m f m fS S I I = ，我们在图 2 的右图做出了随机模型(1)的解曲线。通过

该图，我们可以清晰的了解到噪声的影响。显然，当噪声强度比较小时，噪声几乎不会改变系统的动力

学行为。事实上，分析 *
0R 与 1

0R 的表达式，当 *
0 1R > 时，只有当噪声强度较小时，才可使得 1

0 1R > 也成立。

因此，小噪声对系统动力学行为的影响不大。 
类似地，我们也可通过数值模拟的方法验证，当 2

0 1R > 时，随机系统(1)中平稳分布的存在性。方法

同例 2，故不赘述。 

5. 结论 

Rathinasamy 等人[9]通过假设随机扰动是白噪声类型，提出了具有染病者筛查和性别结构的随机 
AIDS 传染病模型，即系统(1)，研究了解的全局正性，疾病的灭绝以及疾病的持久，即该模型解的唯一

遍历平稳分布。但该文在证明解的唯一遍历平稳分布时，证明过程出现了错误，故本文针对此部分，进

行了修正。本文首先分析了疾病的灭绝，用不同于文[9]的方法给出了疾病灭绝的充分条件。分析此条件，

我们发现：当模型(1)中存在男性染病者 mI 和女性染病者 fI 时，如果该模型的白噪声强度足够大，则男性

染病者和女性染病者的人数将趋于 0，这表明将不存在男性染病者和女性染病者，我们得出结论：白噪

声的存在将会影响此模型的动力学行为。进一步，我们使用数值模拟(例 1)验证了该结论的正确性。另外，

我们分析了模型(1)解的唯一遍历平稳分布，给出了模型解有唯一遍历平稳分布的充分条件，即：条件(H1)
或(H2)成立，此时染病者将始终存在于该群体中。最后，我们使用数值模拟(例 2)验证了该结论的正确性。

本文不足之处在于，由于水平有限，构造的 V 函数不能恰好保证 1
0R ， 2

0R 与[9]中确定性系统的基本再生

数 *
0R 保持一致。 
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