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摘  要 

本文研究了一类非线性分数阶泛函微分方程组边值问题正解的存在性。首先，将所研究的问题转化为积

分方程形式，通过做变换得到等价积分方程。然后建立比较定理，运用上下解方法证明了边值问题正解

的存在性。最后给出一个例子说明结论的适用性。 
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Abstract 
In this paper, the existence of positive solutions for a class of boundary value problems of nonli-
near fractional functional differential system with time delays is studied. Firstly, the problems 
studied in this paper are transformed into integral equations, and the equivalent integral equa-
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tion is obtained by transformation. Secondly, a comparison theorem is established and the exis-
tence of positive solutions of boundary value problem is proved by using upper and lower solution 
method. Finally, an example is given to illustrate the applicability of the conclusion. 
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1. 引言 

近年来，分数阶微分方程在化学工程、自动控制、热弹力学等领域得到广泛应用，分数阶微分方程

的理论研究受到学者们的高度重视[1] [2] [3] [4]。 
在科学研究和工程技术领域等诸多领域中，如果假设事物的变化规律与过去的历史无关，只和当时

的状态有关，那么可以用经典的微分方程刻画它的数学模型[5] [6]。然而在实际需要中，许多事物的变化

规律不仅依赖于当时的状态，还依赖于它过去和未来的发展状态。带时滞的泛函微分方程是刻画这类客

观事物运动规律的数学模型。近年来，分数阶泛函微分方程边值问题受到研究者的关注，取得了很多研

究成果[7] [8] [9] [10]。 
分数阶微分方程组在各大领域有着广泛应用，例如复数领域中的量子发展、动力系统、计算流体系

统、生物遗传领域等[11]-[21]。尽管分数阶微分方程组边值问题已经取得大量研究成果，但对分数阶泛函

微分方程组的研究还不是很多。 
基于前面提及的实际应用和研究成果，本文研究了一类非线性分数阶泛函微分方程组边值问题： 
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其中1 , 2α β< ≤ , ,a b∈�。
0

Dα
+ ， 0

Dβ
+ 是 Riemann-Liouville 分数阶导数， ( )tu u t θ= + ， ( )tv v t θ= + ，

[ ],0θ τ∈ − ， 0τ > ， [ ] [ ) [ ] [ )( ), 0,1 0, ,0 , 0,f g C C τ∈ × +∞ × − +∞ ， [ ] [ )( ), ,0 , 0,Cϕ ψ τ∈ − +∞ ，且 ( ) ( )0 0 0ϕ ψ= = ，

[ ] [ ) [ )( ), 0,1 0, , 0,p q C∈ × +∞ +∞ 。 

2. 预备知识 

首先，给出一些基本定义和引理。 
定义 2.1 [4] 函数 ( ): 0,h R+∞ → 的 0α > 阶 Riemann-Liouville 分数积分定义为 

( ) ( ) ( ) ( )1

0 0

1 d
t

I h t t s h s sαα

α+

−= −
Γ ∫ , 
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等式的右端在 ( )0,∞ 有定义。 
定义 2.2 [4] 连续函数 ( ): 0,h R∞ → 的 0α > 阶 Riemann-Liouville 分数阶导数定义为 

( ) ( ) ( )
( )

( ) 10 0 0

1 d d
d

n
tn n

n

h s
D h t D I h t s

n t t s
α α

αα+ +
−

− +
 = =  Γ −   −

∫ , 

只要等式的右端在 ( )0,∞ 有定义。 
引理 2.1 [4] 假设 n 为正整数， 1n nα− < ≤ ，则 Riemann-Liouville 分数阶微分方程 ( )0

0D h tα
+ = 的通

解为 

( ) 1 2
1 2

n
nh t c t c t c tα α α− − −= + + +� , 

其中 , 1, 2,ic i n∈ =� � 。 
引理 2.2 [4] 

1) 若 ( )0,1h L∈ ， 0ρ σ> > 则 

( ) ( )D I h t I h tσ ρ ρ σ−= , ( ) ( )D I h t h tσ σ = . 

2) 若 0ρ > ， 0λ > 则 

( )
( )

1 1D t tρ λ λ ρλ
λ ρ

− − −Γ
=
Γ −

. 

引理 2.3 设 [ ], 0,1x y C∈ ， 1 2,a a ∈�。则边值问题 
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存在唯一解 
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Γ∫ ,                         (2.2) 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2
20

, d
a tv t G t s y s s

β

β

−

= +
Γ∫ ,                         (2.3) 
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( ) ( )
( ) 11

2 1

, 0 1,1,
, 0 1.

t t s s t
G t s

t t s

ββ

ββ

−−

−

 − − ≤ ≤ ≤= 
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证明 假设 ( ) ( ) ( )( ), ,u v u t v t= 是边值问题(2.1)的解，由引理 2.1 可得，存在 1 2 1 2, , ,c c d d ∈�使得 

( ) ( ) 1 2
1 20

u t I x t c t c tα α α
+

− −= − + + , 

( ) ( ) 1 2
1 20

v t I y t d t d tβ β β
+

− −= − + + . 
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由边界条 ( ) ( )0 0 0u v= = 可得， 2 0c = ， 2 0d = 。所以 

( ) ( ) 1
10

u t I x t c tα α
+

−= − + , 

( ) ( ) 1
10

v t I y t d tβ β
+

−= − + , 

由引理 2.2 可得 
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d
t
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− − − −= − + = − + Γ∫ , 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 20 0 0 0 0

d
t

D v t D I y t d D t y s s aβ β β β β β+ + + +
− − − −= − + = − + Γ∫ , 

因此， 
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( ) ( ) ( )11
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− = − + Γ∫ , 

由边界条件 ( )1
10
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+
− = ， ( )1

20
1D v aβ
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− = 可得 
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1 d
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Γ Γ∫ , 

( ) ( ) ( )
1 2
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1 d
ad y s s

β β
= +
Γ Γ∫ , 

因此，边值问题(2.1)的唯一解是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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( ) ( ) ( )

1 11
10 0

111 1 11
0

1 11
10

1 d d

1 d d

, d

t

t

t

tu t t s x s s x s s a

at t s x s s t x s s t

aG t s x s s t

α
α

αα α α

α

α α

α α

α

−
−

−− − −

−

= − − + +
Γ Γ

= − − + +
Γ Γ

= +
Γ
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∫

. 

类似地， 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2
20

, d
a tv t G t s y s s

β

β

−

= +
Γ∫ . 

易证 ( ) ( ) ( )( ), ,u v u t v t= 满足(2.1)，即为边值问题(2.1)的解。 
证毕。 
引理 2.4 边值问题(1.1)等价于积分方程组 
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∫ ∫              (2.7) 

由 ( )1 ,G t s ， ( )2 ,G t s 的表达式可以得到如下引理： 
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引理 2.5 1) ( )1 ,G t s ， ( )2 ,G t s 是 [ ] [ ]0,1 0,1× 上的连续函数； 
2) 对任意的 ( ), 0,1t s∈ 有 

( ) ( )1
10 ,G t s
α

≤ ≤
Γ

. 

3) 对任意的 ( ), 0,1t s∈ 有 

( ) ( )2
10 ,G t s
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≤ ≤
Γ

. 

证明 1) 由函数 1G ， 2G 的表达式可知，函数 1G ， 2G 在 [ ] [ ]0,1 0,1× 上连续； 
2) 当 0 1t s≤ ≤ ≤ 时，显然有 ( )1 , 0G t s ≥ 。当 0 1s t≤ ≤ ≤ 时，有 
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因此，对任意的 [ ], 0,1t s∈ ，都有 ( )1 , 0G t s ≥ 。 
由(2.4)式可知，对任意的 [ ], 0,1t s∈ ，都有 

( ) ( ) ( )
1

1
1 1,G t s tα
α α

−≤ ≤
Γ Γ

. 

因此， ( ) ( )1
10 ,G t s
α

≤ ≤
Γ

。 

同理可证，对任意的 [ ], 0,1t s∈ ， ( ) ( )2
10 ,G t s
β

≤ ≤
Γ

。 

证毕。 

令 ( ) [ ]{ }, : , ,1E u v u v C τ= ∈ − ，定义范数 ( )
[ ]

( )
[ ]

( ){ },1 ,1
, max max , max

E t t
u v u t v t

τ τ∈ − ∈ −
= ，在 [ ],0C τ− 上定义范

数
[ ]

( )
,0

max
t

x x t
τ τ∈ −
= ，则 ( ), EE ⋅ 和 [ ]( ),0 ,C

τ
τ− ⋅ 是 Banach 空间。 

令 

( ) ( ) ( )( ) [ ]{ }0 , : , (0,0), ,0E r z E r t z t t τ= ∈ ≡ ∈ − , 

定义 0E 上的范数 ( )
[ ]

( )
[ ]

( ){ } [ ]
( )

[ ]
( ){ }0 ,1 ,1 0,1 0,1

, max max , max max max ,max
E t t t t

r z r t z t r t z t
τ τ∈ − ∈ − ∈ ∈

= = 及 

( ) ( ) ( ) [ ]{ }, : 0, 0, ,0P u v E u t v t t τ= ∈ ≥ ≥ ∈ − 。显然， 0E E⊂ 且 ( )
00 , EE ⋅ 是 Banach 空间， 0P E⊂ 是正规体

锥。 

对任意的 ( )1 1,u v ，( )2 2 0,u v E∈ ，( ) ( )1 1 2 2, ,u v u v≺ 当且仅当 ( )2 1 2 1,u u v v P− − ∈ 。于是 ( )0 ,E ≺ 为半序的

Banach 空间。若 ( ) ( )1 1 2 2 0, ,u v u v E∈≺ 且 ( ) ( )1 1 2 2, ,u v u v≠ ，记为 ( ) ( )1 1 2 2, ,u v u v≺ ，若 ( ) 0
2 1 2 1,u u v v p− − ∈ ，

记为 ( ) ( )1 1 2 2, ,u v u v≺≺ 。 
对函数 ( )tφ 和 ( )tψ 补充定义，当 [ ]0,1t∈ 时，令 ( ) ( ) 0t tφ ψ= = 。显然。 , Eφ ψ ∈ 。 
任意的 ( ) 0,r z E∈ ，设 
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因此，对任意 [ ]0,1t∈ , [ ],1θ τ∈ − ，有 

( ) ( )t t tu r t r tφ φ θ θ= + = + + + ， ( ) ( )t t tv z t z tψ ψ θ θ= + = + + + . 

易得到以下引理： 
引理 2.6 ( ),u v E∈ 是方程组(2.6) (2.7)的解当且仅当 ( ) 0,r z E∈ 是积分方程组 
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的解。因此 ( ),u v E∈ 是方程组(3.1)的解当且仅当 ( ) 0,r z E∈ 是泛函微分方程组 
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的解。 

3. 解的存在性 

定义 3.1 设 ( ),u v E∈ ，若 ( ) ( ) ( )( ), ,u v u t v t= 满足(1.1)中各等式，那么我们称 ( ),u v 是边值问题(1.1)
的一个解，若当 [ ]0,1t∈ 时， ( ) 0u t ≥ ， ( ) 0v t ≥ ，则称 ( ),u v 为边值问题(1.1)的一个正解。 

定义 3.2 设 ( ) 0,u v E∈ ，如果 
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则称 ( ),u v 是边值问题(2.10)的上解。 
定义 3.3 设 ( ) 0,x y E∈ ，如果 

https://doi.org/10.12677/aam.2021.104113


全欢 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.104113 1045 应用数学进展 
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则称 ( ),x y 是边值问题(2.10)的下解。 
引理 3.1 (比较定理)设 ( ) 0,u v E∈ ，如果 ( ) ( )( ),u t v t 满足 
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 ≤ ∈


≥ ≥


= = ∈ −

                           (3.3) 

则当 [ ],1t τ∈ − 时， ( ) 0u t ≥ ， ( ) 0v t ≥ 。 
证明 令 ( ) ( )0

0D u t x tα
+ = − ≤ ， ( ) ( )0

0D v t y tα
+ = − ≤ ， ( )1

10
1 0D u aγ

+ = ≥ ， ( )2
20

1 0D v aγ
+ = ≥ 。由 ( ) 0x t ≥ , 

( ) 0y t ≥ , 1 0a ≥ , 2 0a ≥ 及引理 2.3，边值问题 
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有唯一解 
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t
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β

τ

β
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∫
 

由引理 2.5，当 [ ],1t τ∈ − 时， ( ) 0u t ≥ ， ( ) 0v t ≥ 。 
证毕。 
为了证明方便，先给出如下假设： 
(H) 任意的 [ )1 2, 0,x x ∈ +∞ 和任意的 [ ]1 2, ,0p p C τ∈ − ， 当 1 2x x≤ ， 1 2p p≤ ，对任意的 [ ]0,1t∈ ，有 

( ) ( )1 1 2 2, , , ,f t x p f t x p≤ , ( ) ( )1 1 2 2, , , ,g t x p g t x p≤ , ( ) ( )1 2, ,p t x p t x≤ , ( ) ( )1 2, ,q t x q t x≤ . 

引理 3.2 假如(H)成立，边值问题(1.1)存在上解 ( )0 0,t tu v Pφ ψ+ + ∈ 和下解 ( )0 0,t tx y Pφ ψ+ + ∈ ，且

( ) ( )0 0 0 0, ,x y u v≺ 。若 ( ) ( )1 1 1 1, + , ,t t t tu v x y Pφ ψ φ ψ+ + + ∈ 满足 

https://doi.org/10.12677/aam.2021.104113


全欢 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.104113 1046 应用数学进展 
 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) [ ]

1 0 00

1 0 00
11

1 00 0
11

1 00 0

1 1

, , 0, 0,1 ,

, , 0, 0,1 ,

1 , d ,

1 , d ,

0, 0, ,0 ,

t t

t t

D u t f t v t v t

D v t g t u t u t

D u a p s v s s

D v b q s u s s

u t v t t

α

β

α

β

ψ

φ

τ

+

+

+

+

−

−

 + + = ∈

 + + = ∈

 =

 =

 = = ∈ −

∫

∫

                 (3.4) 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) [ ]

1 0 00

1 0 00
11

1 00 0
11

1 00 0

1 1

, , 0 , 0,1 ,

, , 0 , 0,1 ,

1 , d ,

1 , d ,

0, 0, ,0 ,

t t

t t

D x t f t y t y t

D y t g t x t x t

D x a p s y s s

D y b q s x s s

x t y t t

α

β

α

β

ψ

φ

τ

+

+

+

+

−

−

 + + = ∈

 + + = ∈

 =

 =

 = = ∈ −

∫

∫

                 (3.5) 

则 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 1 1 0 0, , , ,x y x y u v u v≺ ≺ ≺ ，且 ( )1 1,t tu vφ ψ+ + ， ( )1 1,t tx yφ ψ+ + 分别是边值问题(1.1)的上解和

下解。 
证明 由引理 2.3 可得 ( )1 1,t tu vφ ψ+ + ， ( )1 1,t tx yφ ψ+ + 有定义。 
由上解的定义及(3.4)可得，对任意 [ ]0,1t∈ ， 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 1 0 1 0 0 0 00 0 0
, , , , 0t t t tD u t u t D u t D u t f t v t v f t v t vα α α ψ ψ+ + +− = − ≤ − + + + = , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 1 0 1 0 0 0 00 0 0
, , , , 0t t t tD v t v t D v t D v t g t u t u g t u t uβ β β φ φ+ + +− = − ≤ − + + + = , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 11 1 1
0 1 0 1 0 00 0 0 0 0

1 1 1 1 , d , d 0D u u D u D u a p s v s s a p s v s sα α α
+ + +
− − −− = − ≥ − =∫ ∫ , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 11 1 1
0 1 0 1 0 00 0 0 0 0

1 1 1 1 , d , d 0D v v D v D v b q s u s s b q s u s sβ β β
+ + +
− − −− = − ≥ − =∫ ∫ . 

对任意的 [ ],0t τ∈ − ， 

( ) ( )0 1 0u t u t− = , ( ) ( )0 1 0v t v t− = . 

由引理 3.1 可得，当 [ ],1t τ∈ − 时， 

( ) ( )0 1 0u t u t− ≥ , ( ) ( )0 1 0v t v t− ≥ . 

所以 

( ) ( )1 1 0 0, ,u v u v≺ . 

类似地，容易证明 ( ) ( )0 0 1 1, ,x y x y≺ 。 
由(3.4)，(3.5)及(H)可得，对任意 [ ]0,1t∈ ， 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1 0 0 0 00 0 0
, , , , 0t t t tD u t x t D u t D x t f t v t v f t y t yα α α ψ ψ+ + +− = − ≤ − + + + ≤ , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1 0 0 0 00 0 0
, , , , 0t t t tD v t y t D v t D y t g t u t u g t x t xβ β β φ φ+ + +− = − ≤ − + + + ≤ , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 11 1 1
1 1 1 1 0 00 0 0 0 0

1 1 1 1 , d , d 0D u x D u D x a p s v s s a p s y s sα α α
+ + +
− − −− = − ≥ − ≥∫ ∫ , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 11 1 1
1 1 1 1 0 00 0 0 0 0

1 1 1 1 , d , d 0D v y D v D y b q s u s s b q s x s sβ β β
+ + +
− − −− = − ≥ − ≥∫ ∫ . 

对于任意的 [ ],0t τ∈ − 时， 
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( ) ( )1 1 0u t x t− = , ( ) ( )1 1 0v t y t− = . 

由引理 3.1 得，当 [ ],1t τ∈ − 时， 

( ) ( )1 1 0u t x t− ≥ , ( ) ( )1 1 0v t y t− ≥ . 

所以 

( ) ( )1 1 1 1, ,x y u v≺ . 

综上所述 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 1 1 0 0, , , ,x y x y u v u v≺ ≺ ≺ 。 
对任意的 [ ]0,1t∈ ，由(3.4)和(H)可得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 0 0 1 10
, , , , , , 0t t t t t tD u t f t v t v f t v t v f t v t vα ψ ψ ψ+ + + = − + + + ≤ , 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 0 0 1 10
, , , , , , 0t t t t t tD v t g t u t u g t u t u g t u t uα φ φ φ+ + + = − + + + ≤ , 

( ) ( )( ) ( )( )1 11
1 0 10 0 0

1 , d , dD u a p s v s s a p s v s sα
+
− = ≥∫ ∫ , 

( ) ( )( ) ( )( )1 11
1 0 10 0 0

1 , d , dD v b q s u s s b q s u s sβ
+
− = ≥∫ ∫ , 

所以 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) [ ]

1 1 10

1 1 10
11

1 10 0
11

1 10 0

1 1

, , 0, 0,1 ,

, , 0, 0,1 ,

1 , d ,

1 , d ,

0, 0, ,0 .

t t

t t

D u t f t v t v t

D v t g t u t u t

D u a p s v s s

D v b q s u s s

u t v t t

α

β

α

β

ψ

φ

τ

+

+

+

+

−

−

 + + ≤ ∈

 + + ≤ ∈

 ≥

 ≥

 = = ∈ −

∫

∫

 

由上解定义可得 ( )1 1,t tu vφ ψ+ + 是边值问题(1.1)的上解。 
类似地，容易证明 ( )1 1,t tx yφ ψ+ + 是边值问题(1.1)的下解。 
证毕。 
记序区间 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0 0 0 0 0 0 0 0, , , , : , , ,D x y u v u v E x y u v u v = = ∈  ≺ ≺ . 

定理 3.1 假设(H)成立，若存在 ( ) ( )0 0 0 0, ,x y u v P∈≺ ，且 ( )0 0 0, tu vφ ψ+ + 和 ( )0 0,t tx yφ ψ+ + 分别是边

值问题(1.1)的上解和下解。则边值问题(1.1)存在两个正解 ( ),t tu vφ ψ∗ ∗+ + ， ( ),t tx y Yφ ψ∗ ∗+ + ∈ ，且

( ),t tu vφ ψ∗ ∗+ + ， ( ),t tx yφ ψ∗ ∗+ + 分别是边值问题(1.1)在该区间上的最大正解和最小正解。 
证明 分别以 ( )0 0,u v ， ( )0 0,x y 为初始元，通过迭代公式 

( )
[ ]

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]1 1 1
1 1 1 10 0

0, ,0 ,

, , , d , d , 0,1 ,n
s sn n n

t
u t aG t s f s v s v s t p s v s s tα

τ

ψ
α

−
− − −

 ∈ −
=  + + ∈ Γ
∫ ∫

      (3.6) 

( )
[ ]

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]1 1 1
2 1 1 10 0

0, ,0 ,

, , , d , d , 0,1 ,n
s sn n n

t
v t bG t s g s u s u s t q s u s s tβ

τ

φ
β

−
− − −

 ∈ −
=  + + ∈ Γ
∫ ∫

      (3.7) 

和 
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( )
[ ]

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]1 1 1
1 1 1 10 0

0, ,0 ,

, , , d , d , 0,1 ,n
s sn n n

t
x t aG t s f s y s y s t p s y s s tα

τ

ψ
α

−
− − −

 ∈ −
=  + + ∈ Γ
∫ ∫

     (3.8) 

( )
[ ]

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]1 1 1
2 1 1 10 0

0, ,0 ,

, , , d , d , 0,1 ,n
s sn n n

t
y t bG t s g s x s x s t q s x s s tβ

τ

φ
β

−
− − −

 ∈ −
=  + + ∈ Γ
∫ ∫

     (3.9) 

产生两个序列 ( ){ },n nu v ， ( ){ },n nx y 。由引理 2.3 知 ( ),n nu v ， ( ),n nx y 分别为边值问题 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) [ ]

1 10

10

11
10 0

11
10 0

, , 0, 0,1 ,

, , 0, 0,1 ,

1 , d ,

1 , d ,

0, 0, ,0 ,

n n t n t

n n t n t

n n

n n

n n

D u t f t v t v t

D v t g t u t u t

D u a p s v s s

D v b q s u s s

u t v t t

α

β

α

β

ψ

φ

τ

+

+

+

+

− −

−

−
−

−
−

 + + = ∈

 + + = ∈

 =

 =
 = = ∈ −

∫

∫

                (3.10) 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) [ ]

1 10

10

11
10 0

11
10 0

, , 0, 0,1 ,

, , 0, 0,1 ,

1 , d ,

1 , d ,

0, 0, ,0 ,

n n t n t

n n t n t

n n

n n

n n

D x t f t y t y t

D y t g t x t x t

D x a p s y s s

D y b q s x s s

x t y t t

α

β

α

β

ψ

φ

τ

+

+

+

+

− −

−

−
−

−
−

 + + = ∈

 + + = ∈

 =

 =
 = = ∈ −

∫

∫

                (3.11) 

的唯一解。 
由引理 3.2 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 2 2 2 2 1 1 0 0, , , , , , , ,n n n nx y x y x y x y u v u v u v u v≺ ≺ ≺�≺ ≺�≺ ≺�≺ ≺ ≺ . 

易知序列 ( ){ },n nu v ， ( ){ },n nx y 都一致有界，即存在常数 0 0M > 使得对任意的 0,1,2,n = �，都有 

( )
0

0,n n E
u v M≤ , ( )

0
0,n n E

x y M≤ , 

因此 

0 0n Eu M≤ , 
0 0n Ev M≤ , 

0 0n Ex M≤ , 
0 0n Ey M≤ . 

因为 
( )tu u t θ= + , ( )tv v t θ= + . 

所以对任给定的 [ ]0,1t∈ ，任意的 [ ],0θ τ∈ − ，由 , , ,f g p q 的连续性可知，存在常数 1 0M > ， 2 0M > ，

3 0M > ， 4 0M > 使得任意的 1,2,n = �，都有 

( ) ( )( )1 11, ,n t n tf t v t v Mψ− −+ ≤ , ( ) ( )( )1 21, ,n t n tg t u t u Mφ− −+ ≤ , 

( )( )1 3, np t v t M− ≤ , ( )( )1 4, nq t u t M− ≤ . 

对任意的 [ ], 0,1t s∈ ，由于 ( )1 ,G t s ， ( )2 ,G t s 在 [ ] [ ]0,1 0,1× 上连续，故 ( )1 ,G t s ， ( )2 ,G t s 在 [ ] [ ]0,1 0,1×

上一致连续。对任意的 0ε > ，存在 1 0δ > ，当 1 2 1t t δ− < 时，有 
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( ) ( )1 1 1 2
1

, ,
2

G t s G t s
M
ε

− < , ( ) ( )2 1 2 2
2

, ,
2

G t s G t s
M
ε

− < . 

因为 1tα − ， 1tβ − 在 [ ]0,1 上连续，所以 1tα − ， 1tβ − 在 [ ]0,1 上一致连续。对于上述 0ε > ，存在 2 0δ > ，当

1 2 2t t δ− < 时，有 
( )1 1

1 2
32

t t
M

α α α
ε− − Γ

− < , ( )1 1
1 2

42
t t

M
β β β

ε− − Γ
− < . 

取 { }3 1 20 min ,δ δ δ< ≤ ，则 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 2

1
1 1 10

1 1 1 2 1 1 210

1 1 13
1 1 1 1 2 1 20

d
, , , , d

, , d

n n

n s n s

u t u t

a p s v s s
G t s G t s f s v s v s t t

M
M G t s G t s s t t

α α

α α

ψ
α

α
ε

− −
− −

− −

−

= − + + −
Γ

≤ − + −
Γ

<

∫
∫

∫

. 

类似地，可以证明任意的 [ ], 0,1t s∈ 时，对任意的 0ε > ，存在 0δ > ，当 1 2t t δ− < 时，有 

( ) ( )1 2n nv t v t ε− < . 

所以函数列 ( ){ },n nu v 等度连续，由 Ascoli-Arzela 定理可知函数列 ( ){ },n nu v 相对列紧。类似地，容易

证明 ( ){ },n nx y 相对列紧。又因为 ( ){ },n nu v ， ( ){ },n nx y 是单调的，所以存在 ( ),x y∗ ∗ ， ( ),u v∗ ∗ 使得 

( ) ( )lim , ,n nn
x y x y∗ ∗

→∞
= , ( ) ( )lim , ,n nn

u v u v∗ ∗

→∞
= . 

这就暗示 ( ),x y∗ ∗ 是边值问题(2.10)的一个下解， ( ),u v∗ ∗ 是边值问题(2.10)的一个上解，且 

( ) ( ), ,x y u v Y∗ ∗ ∗ ∗ ∈≺ 。 
由(3.6)，(3.7)及 Lebegsgue 控制收敛定理，有 

( )
[ ]

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) [ ]1 1 1
10 0

0, ,0 ,

, , , d , d , 0,1 ,s s

t
u t aG t s f s v s v s t p s v s s tα

τ

ψ
α

∗
∗ ∗ − ∗

 ∈ −
=  + + ∈ Γ
∫ ∫

 

( )
[ ]

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) [ ]1 1 1
20 0

0, ,0 ,

, , , d , d , 0,1 .s s

t
v t bG t s g s u s u s t q s u s s tβ

τ

φ
β

∗
∗ ∗ − ∗

 ∈ −
=  + + ∈ Γ
∫ ∫

 

由引理 2.3 可知 ( ),t tu vφ ψ∗ ∗+ + 是边值问题(1.1)的解。类似地，容易证明 ( ),t tx yφ ψ∗ ∗+ + 是边值问题

(1.1)的解。 
假设 ( ),u v 是边值问题(2.10)在 Y 中的解，则 ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , ,x y u v u v≺ ≺ 。 假设对任意正整数 n，

( ) ( ) ( ), , ,n n n nx y u v u v≺ ≺ 都成立。与引理 3.2 类似可证 

( ) ( ) ( )1 1 1 1, , ,n n n nx y u v u v+ + + +≺ ≺ . 

由数学归纳法可得，对任意的 0,1,2,n = �，有 ( ) ( ) ( ), , ,n n n nx y u v u v≺ ≺ 。 
由迭代序列的收敛性可得 ( ) ( ) ( ), , ,x y u v u v∗ ∗ ∗ ∗≺ ≺ 。所以 ( ),t tu vφ ψ∗ ∗+ + ，( ),t tx yφ ψ∗ ∗+ + 分别是边

值问题(1.1)在 Y 上的最大正解和最小正解。 
证毕。 
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4. 例子 

为了说明结论的适用性，我们考虑如下非线性分数阶泛函微分方程组边值问题： 

( ) ( )( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

3
2
0

5 1
4 4
0

2 4

1
12

0 0

1
14

0 0

1 arctan 0.01 0, 0,1 ,

1 arctan 0.01 0, 0,1 ,

1, , ,0 ,
2

12 11 40 d ,
13 10
1 11 40 d ,
2 50

t

t

D u t tv t v t

D v t t u t u t

u t t v t t t

D u sv s s

D v su s s

τ

τ

+

+

+

+


+ + = ∈ π

  
+ + = ∈   π  


  = = ∈ −   

 = +


 = +


∫

∫

                      (4.1) 

其中
3
2

α = ，
5
4

β = ，
1
2

τ = ，
12
13

a = ，
1
2

b = ， ( ) 2t tϕ = ， ( ) 4t tψ = ， 

( )( ) ( )( )1, , arctan 0.01t tf t v t v tv t v
τ

= +
π

， ( )( ) ( )
1
41, , arctan 0.01t tg t u t u t u t u

τ

 
= +  π  

， 

( )( ) ( )( )1, 40
10

p t v t tv t= + ， ( )( ) ( )( )1, 40
50

q t u t tu t= + 。 

对任意的
1 ,1
2

t  ∈ −  
，取 

( )
( ) [ ]

1
2

2 8 2 , 0,1 ,

1, ,0 ,
2

t t t
u t

t t

 − ∈ π= 
  ∈ −   

  ( ) ( ) ( ) [ ]
1
4

1
4

1 30 12 , 0,1 ,
0.25

1, ,0 ,
2

t t t
v t

t t


− ∈Γ= 

  ∈ −   

 

( )
[ ]

1 2

0, 0,1 ,

1, ,0 ,
2

t
x t

t t

 ∈
=   ∈ −   

  ( )
[ ]

1 4

0, 0,1 ,

1, ,0 ,
2

t
y t

t t

 ∈
=   ∈ −   

 

由于 

( ) ( )( ) [ ]

( ) ( )( ) [ ]

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

3
2

1 1 10
5
4

1 1 10

1 1

1
12

1 10 0

1
14

1 10 0

3 , , 0, 0,1 ,

15 , , 0, 0,1 ,
4

10, 0, ,0 ,
2

12 11 5 40 d ,
13 10

1 11 40 d ,
2 50

3.93777

1.26746 0.42966

t t

t t

D u t f t v t v t

D v t g t u t u t

u t v t t

D u sv s s

D v su s s

ψ

φ

+

+

+

+


 = − + + ≤ ∈



= − + + ≤ ∈

  = = ∈ −   

 = ≥ + ≈


 ≈ ≥ + ≈


∫

∫
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( ) ( )( ) [ ]

( ) ( )( ) [ ]

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

3
2

1 1 10
5
4

1 1 10

2 4
1 1

1
12

1 10 0

1
14

1 10 0

, , 0, 0,1 ,

, , 0, 0,1 ,

1, , ,0 ,
2

11 0 40 d 0,
10

12 11 0 40 d 0,
13 10

t t

t t

D x t f t y t y t

D y t g t x t x t

x t t y t t t

D x sy s s

D y sx s s

ψ

φ

+

+

+

+


 + + ≥ ∈

 + + ≥ ∈

  = = ∈ −   

 = ≤ + =


 = ≤ + =


∫

∫

 

则 ( )1 1,u v ， ( )1 1,x y 分别为边值问题(4.1)的上解和下解，且满足 ( ) ( )1 1 1 1, ,x y u v≺ 。 

另一方面，对任意的 [ ]0,1t∈ ，
1 ,0
2

θ  ∈ −  
， ( )1 1,u v ， ( ) ( ) ( )2 2 1 1 1 1, , , ,u v x y u v∈   ，当 ( ) ( )1 2u t u t≤ ， 

( ) ( )1 2v t v t≤ 时 

( )( ) ( )( )2 2 1 1 2 1
10 , , , , 0.01t t t tf t v t v f t v t v v vφ φ  ≤ + − + ≤ + − π 

, 

( )( ) ( )( )2 2 1 1 2 1
10 , , , , 0.01t t t tg t u t u g t u t u u uψ ψ  ≤ + − + ≤ + − π 

, 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 1 2 1
10 , ,

10
p t v t p t v t v t v t≤ − ≤ − , 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 1 2 1
10 , ,

50
q t u t q t u t u t u t≤ − ≤ − , 

满足条件(H)。由定理 3.1 可得，边值问题(17)在 Y 中的正解为 ( ),t tu vφ ψ∗ ∗+ + ， ( ),t tx yφ ψ∗ ∗+ + ，且

( ),t tu vφ ψ∗ ∗+ + ， ( ),t tx yφ ψ∗ ∗+ + 分别是边值问题(4.1)的最大正解和最小正解。 
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