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摘  要 

在数学分析中，构造辅助函数是一种极为重要的研究方法。要对辅助函数进行有效的使用，就要熟练的

掌握一些相关定理的条件和结论，如罗尔中值定理、泰勒公式，罗马定理，积分第一中值定理等。基于

以上定理在本文中我总结了一些特定类型的辅助函数的构造方法。 
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Abstract 
In mathematical analysis, the construction of auxiliary function is a very important research me-
thod. In order to make effective use of auxiliary functions, it is necessary to master the conditions 
and conclusions of some related theorems, such as Rolle’s mean value theorem, Taylor’s formula, 
Roman theorem, integral integral first mean value theorem, etc. Based on the above theorem in 
this paper I summarized some specific types of auxiliary function construction methods. 
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1. 引言 

在解题过程中，根据问题的条件结论的特点，通过学者的逆向分析，即根据结果推测一个辅助函数，

构造出一个与问题有关的函数，通过对函数特征的考查达到解决问题的目的，这种解决问题的方法叫做

构造函数[1]。 
构造函数的方法十分丰富，在本篇文章中我主要针对常见的几种方法进行展开讨论构造函数的方

法。 

2. 预备知识[2] 

定理一：零点定理 
函数 ( )f x 在区间 [ ],a b 上连续，且 ( ) ( ) 0f a f b⋅ < ，则 ( )f x 在区间 [ ],a b 内至少存在一点 ξ ，使得

( ) 0f ξ = 。 
定理二：费马定理 
若 0x 是 ( )f x 的极值点，且 ( )0f x′ 存在。则有 ( )0 0f x′ = 。 
定理三：罗尔中值定理 
若 ( )f x 在 [ ],a b 上连续，在 ( ),a b 上可微，且 ( ) ( )f a f b= ，则存在一点 ( ),a bξ ∈ ，使得 ( ) 0f ξ′ = 。 
定理四：泰勒公式 

若 ( )f x 在 0x 存在 n 阶导数，则有 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0
0 0 0 0 0!

n
n nf x

f x f x f x x x x x o x x
n

′= + − + − + − 。 

定理五：积分第一中值定理 
若 ( )f x ， ( )g x 在 [ ],a b 上连续， ( )g x 在 [ ],a b 不变号，则则存在一点 ( ),a bξ ∈ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )d d
b b

a a
f x g x x f g x xξ=∫ ∫ 。 

3. 直接构造辅助函数 

对于类型 1是 ( ) ( ) ( )f f gξ ξ ξ′ + ，可以构造辅助函数 ( ) ( )de g x xf x ∫ ； 

因为 ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )d de eg x x g x xf x f x f x g x∫ ∫′ ′= +   。具体的常见的应用如下。 

类型一： ( ) ( )mf nfξ ξ′+ ，构造辅助函数 ( )
d

e
m x
nf x ∫

； 

因为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
d 1e e e

m m mx x x
n n nmf x f x f x mf x nf x

n n
∫

′    ′ ′= + = +         
。 

类型二： ( ) ( )mf n fξ ξ ξ′+ 。构造辅助函数 ( )m nx f x ； 
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因为 ( ) ( ) ( ) ( )1 1m n m nx f x mf x nxf x x f x− −′  ′= +    。 

类型三： ( ) ( )mf n fξ ξ ξ′+ 构造辅助函数
( )n

m

f x
x

或者
( )
m

n
x

f x
； 

因为
( ) ( ) ( ) ( )

1

1

n n

m m

f x f x
nxf x mf x

x x

−

+

′   ′= −    
  

，
( ) ( ) ( ) ( )

1

1

m m

n n
x x mf x nxf x

f x f x

−

+

′   ′= −    
  

。 

类型四： ( ) ( ) ( ) ( )1 1nf f mf fξ ξ ξ ξ′ ′− − − ，构造辅助函数 ( ) ( )1n mf x f x− ； 

因为： ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 1 1n m n mf x f x nf x f x mf x f x f x f x− −′ ′ ′− = − − − −   。 

类型五： ( ) ( ) ( ) ( )mf g nf gξ ξ ξ ξ′ ′+ ，构造辅助函数 ( ) ( )m nf x g x ； 

因为 ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1m n m nf x g x mf x g x nf x g x f x g x− −′ ′ ′= +   。 

类型六： ( ) ( ) ( ) ( )mf g nf gξ ξ ξ ξ′ ′+ ，构造辅助函数
( )
( )

m

n

f x
g x

； 

因为
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

1

m m

n n

f x f x
mf x g x nf x g x

g x g x

−

+

′ 
′ ′= +    

 
。 

小结： 
对于其它类型构造辅助函数的方法，我们可以设辅助函数为 ( )F x  
第一步：将把题中要证明的结果中的ξ 换成 x ； 
第二步：将结论变形，转化为容易积分的形式，利用积分的方法，得出原函数所得的原函数就是我

们要求的辅助函数。 
例 1.1 [3]： ( )f x 在 [ ],a b 上连续，在 ( ),a b 上可导，且 ( ) 0f a < ， ( ) 0f b < ，同时存在 ( ),c a b∈ ， ( ) 0f c > ，

使得 ( ) 0f c > ，证明存在 ( ),a bξ ∈ ，满足 ( ) ( ) 0f fξ ξ′+ = 。 
解：构造函数 ( ) exF x = ，可知 ( )F x 为连续函数，由题中已知条件 ( ) 0F a < ， ( ) 0F b < ， 

( ) 0 exF c > = ，根据零点定理可知存在 ( )1 ,a cξ ∈ ， ( )2 ,c bξ ∈ ，使得 ( ) ( )1 2 0f fξ ξ= = 。又因为罗尔中值

定理存在 ( )1 2,ξ ξ ξ∈ ，使得 ( ) 0F ξ′ = ，即 ( ) ( )( ) ξe 0f fξ ξ′+ = ，故 ( ) ( ) 0f fξ ξ′+ = 。 
例 1.2 [4]：设 ( )f x 在 [ ],a b 上连续，在 ( ),a b 上可导， ( ) ( ) 0f a f b= = ，试证：对任意 Rα ∈ ，存在

( ),a bξ ∈ ， ( ) ( )f fα ξ ξ′= 。 
解题思路：要证明 ( ) ( )f fα ξ ξ′= ，证明 ( ) ( ) 0f fα ξ ξ′− = 成立即可，因此设 ( ) ( )e xF x f x α−= ，然

后利用零点定理和罗尔中值定理定理可证明结论。 

4. 利用不等式构造函数法[1] 

构造函数使用最多的方法是利用作减法或作除法这两种方法，在解决数学问题时，对遇到的幂函数、

指函数等，采用相关的取对数的方法进行辅助函数的构造，这样可以将问题进行有效的解决。 

例题 2.1 [3]：设 0 1x y< < < 或1 x y< < ，则有
x

y
y y
x x
>  

证明：欲证明上述不等式成立，即证明 1 1y xx y− −> ，再取对数
1 1

ln ln
y x

y x
− −

> ，为此，令 ( ) 1
ln
xf x

x
−

= 。

由于 x y< ，故只需证明 ( )f x 为严格增函数即可。 ( ) ( )
2 2

1ln ln 1
ln ln

xx x x xxf x
x x x

−
− − −

′ = = ，在令 

( ) ( )ln 1g x x x x= − − ， ( ) ln 1 1 lng x x x′ = + − = ，令 ( ) 0g x′ = ，解得 1x = ， ( ) 1g x′′ = ，故 ( )g x 在 1 处取得
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极小值，即 ( ) ( ) ( )ln 1 0 1g x x x g= − − > = ，所以 ( ) ( )
2

ln 1
0

ln
x x x

f x
x x
− −

′ = > ，即得证。 

5. 利用积分方法构造函数 

此种方法也叫逆推法方法，就是先假设结论(某一个函数的导数的形式)成立。然后根据求积分的方法

求出其原函数，根据这个原函数，可以将其作为辅助函数。这种方法主要是从已经知导数中推出原函数。

由于此类方法比较简答，这里就不举例说明说明了。 
注：对于用积分的方法求辅助函数，我们也可以用除了数分介绍的方法外，也可以考虑可用积分因

子法(一阶线性常微分方程)。 

6. 利用泰勒公式构造函数的方法 

这种方法一般被用在导数阶数较多的函数中，一般为二阶导数中最为常见。在这种类型的题中，辅

助函数可以用泰勒公式来构造。 
例题 4.1 [4]：设 ( )f x 在 [ ],a b 上有二阶导数， ( ) ( ) 0f a f b′ ′= = ，证明存在 ( ),a bξ ∈ ，使得 

( )
( )

( ) ( )2
4f f b f a

b a
ξ′ ≥ −

−
 

解：应用泰勒公式将
2

b af + 
 
 

分别在 ,a b 两点展开，注意到 ( ) ( ) 0f a f b′ ′= = ，因此存在 ,α β ：

2
b aa bα β+

< < < < ，使得 

( ) ( )
21

2 2 2
b a b af f a f a+ −   ′′= +   

   
                           (1) 

( ) ( )
21

2 2 2
b a b af f b f β+ −   ′′= +   

   
                           (2) 

用(2)-(1)得： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21
8

0f b f a f a f b aβ′′ ′′− + − −  = ，因此有 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

4 1
2

f b f a f a f f
b a

β ξ′′ ′′ ′′− ≤ − ≤  −
，其中

( ) ( )
( ) ( )

,  
,  

f a f
f a f

α β
ξ

β β
′′ ′′ ≥=  ′′ ′′≥

。原命题及得证。 

7. 结论 

在本篇文章中我介绍了几种常见的构造辅助函数的方法，并举例进行说明。希望能够加深学者对辅

助函数构造方法的理解。但是在数学中往往都是一种题目多种解法，因此对于构造辅助函数的方法并不

是仅仅局限于以上几种。希望我们在今后的学习中能不断的探究、学习、积累更多的构造辅助函数的方

法。 
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