
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2021, 10(6), 1981-1987 
Published Online June 2021 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2021.106208  

文章引用: 王卓玛, 贵桑拉吉, 娘毛先. 一类(2 + 1)维 KdV 方程的精确解及动力学性态[J]. 应用数学进展, 2021, 10(6): 
1981-1987. DOI: 10.12677/aam.2021.106208 

 
 

一类(2 + 1)维KdV方程的精确解及动力学性态 

王卓玛，贵桑拉吉，娘毛先 

中央民族大学理学院，北京 
 

 
收稿日期：2021年5月15日；录用日期：2021年6月1日；发布日期：2021年6月16日 

 
 

 
摘  要 

本文利用指数函数法构造广义二维变系数KdV方程新精确解，并使用Mathematica软件描绘解的图像，

分析解的性态。获取KdV型方程新的精确解，观察各个参数对波的影响，分析各个因素对水波传播状态

的影响程度，为浅水背景下水波的传播问题提供一定参考。 
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Abstract 
In this thesis, new exact solutions to generalized two dimensional KdV equation with variable 
coefficients were constructed with exp-function method and homogeneous balance method, and 
graphic representation of the solutions was obtained and properties of the solutions were ana-
lyzed with Mathematica software. With new exact solutions to KdV equations obtained, the influ-
ence of each parameter on waves was observed and the degree to which each factor influences the 
propagation state of water waves was analyzed, which provided certain reference to problems 
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regarding the propagation of water waves under shallow-water background. 
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1. 引言 

在 1834 年，英国著名科学家、造船工程师 Russell 在运河河道中观察到水波运行的奇特现象，这种

奇特的现象后来被称为孤立子现象。Russell 的发现导致了 Korteweg 和他的学生 G. de Vries 在 1895 年导

出著名的 KdV 方程，KdV 方程作为一类重要的浅水波方程，涵盖了浅水波传播问题中的许多重要物理性

质。 
水波一般可定义为水中质点的往复性运动，是自然界中广泛存在的一种物理现象，波浪作为重要的

物理现象和海洋、海岸工程中主要动力因素之一，一直受到广泛关注，对波浪复杂现象的正确描述和呈

现也一直是学者研究的重点。 
研究发现，常系数非线性方程只能近似地反映实际物质运动变化规律，而变系数非线性方程却能更

加准确地描述物质的属性，因此研究变系数非线性方程的精确解显得十分重要，人们可以利用这些解来

研究解的稳定性和波的运动规律，而且新的精确解可以帮助人们发现新的非线性现象及其规律，进而推

动相关领域的发展。近年来，人们已经发现了一些有效的求解方法，如变分法、截断展开法、分离变量

法[1]、齐次平衡法[2]、Backlund 变换法、函数展开法、Jacobi 椭圆函数法[3]等。 
本文将利用指数函数法构造出广义二维变系数 KdV 方程[4]的精确解，对于广义二维变系数 KdV 方程 

[ ] ( ) ( ) ( ), , 0.6 xt xxx x yy xxx
u u a t u b t u F x y tuu+ + + + + =  

本文研究当参数 ( ) ( ) ( )0,  2,  , , 0xxa t b t F x y t= = = 时的情形，则上述方程变为 

[ ]6 2 0.t x xxx yyx
u uu u u+ + + =                                 (1) 

我们得到了方程(1)的精确解，并简单研究了解的演化性态。本文的内容安排如下：第二节简单介绍

了指数函数方法的主要思想，然后利用这种方法研究了方程(1)的精确解构造问题，得到了 3 组精确解，

并画出它们的演化图像。最后一节对本文的内容进行了简单的总结。 

2. 方程求解 

2.1. 方法概述 

以下面的非线性偏微分方程： 

( ), , , , , 0.t x tx xx xxxP u u u u u =                                 (2) 

为例，给出指数函数法的主要方法步骤，具体细节可参考[5] [6] [7]： 
1) 假设非线性偏微分方程(2)的解为 ( ) ( ), ,u x t y U η= ，其中 kx t yη = + + 将，则偏微分方程(2)转化为
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非线性常微分方程： 

( ), , , 0.Q U U U′ ′′ ′′′ =  

2) 假设方程(2)具有以下形式的解 
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其中 c 和 p，q 和 d 之间的关系可以通过平衡给定待解非线性偏微分方程(2)的最高阶导数项和最高次非线

性项来确定。 
3) 通过平衡指数函数的幂次得到关于 na ， mb 超定代数方程[8]来确定，求解代数方程组即可得到(2)

精确解。 

2.2. 方程(1)的精确解 

本节利用上面的指数函数方法构造出方程(1)的几组精确解，并研究了它们的性态。具体的实施步骤

如下： 
第一步：假设非线性偏微分方程(1)的解为 ( ) ( ), ,u x t y U η= ，其中 kx t yη = + + ，将偏微分方程转化

为常微分方程： 

( ) ( )2 2 4 (4)6 2 6 0.kU k U k UU k U′ ′′ ′′+ + + + =                          (3) 

其中U ′，U ′′， (4)U 分别表示 ( )U η 的一阶导数、二阶导和四阶导数。 
第二步：假设方程(1)具有以下形式的解 
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为了确定 c 和 p，q 和 d 之间的关系，联立方程(3)和(4)，之后平衡UU ′′和 (4)U 的最高次数： 

2 3 4c d c dη η η η+ = + 。 

解得 c p= ； 
同理，平衡UU ′′和 (4)U 的最低次数： 

3 2 4p q p qη η η η− − = − −  

解得 d q= 。 
令 1,  1c p d q= = = = ，代入方程(4)得到方程： 

( )
( )
( )

1 0 1

1 0 1

.
a e a e a

U
b e b e b

η η

η η
η −

−

+ +
=

+ +
                               (5) 

第三步：将方程(5)代入常微分方程(3)中，之后令分子中所含 eη 项的系数等于零，得到关于待定系数

( ), 1,0,1i ia b i = − 的代数方程组，得出精确解。 

2.3. 图像分析 

本节我们利用上面的方法使用 Mathematica 软件[9]得到如下三组精确解，并描绘了它们的图像： 
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1) 
得到精确解： 

( )
24
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4 e2 ,
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特别地，取 0 12,  2,  3k b b−= = = 时，将精确解简化为： 

( )
2 t

1 22

5 96 .
6 6 2

x y

x t y

eU
e

+ +

+ +
= − +

+
 

当 ( ) ( )10,10 ,  10,10x y∈ − ∈ − ，画出以下图像。 
由图 1~3 的演化过程可以看出波峰随着时间 t 取值的不同而产生位移。 

 

 
Figure 1. When t = 0 
图 1. t = 0 

 

 
Figure 2. When t = 10 
图 2. t = 10 

 

 
Figure 3. When t = 20 
图 3. t = 20 
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2) 
将方程(5)中的待定系数 1 1a = ，得到精确解 

( ) ( ) ( )( )
( )( )
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特别地，取 02,  1k b= = 时，将精确解简化为： 
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当 ( ) ( )10,10 ,  50,50x y∈ − ∈ − 时，画出图像。 
由图 4~6 的演化过程可以看出在此精确解的形状随时间 t 的取值不同而产生位移。 

 

 
Figure 4. When t = 5 
图 4. t = 5 

 

 
Figure 5. When t = 40 
图 5. t = 40 

 

 
Figure 6. When t = 60 
图 6. t = 60 
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3) 
将方程(5)中的待定系数 1 1a− = ，得到精确解 

( ) ( ) ( )( )
( )( )
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取 2k = ， 0 1b = ，则精确解简化为： 
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当 ( )10,10x∈ − ， ( )50,50y∈ − 时，画出图像： 
由图 7~9 的演化过程可以看出在此精确解的形状随时间 t 的取值不同而产生位移。同时，由图像可

以看出此精确解存在奇异点，以 1t = 为例，通过分析简化的精确解 3U 可以看出当 1 296 40e 0x y+ +− + = 时存  

在奇异点，解得
122 ln 1
5

y x= − + − ，即 ,x y 满足关系式
122 ln 1
5

y x≠ − + − 的区域上 3U 是连续的。特别地，

当 ( )1,20x∈ ， ( ) 0,1y∈ 时，解的图像如图 10 所示。 

 

 
Figure 7. When t = 1 
图 7. t = 1 

 

 
Figure 8. When t = 10 
图 8. t = 10 

 

 
Figure 9. When t = 20 
图 9. t = 20 
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Figure 10. When t = 1 
图 10. t = 1 

3. 结论  

本文利用指数函数方法深入系统地分析了一类(2 + 1)维 KdV 型方程的精确解，并利用 Mathematica
软件描绘解的图像，精确地刻画了解的性态，由此分析不同因素对方程的影响程度，从而促进该方程在

物理学等领域中的应用。 
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