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摘  要 

本文研究了保险公司对金融市场存在模糊厌恶情况下的最优投资与超额损失再保险策略。在最大化保险

公司终端财富的目标下，采用指数效用函数，通过随机控制方法得到了最优投资与再保险策略以及值函

数的表达式。最后通过数值算例分析了参数对最优投资与再保险策略的影响。 
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Abstract 
This paper studies the optimal investment and excess-loss reinsurance strategies for insurance 
companies with ambiguity aversion to financial market. Under the goal of maximizing the termin-
al wealth of insurance companies, the optimal investment and reinsurance strategies and the ex-
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pression of value function are obtained by using stochastic control methods with exponential util-
ity function. Finally, numerical examples are given to analyze the influence of some parameters on 
the optimal investment and reinsurance strategies. 
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1. 引言 

近年来，保险公司的再保险问题一直是精算学中的热点。当索赔发生时，保险公司无力承担全部的

索赔额数目，于是选择了将其一部分风险转移出去给另外的保险公司，那么承担这部分风险的保险公司

称为再保险公司，通过这种方法可以降低赔付的风险和提高经营稳定性。常见的再保险方式有比例再保

险和超额损失再保险，如文献[1]考虑了动态比例再保险策略，并在一个扩散模型和一个经典风险模型中

得到了最优策略；文献[2]研究了超额损失再保险控制问题，通过构造两类次优控制问题来求解最优控制

问题并确定最优策略；文献[3]在控制过程的基础上加入固定成本和比例成本，再保险方式为超额损失再

保险，通过用随机控制方法得到了值函数和最优策略的闭式解。 
投资可以提高公司的竞争力，增强公司的偿付能力以提高公司效益和经营的稳定性，所以保险公司

的投资也是必不可少的一部分。如文献[4]考虑了一个最优控制问题，其中风险资产用于投资，证明了该

优化问题的有一个经典解，并且得到了保险公司的最优投资；文献[5]研究一般保险人在未来某一时刻准

备金的指数效用最大化意义下的最优投资选择问题。 
保险公司的再保险与投资问题的结合也是热门话题之一，如文献[6] [7] [8]中保险公司的目标是最大

限度地提高指数效用的终端财富的期望，通过求解 Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)方程得到最优投资与再

保险策略。当保险公司要进行投资时，一定会对金融市场做一个评估，但是由于保险公司对金融市场的

了解不一定全面以及金融市场具有复杂不受控的特点，所以会导致模糊性的产生。文献[9]研究了保险人

在风险资产和保险风险带模糊的盈余模型下的最优稳健投资和再保险问题，求解 HJB 方程导出了值函数

的显式解，并找到了最优投资与再保险策略；文献[10]在金融市场存在模糊性下研究保险公司的最优投资

和最优保费策略，且其盈余过程为非线性扩散的。 
本文考虑与文献[10]类似的模型，研究带模糊的最优投资与超额损失再保险策略，通过求解相应的

HJB 方程，得到最优投资与再保险策略以及值函数的表达式，最后给出了数值算例。 

2. 模型建立 

2.1. 再保险与投资模型 

经典 Cramer-Lundberg 模型的盈余过程 ( )R t 为 

( )
( )

1
,

N t

i
i

R t x ct Y
=

= + − ∑  
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其中 0x > 为初始盈余， 0c > 为保费收取速率， ( ){ }, 0N t t > 是强度为 0λ > 的 Poisson 过程，{ }, 1iY i ≥ 是

正的独立同分布随机变量，表示为索赔额。 ( ){ }, 0N t t > 与{ }, 1iY i ≥ 之间相互独立，且有共同的分布函数

( )F ⋅ 与有限的一阶矩和二阶矩。若采用期望保费准则，则有 

( ) ( )11 ,c E Yη λ= +  

其中 0η > 为保险人的安全负荷。  
接下来考虑再保险问题。令 a 为超额损失自留额， ( )a

i iY Y a= ∧ 为保险人的第 i 次索赔。假设再保险人

和保险人有相同的安全负荷，则加入再保险后的盈余过程为 

( )
( )

( ) ( ) ( )

1
,

N t
a a a

i
i

R t x c t Y
=

= + − ∑                                 (1) 

其中 ( ) ( )( ) ( )
11a ac E Yη λ= + 。不失一般性，假设 1λ = 。由文献[2]，可以用扩散过程逼近式(1)，则盈余过

程为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1d d d ,  0 ,a aR t a t a B t R xµ σ= + =                         (2) 

其中 ( ){ }1 , 0B t t ≥ 是一个标准布朗运动，且 

( ) ( ) ( ) ( )( )
0 0
1 d d ,

a aa
ia E Y F x x F x xµ = = − =∫ ∫                         (3) 

( ) ( ) ( )( ) ( )
22 ( )

0 0
2 1 d 2 d .

a aa
ia E Y x F x x xF x xσ  = = − =   ∫ ∫                     (4) 

考虑超额损失自留额 a 是一个动态可控参数，那么关于时间 0t ≥ ，有 ta a= ，则盈余过程(2)变为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1d d d ,  0 .a a

t tR t a t a B t R xµ σ= + =                         (5) 

假设保险人是风险厌恶型的，且有效用函数 ( )U x 使得 0U ′ > 和 0U ′′ < 。为了使得所得最优投资与再

保险策略的形式更加简洁，采用指数效用函数 

( ) ( )1 exp ,U x xθ
θ

= − −                                   (6) 

其中 0θ > 是绝对风险厌恶系数。 
下面考虑投资问题。假设保险公司在金融市场投资两种资产，即无风险资产和风险资产。其中无风

险资产的价格过程为 

( ) ( )0 0d d ,P t rP t t=                                     (7) 

其中 0r > 为无风险利率。风险资产的价格过程为 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2d d d ,P t P t t P t B tα β= +                              (8) 

其中 0α > 和 0β > 为常数，其中 ( ){ }2 , 0B t t ≥ 是一个标准布朗运动，且通常要求 rα > 。假设金融市场与

保险公司有相关性且用 ρ 来描述，即有 ( ) ( )( )1 2,Cov B t B t tρ= 。为了方便计算，用一个与 ( )1B t 相互独立

的标准布朗运动 ( )3B t 来表示，有 

( ) ( ) ( )2
2 1 3d d 1 d ,B t B t B tρ ρ= + −  

将上式代入式(8)，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 1 1 3d d d 1 d .P t P t t P t B t P t B tα βρ β ρ= + + −  
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假设保险公司在 t 时刻将资金 tπ 投到风险资产，那么考虑再保险控制 a 与投资策略π 后的(5)变为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( , )
1

2 ( , )
3

d d d

1 d ,  0 .

a a
t t t t

a
t

R t rR t r a t a B t

B t R x

π π

π

π α µ σ βρπ

β ρ π

   = + − + + +  

+ − =
               (9) 

2.2. 金融市场的模糊性和值函数 

对于以往的最优投资与再保险问题，必须要知道概率测度 P 的准确性才可以进行求解。然而，保险

人通常是基于有限的信息和技术来估计 P  (参考模型)，即保险公司对参考模型的认知不是完全准确的，

所以参考模型对保险人来说是存在模糊的。因此，需要考虑其他的概率测度，即替代模型。假设保险人

只对金融市场存在模糊性，且要求替代模型与参考模型等价。记所有满足条件的替代模型的集合为，

由上可知若Q∈，则Q P∼ ，“ ∼”表示等价。由[11]中的 Girsanov 定理，发现Q 满足 

[ ]( ) ( )3
d 0, ,
d
Q B T T
P

= Λ  

其中 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2
30 0

exp d ds
t t

t m s B s m sΛ = −∫ ∫  

为 P-鞅且其域流为{ } [0, ]t t T∈
 ，并且满足 Novikov 条件 

( )2

0

1exp ds .
2

TPE m s   < ∞    
∫  

其中 ( )m t 为适应过程。由 Girsanov 定理，关于概率测度 P 的标准布朗运动 ( )3B t 为 

( ) ( ) ( )3 3d d d ,QB t m t t B t= +                                (10) 

其中 ( )3
QB t 为在概率测度下Q 的标准布朗运动。并且由 Girsanov 定理，知 ( )1B t 在Q 下也为标准布朗运

动，故Q 不会改变盈余过程(5)。为了在研究中考虑替代模型，用相对熵来度量替代模型和参考模型之间

的差异。Q 和 P 的相对熵为 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2
30 0

2
30 0

2

0

d 1ln d ds
d 2

1d ds
2

1 ds .
2

t tQ Q

t tQ Q

tQ

QH Q P E E m s B s m s
P

E m s B t m s

E m s

   = = −     
 = + 
 
 =   

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

最后一个等式是由于 ( )3
QB t 在Q 下为标准布朗运动。令 ( ) ( )21

2
Z t m t= ，则可用 ( )Z t 来衡量相对熵的 

大小。由于参考模型是保险公司经过较多的经验与技术设计出来的，尽管存在模糊性，但是还是具有一

定的参考价值，所以不使用参考模型而使用替代模型会有惩罚存在。显然，差异越大即相对熵越大，惩

罚越大。 
下面给出可行策略与其所满足的条件。 
定义 1 如果Ω中的元素满足如下条件： 
(i) { },0ta a t T= ≤ ≤ 可料： 
(ii) { },0t t Tπ π= ≤ ≤ 可料并满足 
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2
0

d ,  ;
TP

sE s Tπ < ∞ < ∞∫  

其中 PE 表示在概率测度 P 下的条件期望，那么称 ( ){ } [0, ]
,t t t T

a π
∈

Ω = 为可行策略的集合。 

与文献[12]类似，随机控制问题的值函数为 

( ) ( )( )( ) ( )( )( , ) ( , )
,

( , )
, sup inf , d ,

TQ a a
t x tQa

V t x E V s R s s U R Tπ π

π
ξφ

∈∈Ω

 = +  ∫
               (11) 

其中 ( )( , )
, [ ] |Q Q a

t xE E R t xπ ⋅ = ⋅ = ， 0φ > 为是一标准化函数其作用是把惩罚的量级转化成与 ( ),V t x 同样的 

数量级来惩罚， 0ξ > 表示保险公司对参考模型的信任程度。ξ 越大，保险公司对参考模型越信任，此时

若使用替代模型，保险公司则会面临越大的惩罚。inf 代表保险公司对模糊的态度是厌恶的，sup 表示公

司目标是找到最优的投资与再保险策略。 
注 1 假设 0 ξ< < ∞。当ξ →∞时，表示保险公司对参考模型十分信任，若此时使用替代模型则会面

临巨大的惩罚，所以不会使用任何替代模型，即不含模糊性；当 0ξ → 时，表示保险公司对参考模型没

有任何了解。 

注 2 式(12)中值函数 ( ),V t x 满足 ( ), 0V t x
x
∂

>
∂

， ( )
2

2 , 0V t x
x
∂

<
∂

，证明过程与文献[13]类似。即 ( ),V t x  

是凹函数，说明保险人对模糊的态度是厌恶的。 

3. 最优再保险和投资策略 

为了解决问题(11)，需要在Q 下考虑财富过程，即将式(10)代入式(9)，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( , ) 2
1

2 ( , )
3

d 1 d d

                   1 d ,  0 .

a a
t t t t t

Q a
t

R t rR t r a m t t a B t

B t R x

π π

π

π α µ β ρ π σ βρπ

β ρ π

   = + − + + − + +   

+ − =
      (12) 

对于可控策略 ( ),a π 和任意函数 ( ) 1,2,f t x C∈ ，定义无穷小微分算子 ( , )a π 为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( , ) 2

2 2 2

, , 1 ,

1 2 , .
2

a
t t t t x

t t t t xx

f t x f t x rx r a m t f t x

a a f t x

π π α µ β ρ π

σ σ βρπ β π

 = + + − + + −  

 + + + 


           (13) 

其中 ( ),xf t x 、 ( ),xxf t x 分别表示关于 x 的一、二阶导数。 

由动态规划原理和文献[12]，可得到若 ( ) 1,2,V t x C∈ ，则值函数满足的 HJB 方程为 

( ) ( )( )( , ) 2

( , )

1sup inf , , 0,
2

a

ma
V t x m V t xπ

π
ξ φ

∈Ω

 + = 
 
                        (14) 

并且有边界条件 ( ) ( ),V T x U x= 。 
假设 ( ), 0V t x < ，选择合适的 ( )xφ 来标准化惩罚的量级，有 

( )( ) ( ), , 0.V t x V t xφ − = − >                                (15) 

将式(13)和(15)代入式(14)，有 

( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( )

2

( , )

2 2 2 2

sup inf , 1 ,

1 1               2 , , 0.
2 2

t t t t xma

t t t t xx

V t x rx r a m V t x

a a V t x m V t x

π
π α µ β ρ π

σ σ βρπ β π ξ

∈Ω

 + + − + + −  

 + + + − =  

            (16) 
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因为 ( )1 , 0
2

V t xξ− > ，由一阶条件，为满足式(16)的最小化，则 *m 有 

( ) ( )
2

* 1 , .
,

t
xm V t x

V t x
β ρ π
ξ

−
=                                (17) 

将式(17)代入式(16)，有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

( , )

2 2 2

1
sup , , ,

2 ,

1       2 , 0.
2

t
t t t x x

a

t t t t xx

V t x rx r a V t x V t x
V t x

a a V t x

π

β ρ π
π α µ

ξ

σ σ βρπ β π

∈Ω

  −  + + − + +
   

 + + + = 


             (18) 

接下来，通过求解式(18)得到最优策略与值函数的表达式。 
定理 1 如果保险人采用指数效用函数(6)，对于任何 0 t T≤ ≤ ，最优再保险和投资策略满足如下关系 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

* 2 * *
*

* 2

1
,

1t

F a a r a K t
a

F a K t

ξ ρ β ρξσ α σ βρθ

ξ ρ βθ

 ′+ − − − − =
+ −

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

*
*

2 2
,

1t

r a K t

K t

α σ βρθ ξ
π

ξ ρ β θ

 − − =
+ −

 

值函数的形式为 

( ) ( ) ( )( )1, exp ,V t x K t x H tθ
θ

= − − +  

其中 ( ) ( )( )expK t r T t= − ，函数 ( )H t 的表达式为式(27)。 

证明：首先，由式(6)和边界条件猜测值函数的形式为 

( ) ( ) ( )( )1, exp ,V t x K t x H tθ
θ

= − − +  

其中 ( ) ( )( )expK t r T t= − 。由边界条件 ( ) ( ),V T x U x= ，可得 ( ) 0H T = 。然后，对 ( ),V t x 关于 t 和 x 分别 

求偏导，有 

( ) ( ) ( )( ) ( ), , ,tV t x rK t x H t V t xθ ′= +                            (19) 

( ) ( ) ( ), , ,xV t x K t V t xθ= −                                 (20) 

( ) ( ) ( )2 2, , ,xxV t x K t V t xθ=                                (21) 

将式(19)、(20)和(21)代入式(18)，化简后可得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2 2
2 2 2 2 2

( , )

11inf 2 0.
2

t
t t t t t ta

H t r a K t a a K t
π

β ρ π
π α µ θ σ σ βρπ β π θ

ξ∈Ω

  −  ′  − − + + + + + =       
 (22) 

由一阶条件、式(3)和(4)，可以得到 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

* * *
*

*
,t

t

F a a K t
a

F a K t

σ βρθ π

θ

′−
=                             (23) 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

*
*

2 2
,

1t

r a K t

K t

α σ βρθ ξ
π

ξ ρ β θ

 − − =
+ −

                           (24) 

将式(24)代入式(23)，有 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

* 2 * *
*

* 2

1
.

1t

F a a r a K t
a

F a K t

ξ ρ β ρξσ α σ βρθ

ξ ρ βθ

 ′+ − − − − =
+ −

               (25) 

将式(24)代入式(22)，整理有 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

*
*

2 2

* *
2 * 2 2

2

2* 22

22 2

1

2 1

11 0.
2 1

r r a K t
H t a K t

a r a K t
a K t K t

r a K t

α α σ βρθ ξ
µ θ

ξ ρ β

σ ρ α σ βρθ ξ
σ θ θ

ξ ρ β

α σ βρθ ξρ
ξ ξ ρ β

 − − − ′ − −
+ −

 − − + +
+ −

 − − −  + + = 
  + −

               (26) 

结合由边界条件得到的 ( ) 0H T = ，有 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

*
*

2 2

* *
2 * 2 2

2

2* 22

22 2

1

2 1

11 d .
2 1

T

t

r r a K s
H t a K s

a r a K s
a K s K s

r a K s
s

α α σ βρθ ξ
µ θ

ξ ρ β

σ ρ α σ βρθ ξ
σ θ θ

ξ ρ β

α σ βρθ ξρ
ξ ξ ρ β

 − − − = − −
+ −

 − − + +
+ −

 − − −  + + 
  + −

∫

             (27) 

综上，式(24)、(25)和(27)为所求，即定理得证。 
注 3 定理 1 最优策略中的 *

ta 简写为 *a 。由于再保险方式为超额损失再保险，分布函数未知，所以

最优策略中都含有 *a 。 
注 4 由值函数 ( ),V t x 的表达式可以很容易的验证 ( ), 0V t x < 。此外，由于 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2
2 *

2

0 0

2
2 *

0

2
2 *

0

11 1exp ds exp , ds
2 2 ,

11exp , ds
2 ,

11exp ds ,
2

T TP P t
x

TP t
x

TP t

E m s E V t x
V t x

E V t x
V t x

E K t

β ρ π
ξ

β ρ π
ξ

β ρ π
θ

ξ

∗
   −     =                
   −  =         
   −  = < ∞        

∫ ∫

∫

∫

 

所以 ( )tΛ 满足 Novikov 条件。 
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4. 数值算例 
本节中的式(3)和(4)采用指数分布，其分布函数为 ( ) ( )1 expF z kz= − − ，其中 0k > ，则尾分布 

( ) ( )expF z kz= − 。将其带入式(3)和(4)，有 

( ) ( )2
20 0

1 e 2 2e 2 ee d ,  2 e d .
ka ka kaa akz kz aka z a z z

k k
µ σ

− − −
− −− − −

= = = =∫ ∫  

下面研究参考模型的信任度ξ 与相关系数 ρ 这两个参数对最优再保险与投资策略的影响，其他参数

取值如下： 0.1β = ， 2k = ， 1.5θ = ， 0.04r = ， 0.08α = ， 10T =  (图 4 30T = )。 
图 1 说明当 0ρ < 时，信任度ξ 越大，最优投资越大，相反，随着信任度ξ 增大，最优再保险变小；

当 0ρ = 时，从图 2 可以看出信任度ξ 值大小的变化对最优再保险的影响不显著，但对最优投资有影响，

ξ 越大，最优投资越大；当 0ρ > 时，从图 3 可以看出，信任度ξ 越大，最优再保险和最优投资都增大。

在图 4 中可以发现，在信任度ξ 一定时，保险公司和金融市场的相关系数 ρ 越大，最优再保险越大，最

优投资越小。 
 

 
Figure 1. The influence of ξ on investment and reinsurance strategies when ρ = −0.3 
图 1. ρ = −0.3 时，ξ 对投资和再保险策略的影响 
 

 
Figure 2. The influence of ξ on investment and reinsurance strategies when ρ = 0 
图 2. ρ = 0 时，ξ 对投资和再保险策略的影响 
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Figure 3. The influence of ξ on investment and reinsurance strategies when ρ = 0.3 
图 3. ρ = 0.3 时，ξ 对投资和再保险策略的影响 
 

 
Figure 4. The influence of ρ on investment and reinsurance strategies when ξ = 10 
图 4. ξ = 10 时，ρ 对投资和再保险策略的影响 

5. 结论 

本文研究了带模糊厌恶的最优投资与再保险策略。对模型进行了扩散逼近，通过求解相应的 HJB 方

程，得到了最优再保险和最优投资策略及值函数的显式表达式。最后，通过数值算例发现模糊性和金融

市场与保险公司的相关性这两个因素对最优策略都有影响。此外，在本文的基础上还可以考虑采用其他

效用函数，如对数效用函数、幂函数效用函数等。 
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