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摘  要 

一般在研究带有测量误差的部分线性变系数模型中，所研究的测量误差大多数存在于参数部分，且测量

误差的类型主要为可加型测量误差。而此次主要研究测量误差在非参数部分的部分线性变系数模型，并

且同时研究了部分线性变系数模型中非参数部分的变量带有的测量误差是可加型和非可加型两种情况。

对于非参数部分的变量带有可加型测量误差的情况，利用纠偏的轮廓最小二乘估计方法对模型进行估计，

而对于非参数部分的变量带有非可加型测量误差的情况，采用纠偏的一元化估计方法，对未知的常数系

数以及函数系数进行估计得到估计的统计量，最后通过数值模拟分别验证了这两种估计方法的有效性。 
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Abstract 
In the general study of partial linear variable coefficient models with measurement errors, most of 
the measurement errors studied exist in the parameter part, and the types of measurement errors 
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are mainly additive measurement errors. This time, we mainly study the partial linear variable 
coefficient model with measurement error in the non-parametric part, and at the same time, the 
measurement errors of the non-parametric variables in the partial linear variable coefficient 
model are additive and non-additive. For nonparametric variables with additive measurement 
errors, the corrected contour least square estimation method is used to estimate the model; for 
the non-parametric part of the variables with non-additive measurement error, the unitary esti-
mation method is used to correct the error, and the unknown constant coefficient and the function 
coefficient are estimated to get the estimated statistics. Finally, the effectiveness of the two esti-
mation methods is verified by numerical simulation. 

 
Keywords 
Partial Linear Variable Coefficient, Measurement Error, Corrected Profile Least-Square Method,  
Corrected Unified Method 
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1. 引言 

本文考虑部分线性变系数模型， 

( )T TY X Z Uβ α ε= + + ，                                 (1.1) 

其中 Y 是一维响应变量，X、Z 为 p 维协变量，常数系数 ( )1 2, , , pβ β β β= � ， ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , qα α α α⋅ = ⋅ ⋅ ⋅�

为函数系数，ε 是不可观测的独立同分布的均值为零的随机误差，方差为 2δ < ∞的随机误差。为了克服

维数灾祸，假定协变量 U 是一元的。模型(1.1)的应用十分广泛，当 0X = 时，该模型就为变系数模型，

当 1Z = ， 1q = 时，该模型就变为部分线性模型，而当 0Z = 时此模型即为线性回归模型。所以模型(0.1)
作为部分线性模型以及变系数模型的推广，受到了很多的关注和研究。 

Zhang 等(2002) [1]通过局部多项式方法，研究该模型，得到参数以及非参数的估计量。Fan 和 Huang 
(2005) [2]提出了 profile 最小二乘估计，研究了估计量的渐进性质，并且在广义似然比的检验方法的基础

上提出了该模型的检验问题，引入了轮廓似然比检验和 Wald 类统计量。Kai 等(2011) [3]利用半参数复合

分位数回归法，得到了参数和非参数部分的估计量。但是在实际情况中 X、Z 往往不能直接观测或者不能

准确地观测，带有测量误差。对于带有测量误差的部分线性变系数模型，You 和 Chen (2006) [4]研究了带

有测量误差的部分线性变系数模型，测量误差在参数部分，得到了参数和非参数部分的估计，并且证明

了估计量统计性质。Huang 等(2009) [5]利用经验似然方法得到参数部分的经验似然统计量，并证明了该

统计量近似卡方的性质。对于非参数部分带有测量误差的部分线性变系数模型，冯三营等(2011) [6]研究

了非参数部分的协变量带有测量误差的部分线性变系数模型，并且构造了未知参数的经验似然比统计量，

并且证明了所构造的统计量近似卡方的性质，构造了参数的置信域。Fan 等(2016) [7]利用辅助信息得到

参数以及系数函数的统计量，并证明了其统计量的渐近性质。 
之前多数研究集中在测量误差参数部分协变量带有可加测量误差，鲜有考虑非参数部分的协变量带

有测量误差，且测量误差为非可加型的情况。此次将研究部分线性变系数模型中非参数部分的测量误差

是可加型和非可加型两种情况，并对未知的常数系数以及函数系数进行估计，最后对本文所提的估计方

法在有限样本下的实际表现进行数字模拟研究。 
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2. 带有可加测量误差的部分线性变系数模型 

2.1. 纠偏轮廓最小二乘估计 

首先这里给出非参数部分的协变量带有可加型测量误差的部分线性变系数模型的形式 

( )T T ,
,

Y X Z U
W Z e

β α ε = + +


= +
                                   (2.1) 

模型在模型(2.1)的基础之上考虑了非参数部分协变量 Z 带有测量误差的情况，并且 ( )T
1 2, , , pW W W W= �

代表 Z 的观测值，即在此模型当中协变量是 Z 不能直接观测到的，能直接观测到的是带有测量误差的 W，

这里 e 表示测量误差，均值为零，协方差矩阵 eΣ 。在不考虑测量误差时即对模型(1.1)进行参数估计，这

里我们假定 β 已知，于未知函数系数 ( )Uα ，假设 ( )Uα 在 u 上有连续的二阶导数，在当 iU 在 u 的一个小

邻域内时，基于泰勒展开式，可以用一个线性函数局部逼近 ( )iUα 得， 

( ) ( ) ( )( )j i j j iU u u U uα α α′≈ + − , 1, 2, ,j q= � .
 

那么根据 profile 最小二乘估计可以得到函数系数向量计为 

( ) ( )( ) ( )
1T Tˆ ,0q q q u u u u uU I D D D Y Xα ω ω β
−

×= −                         (2.2) 

其中， 

T T1
1 1

T T2
2 2

T T

u

n
n n

U uZ Z
h

U uZ Z
D h

U u
Z Z

h

− 
 
 

− 
 =
 
 
 −
 
 

� �
, 

( ) ( )( )1diag , ,u h h nK U u K U uω = − −� ， ( ) ( )hK K h h⋅ = ⋅ ，h 为带宽， ( )K ⋅ 为核函数。 
如果忽略误差直接用 W 代替 Z 那么得到的未知参数以及函数系数估计都是不相合的。为了消除测量

误差而带来的估计量的偏差，我们参考文献[8]引入校正分量 

( ) ( )2
1

1 i
n

e h i
i i i

U U
h

U K U U
U U U U

h h
=

− 
 
 Ω = Σ ⊗ −
 − − 
  

  

∑ , 

其中⊗表示 Kronecker乘积。对(2.2)式进行局部纠偏可以得到纠偏后的函数系数估式 

( ) ( )( ) ( )
1T Tˆ ,0q q q u u u u uU I W W W Y Xα ω ω β
−

×= −Ω −                      (2.3) 

其中， 

T T1
1 1

T T2
2 2

T T

u

n
n n

U uW W
h

U uW W
W h

U u
W W

h

− 
 
 

− 
 =
 
 
 −
 
 

� �
. 
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用 ( )1ˆ Uα 代替模型(2.1)中的 ( )Uα 可得 ( )T T
1ˆY X W Uβ α ε= + + 。那么 β 的 profile 最小二乘估计为 

{ } ( ) ( )

{ } ( ) ( )

21 T T T
1 1

1

2* *T T
1 1

1

ˆ ˆ ˆarg min

ˆ ˆarg min

P

P

n

P i i i i e i
R i

n

i i i e i
R i

Y X W U U

Y X U U

β

β

β β β α α

α α

∈ =

∈ =

 = − − − Σ  

 = − − Σ  

∑

∑ � �
                      (2.4) 

对于上式右端关于求偏导并令求导后的式子 0。记 1S 为局部线性回归的光滑矩阵 

( )( )

( )( )

1 1 1 1 1

1T T T
1 1

1
1T T T

1

,0

,0
n n n n n

q U U U U U

n q U U U U U

W W W W

S

W W W W

ω ω

ω ω

−

×

−

×

 −Ω 
 =
 
 −Ω 

� , 

( )( ) 1T T,0i q q u u u u uQ I W W Wω ω
−

= −Ω , 

( )*
1Y I S Y= −� ， ( )*

1X I S X= −� ，这里需要注意到 ( ) ( )ˆ i iU Q Y Xα β= − 是关于 β 的函数，求导时不能忽

略，则求导可以得到以下估计方程 

( ) ( )* * *T *T T

1
0

n

i i i i i e i
i

X Y X X Q Q Y Xβ β
=

 − − Σ − = ∑ � � � � ,                    (2.5) 

即 

( )* * *T * T T T T 0e eX Y X X X Q QY X Q Qβ β− − Σ + Σ =� � � � . 

则由上式可以得到的纠偏 profile 最小二乘估计为 

( ) ( )11 *T * T T *T * T Tˆ
P e eX X X Q QX X Y X Q QYβ

−
= − Σ − Σ� � � � . 

将 β 的估计 1ˆ
Pβ 代入 ( )1ˆ Uα 可以定义函数系数向量估计 

( ) ( )( ) ( )1T T
1

ˆˆ ,0q q u u u u uU I W W W Y Xα ω ω β
−

= −Ω − . 

2.2. 数值模拟 

本模在上一节中对非参数部分的协变量带有可加型测量误差的部分线性变系数模型利用纠偏的最小

二乘法进对未知参数以及函数系数进行了估计，得到了估计的统计量，那么本节将通过数字模拟实验研

究 2.1 节中所得到的未知参数以及函数系数的估计的统计量在有限样本下的表现，探究考虑如下模型：
 

( ) 3
1 2

1 1 1

2 2 2

2 sin 2 0.75 ,
,
,

Y X U Z U Z
W Z e
W Z e

ε = + + +


= +
 = +

π

 

其中 ( )~ 1,1iX N ， ( )1 ~ 0,1iZ N ， ( )2 ~ 1,2iZ N ， ( )~ 0,1iU U ， ( )~ 0,0.04i Nε ， ( ) ( )1 2, ~ 0, ee e N Σ ，为

了使测量误差对函数系数的估计影响较小，使用欠光滑的方法选取带宽，这里选取最优带宽 

( ) 1 51.06opth sd U n= ， ( )sd U 是 U 的标准差，取协方差阵
0.01 0

0 0.01e
 

Σ =  
 

，核函数 Epannechnikov 核函

数 ( ) ( ) ( )
2

1

3 1
4 uK u u I ≤= − ，分别取样本容量 200,250,300n = 。采用计算机模拟次数都为 500 次。有测量误 

差而不考虑测量误差的 β 的估计结果记录在表 1 中，考虑测量误差的 β 的估计结果记录在表 2 中，图 1
是考虑测量误差下样本量为 250 时 ( )Uα 的估计曲线图。 
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Table 1. Partial estimation results for different sample parameters without consideration of measurement error 
表 1. 不考虑测量误差下不同样本量参数部分估计结果表 

n Mean Sd Mse 

n = 200 1.74 0.145 0.534 

n = 250 1.85 0.106 0.421 

n = 300 1.90 0.093 0.401 

 
Table 2. Partial estimation results for different sample parameters consideration of measurement error resulting data of stan-
dard experiment 
表 2. 考虑测量误差下不同样本量参数部分估计结果表 

n Mean Sd Mse 

n = 200 1.91 0.087 0.241 

n = 250 1.93 0.100 0.213 

n = 300 1.95 0.079 0.186 

 

 

Figure 1. Curve: the result of function coefficient simulation under model 2.1 
图 1. 模型 2.1 下函数系数模拟结果曲线 

 
从以上表 1 和表 2 中可以看到，随着样本量的增加， β 的标准差以及均方误差都在减小，估计的越

精确，且从估计的均值来看，估计值越来越接近真值，估计效果良好。并且对比表 1 和表 2，不难看出

纠偏后的 β 估计效果更优，从标准差以及均方误差都可以看到，按 2.1 节中的估计方法效果更好。从图

1 中可以看到估计的函数系数的曲线接近真实的函数系数曲线的估计效果也是很良好的。 

3. 带有非可加测量误差的部分线性变系数模型 

3.1. 带有非可加测量误差的部分线性变系数模型的估计 

除了在上节中介绍了非参数部分的协变量带有非可加测量误差的部分线性变系数模型的常数系数以

及函数系数的估计过程，本节将介绍非参数部分协变量带有非可加测量误差的部分线性变系数模型的常

数系数以及函数系数的估计，首先给出非参数部分协变量带有非可加测量误差的部分线性变系数模型的

节构如下 

( )
( )

T T ,
,

Y X Z U
W Z t e

β α ε = + +


= +
                                (3.1) 
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其中 Y 是响应变量，X，Z 是协变量，并且 Z 是不能直接观测得到的，能直接观测到的式协变量 W，Z 通

过 ( )|Z E W t= 与 W 和 t 联系起来。在这里协变量 t 可以与 Z 和 U 发生交互，e 表示测量误差，均值为零，

协方差矩阵 eΣ 。此时模型的测量误差不是可加的，上面介绍的误差处理方法不再适用，因此考虑 Zhou
和 Liang (2009) [9]介绍的一元化方法，对协变量 Z 纠偏，来估计模型(3.1)。由于协变量 Z 不能直接测量

得到，那么我们首先要对协变量 Z 进行估计。假设 ( )Z t 有 1l + 阶导数，根据泰勒展开式，将 ( )Z t 用 l 阶
多项式来替代 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )0

0 0 0 0!

l
rk

k k k

Z t
Z t Z t Z t t t t t

r
′= + − + + −� , 1, 2, ,k q= � .

 

利用局部多项式估计可以得到 ( )Z t 的估计为 

( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0

1T T T
0 1 0 0

ˆ k
k t t tZ t L t L L t Wς ω ω

−
= ,                        (3.2) 

其中， ( )T
1 11,0, ,0 lς

+
= � ， ( ) ( )T

1 2, , ,k
k k nkW W W W= � ， ( ) ( )( )1 0 0diag , ,u h h nK t t K t tω = − −� ， 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

0

1 0 1 0

2 0 2 0

0 0

1

1

1

r

r

S

r
n n

t t t t

t t t tL

t t t t

 − −
 
 − −

=  
 
  − − 

�

�
� � � �

�

, 

( )K ⋅ 与 ( )hK ⋅ 如 1.1 节所定义。得到 ( )Z t 的估计，将其代入模型(3.1)中得到新的模型 

( )
( ) ( )

T T

T T

ˆ ,
ˆ ,

Y X Z U

Z Z U

β α ε

ε ε α

 = + +


= + −

�

�
                                (3.3) 

模型(3.3)实质就是部分线性变系数模型。就可以用 1.1 中的轮廓最小二乘估计方法对函数系数进行估计，

即有 

( ) ( )( ) ( )
1T Tˆ ˆ ˆˆ ,0q q q u u u u uU I D D D Y Xα ω ω β
−

×= − ,                   (3.4) 

上式为带有非可加测量误差的部分线性变系数模型中的函数系数的 ( )Uα 估计式子，其中， 

T T1
1 1

T T2
2 2

T T

ˆ ˆ

ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆ

u

n
n n

U uZ Z
h

U uZ Z
D h

U u
Z Z

h

− 
 
 

− 
 =
 
 
 −
 
 

� �
, 

得到函数系数的 ( )Uα 估计式子后，那么参数 β 的估计方法可以参见 2.1 中的估计方法。
 

3.2. 数值模拟 

在 3.1 节中对非参数部分的协变量带有非可加型测量误差进行了未知参数以及函数系数估计，得到

估计的统计量，那么本节通过模拟实验研究 2.1 节中所得结论在有限样本下的实际表现，考虑如下模型 

( )
( )

3
1 2

2 2

2 sin 2 0.75 ,
,

Y X U Z U Z
W Z t e

ε = + + +


=
π

+  
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其中 ( )~ 1,1iX N ， ( )1 ~ 0,1iZ N ， ( )2 ~ 1,2iZ N ， ( )~ 0,1iU U ， ( )~ 0,0.04i Nε ， ( )~ 0,1it U ， ( )~ 0,0.01ie N ，

同样选取与2.2节中相同的核函数Epannechnikov核，以及相同的最优带宽。分别取样本容 200,250,300n = 。

采用计算机模拟次数都为 500 次。有测量误差而不考虑测量误差的 β 的估计结果记录在表 3 中，考虑测

量误差的 β 的估计结果记录在表 4 中，图 2 是考虑测量误差下样本量为 250 时 ( )Uα 的估计曲线图。 
 

Table 3. Partial estimation results for different sample parameters without consideration of measurement error 
表 3. 不考虑测量误差下不同样本量参数部分估计结果表

 
n Mean Sd Mse 

n = 200 1.94 0.0283 0.164 

n = 250 1.97 0.0209 0.131 

n = 300 2.31 0.0196 0.092 

 
Table 4. Partial estimation results for different sample parameters consideration of measurement error resulting data of stan-
dard experiment 
表 4. 考虑测量误差下不同样本量参数部分估计结果表

 
n Mean Sd Mse 

n = 200 2.05 0.0084 0.044 

n = 250 2.03 0.0069 0.025 

n = 300 2.04 0.0066 0.017 

 

 

Figure 2. Curve: the result of function coefficient simulation under model 3.1 
图 2. 模型 3.1 下函数系数模拟结果曲线 

 

从以上表 3 和表 4 中可以看到，随着样本量的增加， β 的标准差以及均方误差都在减小，估计的结

果越精确，且从估计的均值来看，估计值越来越接近真值，估计效果良好。并且对比表 3 和表 4，不难

看出纠偏后的 β 估计效果更优，从标准差以及均方误差都可以看到，考虑测量误差的并且按 3.1 节中的

估计方法效果更好。且从图 2 中可以看到估计的函数系数的曲线接近真实的函数系数曲线的估计效果也

是很良好的。从上述几个指标可以不难得到，考虑测量误差后用纠偏的一元化估计法得到的估计统计量

估计效果良好。 

4. 结束语 

一直以来回归模型都是统计学中十分重要的模型之一，所以关于它的理论研究十分多，并且回归模

https://doi.org/10.12677/aam.2021.108283


郭佳佳，叶瑶 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.108283 2732 应用数学进展 
 

型的应用很广。半参数回归模型作为回归模型中一个重要的分支，它结合了参数模型和非参数模型的特

点，关于它的研究也十分丰富。该模型了结合参数分量和非参数函数，充分挖掘数据之间的信息，使模

型的拟合效果达到最大化。而部分线性变系数模型作为半参数模型之一，它继承了半参数模型的特点，

不但消减了模型偏差，而且避免了“维数祸根”。正是由于部分线性变系数模型的这些特点，让该模型

更能贴合实际情况。实际情况中，由于各种因素的影响不能精确观测到数据，即观测到的数据带有测量

误差。在研究中，把带有测量误差的模型称为“测量误差模型”。本文，我们主要研究带有测量误差的

部分线性变系数模型。所以近年来，有许多专家学者对带有测量误差的部分线性变系数模型进行了研究，

此次主要研究部分线性变系数模型非参数部分带有可加型和非可加测量误差两种情况的估计问题，并且

利用纠偏轮廓最小二乘法对带有可加测量误差的部分线性变系数模型进行估计得到估计的统计量，以及

利用纠偏一元化估计对带有非可加测量误差的部分线性变系数模型进行估计得到估计统计量，并且通过

数值模拟验证了这两种估计方法的有效性。但本文只考虑了带有测量误差的部分线性变系数模型的估计

问题，对于模型的检验以及应用没有继续深入，希望后续有进一步深入研究。 
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