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摘  要 

乘法器电路验证是算术电路验证领域内的一个重大难题。当前最有效的代数验证方法是Gröbner基方法。

基于此方法提出的加法器重写算法是一项重大创新，但识别加法器的过程需要穷举遍历电路变量，并且

十分低效。为了解决这一问题，本文对加法器重写算法进行了优化，使用动态数组存储搜索加法器所需

的门变量，并以逆拓扑序的顺序来遍历，从而消除了冗余。实验结果表明，结合动态数组来识别加法器

能够有效提高Gröbner基的生成效率和验证速度。 
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Abstract 
Verification of multiplier circuits is an important problem in the field of arithmetic circuit verifi-
cation. Currently, the most effective algebraic verification method is the Gröbner basis method. 
The adder rewriting algorithm proposed based on Gröbner basis method is a major innovation, 
but the process of identifying requires exhaustive traversal circuit variables and is very inefficient. 
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To solve this problem, this paper optimizes the adder rewriting algorithm, using a dynamic array 
to store the gate variables required to search the adders and traverse in reverse topological order, 
which eliminates redundancy. Experimental results show that combining the dynamic array to 
identify the adders can effectively improve the generation efficiency of Gröbner basis and the ve-
rification efficiency. 
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1. 引言 

乘法器作为一种重要的算术电路，其正确性的验证始终是一个挑战。目前用于乘法器电路验证的最

主要的方法是代数方法[1]-[7]。该方法将乘法器的规范以及内部的逻辑门建模为多项式集，把乘法器验证

问题转化成代数问题来解决。 
代数方法包括两类：函数抽取[2]和 Gröbner 基法[3] [4] [5] [6] [7]。函数抽取是将乘法器的输出多项

式通过代换和消元，最终化简为输入多项式，之后与电路规范进行比较。Gröbner 基法是将“乘法器电路

验证问题”转化为“理想成员问题”，直接将电路建模为一组 Gröbner 基，再验证电路规范是否属于

Gröbner 基生成的理想。事实上，这两种方法都能够验证架构简单的大型乘法器，并且函数抽取和 Gröbner
基法是等价的[2]。 

Gröbner 基法是代数方法中最为有效的验证技术，然而随着乘法器位数的增大，Gröbner 基中多项式

数目会逐渐增多；同时，在验证过程中，每一步归约得到的余式中单项式数目呈指数性增长。为了减少

归约产生的中间单项式的数目，研究者们提出了多种 Gröbner 基优化策略，包括逻辑归约重写方案[3]、
逐列验证方法[4]、加法器重写[5]、末级加法器替换[6]、动态替换序[7]等。这些方法都能够在一定程度上

减少中间单项式的数目，进而提高验证速度，但无法解决架构复杂的优化的乘法器电路验证问题。 
加法器重写[5]的基本思想是利用电路中的进位变量在乘法器电路的门级表示中识别全加器和半加

器，并将它们视为单独的电路。再利用变量消去，用加法器的规范多项式替换内部门的逻辑多项式，以

简化 Gröbner 基，从而提高验证速度。事实上，加法器重写不仅能应用于逐列验证方法，它还可以应用

到乘法器电路的其它验证方法，甚至应用于任何一个包含加法器的算术电路验证中，具有十分重要的意

义。然而，加法器重写中的加法器识别速度较慢，随着电路位宽的增加，会导致遍历的变量数目成倍增

长，存在很明显的弊端。 
本文在加法器重写的基础上，使用动态数组存储电路中所有的和位输出变量，直接利用乘法器的结

构性知识，以逆拓扑序遍历数组中的变量来识别全加器和半加器，并且不依赖进位变量。这种设计具有

以下几点优点：第一，使用动态数组存储所需变量能够在很大程度上减少变量的遍历数目；第二，使用

逆拓扑序遍历变量能够有效地避免重复和冗余；第三，不依赖进位变量识别加法器，能够避免重复遍历。

实验结果表明，结合动态数组的加法器重写优化算法在很大程度上提高了加法器的识别速度，进而提高

了验证效率。 
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2. Gröbner 基方法 

2.1. 理论基础 

本节简单介绍了 Gröbner 基方法的相关理论，更详细的资料请参见[8]。 
设 k 是一个数域， [ ]1, , nk x x� 是数域 k 上关于变量 1, , nx x� 的 n 元多项式环。 [ ]1, , nk x x� 上可以定 

义单项式序，在这种序关系的约束下，每个多项式都能够按唯一的顺序排列各项，使得在多项式除法算

法中所得的余式唯一。 
定义 2.1 设 I 是 [ ]1, , nk x x� 的一个非空子集，满足： 

1) 0 I∈ ； 
2) 对任意的多项式 ,f g I∈ ，都有 f g I+ ∈ ； 
3) 对任意的多项式 f I∈ ， [ ]1, , np k x x∈ � 都有 pf I∈ 。 

则称 I 是一个多项式理想。 
定义 2.2 设 [ ]1 1, , , ,s nf f k x x∈� � 是多项式，令 

[ ]1 1
1

, , | , ,
s

s i i i n
i

I f f h f h k x x
=

 = = ∈ 
 
∑� �                          (1) 

则 I 是 [ ]1, , nk x x� 的一个多项式理想，称{ }1, , sf f� 是 I 的一组基。 

任一理想可以有很多组基，但在这些基中存在一种具有特定性质的 Gröbner 基： 
定义 2.3 设 I 是 [ ]1, , nk x x� 的多项式理想，如果有 ( ) ( ) ( )1 , , mlt g lt g lt t=� 成立，其中 ( )ilt g 表示

ig 的首项，则称集合{ }1, , mg g� 是理想 I 关于特定序关系<的一组 Gröbner 基。 

接下来引入本文的理论基础，即理想成员算法，这是使用 Gröbner 基理论来验证乘法器电路的关键： 
定理 2.1 (理想成员算法) 设 G 是理想 I 的一组 Gröbner 基，多项式 [ ]1, , nq k x x∈ � ，q 除以 G 所得的

余式 r 满足 q r I− ∈ ，当且仅当 0r = 时， q I∈ 。 

2.2. 代数模型 

使用 Gröbner 基方法来验证乘法器电路的正确性，首先需要将电路建模为多项式集。假设具有 2n 个 
输入变量 0 1 0 1, , , , ,n na a b b− −� � 和 2n 个输出变量 0 2 1, , ns s −� 的乘法器 C 是一个无回路电路，其中每个内部

门都由变量 0 1, , lg g −� 表示，所有变量均为布尔变量。定义字典序 < 下的变量为 

0 1 0 1 0 1 0 2 1, , , , , , , , , , ,n n l nX a a b b g g s s− − − −= � � � � 。 

将电路中每个逻辑门的输出与输入之间的关系表示为布尔多项式，常见的逻辑门多项式如下： 
1 0

0
0

2 0

u v u v
u v w u vw
u v w u v w vw
u v w u v w vw

= ¬ ⇔ − + − =
= ∧ ⇔ − + =
= ∨ ⇔ − + + − =
= ⊕ ⇔ − + + − =

                             (2) 

由于布尔变量的取值均为 0 或 1，故对于所有变量 u 都有 ( )1 0u u − = ，形如 2u u− + 的多项式称为域

多项式。所有门变量逻辑多项式(1)和域多项式共同构成了电路的多项式集合 [ ]1, , nG k x x⊆ � ，由 G 生成

的理想记为 ( )J C ，根据定义 2.3，G 是 ( )J C 在序关系 < 下的一组 Gröbner 基。 

定义 2.4 设 C 是一个电路， [ ]1, , np k x x∈ � 是多项式。将 C 中所有输入变量、内部门变量和输出变

量的任一组给定值代入到 p 中，若结果为 0，则称 p 是电路 C 的一个多项式电路约束，记为 PCC，电路

C 中所有 PCC 构成的集合记为 ( )I C 。 
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定理 2.2 对于所有的无回路电路 C，都有 ( ) ( )I C J C= 。 

定义 2.5 设 C 是一个电路，如果多项式 
2 1 1 1

0 0 0
2 2 2

n n n
i i i

i i i
i i i

s a b
− − −

= = =

  −   
  

∑ ∑ ∑                                (3) 

是一个 PCC，则称电路 C 是一个乘法器电路，称该多项式为 C 的规范多项式 sp。 
根据上述定义和定理，可以得到如下结论： 
为了验证乘法器电路的正确性，只需使用定理 2.1 来验证 sp 是否属于理想 ( ) ( )I C J C= 。若属于，

则 C 是正确的；否则 C 是错误的。 

3. 结合动态数组的优化 

3.1. 加法器重写 

Ritirc 等人在[5]中首次提出了加法器重写。其基本思想是利用电路中的进位变量在乘法器电路的门级

表示中以拓扑序识别全加器和半加器，并将它们视为单独的电路。再利用变量消去，用加法器的规范多

项式替换 Gröbner 基中对应的内部门的逻辑多项式，以简化整个乘法器电路的 Gröbner 基，从而提高验证

速度。 
 

 
 

算法 1 描述了加法器重写的过程。此算法以乘法器电路的 AIG 格式[9]作为输入，主要包括以下几个

步骤：1) 遍历电路中所有变量，并使用 used 属性表示变量出现的最大切片索引；2) 判断所有变量的 used
值与 slice 值的关系，当二者不同时，将该变量标记为进位变量；3) 利用这些进位变量以拓扑序识别电路

中的加法器，并给出相应的规范多项式；4) 用加法器的规范多项式替换电路 Gröbner 基中相应的逻辑门

多项式，以简化 Gröbner 基；5) 将生成的 Gröbner 基写入文件 file，再传递给计算机代数系统 Mathematica
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或 Singular 进行计算。 
我们以全加器(图 1 左侧)为例解释加法器重写中的替换过程。在使用加法器重写之前，全加器电路 A

在逆拓扑序 0 1 2a b i g g g s c< < < < < < < 下的一组 Gröbner 基如下所示： 

{
}

1 2 1 2 0 0 2 1 0 0

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 1 1 0 0

, 2 , , , 2 ,

         , , , , , , ,
AG c g g g g s g i g i g ab g g i g a b ab

c c s s g g g g g g i i b b a a

= − + + − − + + − − + − + − + + −

− + − + − + − + − + − + − + − +
          (4) 

使用加法器重写可以消去内部门变量 0 1 2, ,g g g 和所有的域多项式，使用规范多项式来代替这些门多

项式。重写后得到的 Gröbner 基如下： 

{ }2 , 2 2 2 4AG c s a b i s a b i ab ai bi abi′ = − − + + + − + + + − − − +                   (5) 

同理，在逆拓扑序 a b s c< < < 下，对于半加器电路 B (图 1 右侧)使用加法器重写前后的 Gröbner 基
如下所示： 

{ }
{ }

2 2 2 2, 2 , , , ,

2 , 2
B

B

G c ab s b a ab c c s s b b a a

G c s a b s b a ab

= − + − + + − − + − + − + − +

′ = − − + + − + + −
                 (6) 

可以看到，优化后全加器电路的 Gröbner 基中多项式数目由 13 减少到 2，半加器电路的 Gröbner 基
中多项式数目由 6 减少到 2，由此可以说明，加法器重写在很大程度上简化了 Gröbner 基。 
 

 
Figure 1. Full-adder (left) and half-adder circuit (right) 
图 1. 全加器(左)与半加器(右)电路图 

 
然而，在此算法中，加法器的识别过程比较复杂，还需要做出进一步优化。首先，此算法需要以拓

扑序两次遍历电路中的所有变量来标记进位变量，一方面，随着乘法器电路位宽的增加，遍历的变量数

目会越来越多；另一方面，两次遍历导致消耗的时间过长。此外，以拓扑序遍历乘法器电路变量，没有

充分考虑到乘法器电路的结构特点，可能会导致重复遍历。 

3.2. 动态数组 

本文的工作首先要选择合适的数据结构来存储变量。目前能够处理大量元素的数据结构包括链表、

动态数组和哈希表等。其中哈希表是用于存储键值数据的，不适用于本文研究的问题；而链表只适用于

元素很少且只需要从两端添加和删除数据的情况，当处理大量元素时，使用链表无法便捷地访问到任一

元素。 
动态数组是一种长度可变的数组，具有占用空间少、运行速度快、易于操作大量数据等特点，它拥

有链表的大部分功能[10]。动态数组最大的优势就是可以随意地在尾部添加或者删除元素，并且能够访问

和遍历到任意元素，从而减少代码的运行时间和空间。但如果使用链表来访问某一元素，就需要遍历它

前面所有的元素，消耗相对较长的时间。考虑到大型乘法器中存在许多变量，本文选择使用动态数组来
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优化加法器重写算法。 

3.3. 优化算法 

优化算法是使用动态数组存储乘法器电路中所有的和位输出变量 0 2 1, , ns s −� ，再利用电路逻辑门中

输出与输入的关系，以逆拓扑序遍历动态数组中的变量来查找全加器和半加器，并动态地增加数组中的

元素，直到查找结束。这种存储和遍历方式能够缩短加法器识别所用的时间，提高验证速度。 
 

 
 

算法 2 给出了使用动态数组的加法器重写优化算法。此算法以动态数组 dynamic_vars 存储加法器重

写所需的变量，主要包括以下几个步骤：1) 将和位输出变量 0 2 1, , ns s −� 以逆拓扑序的方式添加到动态数

组中；2) 使用 for 循环遍历动态数组中的每一个元素以搜索全加器和半加器，并将其对应的规范多项式

添加到 Gröbner 基中；3) 将搜索到的加法器对应的输入变量添加在动态数组尾部，同时数组长度随之增

加，以动态地增加循环的次数，而乘法器电路门变量的有限性保证了循环过程最终得以终止；4) 将得到

的 Gröbner 基写入到输出文件中，以便提供给计算机代数系统进行计算。若计算结果为零，则乘法器是

正确的，否则是错误的。 
相比于原本的加法器重写算法，优化算法不需要借助进位变量来识别加法器，它直接根据加法器的

结构性知识进行识别。同时，优化算法使用动态数组来存储加法器识别所需的变量，减少了遍历和循环

所需的时间和空间。为了识别电路中全部的加法器，原算法是以拓扑序遍历所有的进位变量，这种识别

方式可能会出现重复遍历的问题，并且逻辑关系比较混乱。而优化算法选择逆拓扑序，从和位输出变量

开始，自下而上遍历相应的变量，不会出现重复遍历的情况，且符合逻辑顺序，使整个识别过程更加清

晰。 
本文以二位 btor 乘法器为例来描述优化算法的运行过程。图 2 右侧给出了乘法器的结构图，其 PPA

阶段只由两个半加器构成。验证工具读取电路对应的 AIG 文件，识别出所有的和位输出 0 1 2 3, , ,s s s s 并将

其添加在动态数组 dynamic_vars 中，以逆拓扑序依次遍历数组中的元素，首先使用 3s 无法识别出加法器，

再进一步遍历 2s 。利用 2s 识别出半加器 HA1，将其对应加法器的规范多项式添加到 Gröbner 基中，并将

HA1 的输入变量 11 1,p c 添加到动态数组的尾部，同时标记 3s 为加法器内部变量；再根据 1s 识别出半加器

HA2，将 HA2 的输入变量 10 01,p p 添加到动态数组的尾部，同时标记 1c 为加法器内部变量。以此方式依次
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遍历数组元素，直到无法继续搜索出加法器，则搜索过程结束。 
 

 
Figure 2. AIG and circuit structure of 2-bit btor multiplier with ,i j i jp a b=  

图 2. 二位 btor 乘法器 AIG 与电路图 ,i j i jp a b=  

 
优化算法自乘法器电路的和位输出变量开始，直接根据加法器的结构性知识进行识别，无需借助进

位变量，从而避免了全部变量的遍历过程，减少了时间和空间的使用。从理论上来说，使用动态数组的

加法器重写优化算法提高了乘法器的验证效率。 

4. 对比实验 

优化算法的实现以验证工具 AIGMULTOPOLY [5]为基础。本文的实验选择 btor 和 sp-ar-rc 两种类型

的乘法器(如图 3)进行验证，其中btor乘法器基准是由Boolector [11]生成的；sp-ar-rc乘法器基准作为AOKI
基准集的一部分，是由算术模块生成器 AMG [12]生成的。这两种乘法器虽然功能相同，但累加方式不同。

btor 乘法器以网状结构累加，sp-ar-rc 乘法器以对角结构累加。乘法器电路对应的 AIG 文件、源代码以及

实验结果都包含在实验文件 Darray_aigmultopoly 中。 
 

 
Figure 3. Structure of 4-bit btor and sp-ar-rc multiplier 
图 3. 四位 btor 乘法器与 sp-ar-rc 乘法器结构图 
 

实验使用的是具有 Inter i5-4210U 1.70GHz CPU 和 8GB 主内存的 Ubuntu 18.04 虚拟机。由于本次实

验与 AIGMULTOPOLY 使用的计算机代数系统都为 Mathematica 和 Singular [13]，因此，我们不比较这
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一过程消耗的时间。实验所用时间都以秒为单位，内存以 MB 为单位，时间限制为 1200 秒，内存限制为

4096 MB。实验结果如下： 
 
Table 1. Comparison of adder-rewriting algorithm with optimization algorithm 
表 1. 加法器重写算法与优化算法对比表 

乘法器 位数 
加法器重写算法 优化算法 

时间/s 内存/MB 时间/s 内存/MB 

btor 16 0.03 2.09 0.01 1.86 

btor 32 0.13 3.12 0.04 2.84 

btor 64 0.78 8.37 0.15 6.82 

btor 128 5.68 29.18 0.70 21.99 

sp-ar-rc 16 0.03 2.02 0.01 2.04 

sp-ar-rc 32 0.16 3.83 0.05 3.41 

sp-ar-rc 64 1.07 11.21 0.21 8.80 

sp-ar-rc 128 7.68 40.78 0.92 30.28 
 

表 1 结合两种不同类型的乘法器对加法器重写算法和使用动态数组的优化算法进行了比较。通过对

比第 3 列和第 5 列、第 4 列和第 6 列的数据可以看出，随着乘法器位数的不断增加，优化算法中的计算

效率提高的愈加明显，并且能够使用更少的内存空间。这表明使用动态数组来优化加法器重写算法能够

在很大程度上提高乘法器的验证速度，同时能够减少内存的使用。 

5. 结束语 

本文的主要工作是使用动态数组来提高 Gröbner 基法中加法器重写算法的效率。该算法利用动态数

组占用空间小、运行速度快等特点，以从输出到输入的逆拓扑序来存储加法器识别所需的变量；结合加

法器的结构性知识，通过遍历数组元素来查找加法器，而无需借助进位变量，从而避免了因变量的重复

遍历导致的时间和空间大量损耗的问题，提高了乘法器的验证速度。 
实验结果表明，使用更加优化的数据结构对算法的重新设计起到了显著的作用。使用动态数组的优

化算法能够在很大程度上消除冗余遍历，缩短代码的运行时间，从而提高整个乘法器的验证速度，还能

减少内存的使用。但就目前而言，该算法还仅应用于验证整数乘法器电路的 Gröbner 基法中。在未来的

工作中，我们希望能够将优化后的加法器重写算法应用于除法器和浮点运算器等更加复杂的算术电路验

证中，也希望将这种算法应用于其它的验证方法中，例如代数重写法。 
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