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摘  要 

本文研究一类具有脉冲的混合时滞Hopfield神经网络的全局渐近稳定性，首先利用Brouwer不动点定理

和矩阵谱半径证明系统平衡点的存在性和唯一性，再利用Barbalat引理以及构造合适的Lyapunov函数，

讨论系统的全局渐近稳定性，最后利用数值仿真验证结论的有效性。 
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Abstract 
This paper studies the global asymptotic stability of a class of Hopfield neural networks with im-
pulsive mixed delays. Firstly, the Brouwer fixed point theorem and the matrix spectral radius are 
used to prove the existence and uniqueness of the equilibrium point of the system, and then use 
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Barbalat’s lemma and construct a suitable Lyapunov function to discuss the global asymptotic sta-
bility of the system. Finally use numerical simulation to verify the validity of the conclusions. 
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1. 引言 

近些年来，由于 Hopfield 神经网络具有广泛的研究前景，它吸引许多学者的关注。如在文献[1]中关

于联想记忆方面的应用，在文献[2]中针对由物理化学引起线性逆不适定问题的应用，在文献[3]中针对环

境波动对疾病传播影响的应用，在文献[4]中针对改进医疗专家诊断系统的应用。这些应用本质上依赖于

系统的动态行为，因此关于 Hopfield 神经网络的动态行为的研究就具有重要的理论意义和实际意义。 
在现有的工作中，多数的模型都涉及到时间延迟和脉冲现象，这里时间延迟有比例时滞[5]、时变时

滞[6]、分布时滞[7]、常时滞[8]和泄露时滞[9]等，这些现象在神经网络中是普遍的且不可避免，它们是发

散、振荡、混乱、不稳定和性能不佳的根源，因此，对具有时滞神经网络的研究不仅具有理论意义，而

且更具有现实意义。文献[5]研究了具有比例时滞 Hopfield 神经网络的全局渐近稳定性，文献[6]利用迭代

和不等式技巧，得到具有脉冲的时变时滞的 Hopfield 神经网络周期解的存在性与一致稳定性的判据，文

献[10]通过线性矩阵不等式的方法研究了具有时变时滞的 Hopfield 神经网络的全局渐近稳定性，文献[7]
通过迭代分析，考虑了具有分布延迟的脉冲 Hopfield 神经网络的周期解的存在性和平衡点的一致稳定性。 

论文基于具有单个时滞或具有脉冲与时滞模型的相关文献启发，将脉冲、时变时滞和分布时滞引入

到 Hopfield 神经网络模型中，利用不动点定理及构造合适的 Lyapunov 泛函，研究具有脉冲混合时滞的

Hopfield 神经网络的全局渐近稳定性。 

2. 模型与预备知识 

考虑如下具有脉冲的混合时滞 Hopfield 神经网络模型： 
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其中 1,2, ,i n= � ，n 表示神经元的个数； ( )ix t 表示第 i 个神经元在 t 时刻是状态； 0ic > 是自反馈连接权

重； ija 、 ijb 和 ijd 分别表示第 j 个神经元到第 i 个神经元的连接权重； ( )ij tτ 表示时变时滞； jf 表示激活

函数； iI 表示第 i 个神经元的外部输入； ( )i kx t∆ 是 kt 时刻的脉冲， 1 2t t< <�是严格单调递增的数列，并

且满足 limk kt→+∞ = +∞，这里初始条件 ( ) ( ]C ,0i sϕ ∈ −∞ 。 
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现做如下假设： 
(H1) 激活函数 ( )jf ⋅ 和 ( )jg ⋅ 在 R 上有界且满足 Lipschitz 条件，即存在常数 0jL > ， 0jF > ， 0jH > ，

0jG > ，使得 

( ) ( ) ( );j j j j jf L f u f v F u v⋅ < − ≤ −  

( ) ( ) ( );j j j j jg H g u g v G u v< − ≤ −⋅  

(H2) 对于任意 , 1, 2, ,i j n= � ， 0t > ， ( ) : 0ij t R Rτ + +→ ∪ ，这里 ( )ij tτ 是连续可微函数，并且 ( )ij ijtτ α′ < ，

这里 0 1ijα≤ < 。 

(H3) 核 ijk 是定义在 [ )0,+∞ 上的实值非负连续函数，其中 1,2, ,i n= � ， 1,2, ,j n= � ，它满足 

( ) ( )
0 0

d 1, d .ij ijk s s sk s s
∞ ∞+ +

= < +∞∫ ∫  

定义 1 [5] 若对系统(1)的任何初始值 ( )i sϕ ，都满足 

( ) *

1
lim 0,

n

i it i
x t x

→∞ =

− =∑  

则称系统(1)的平衡点 *
ix 是全局渐近稳定的。 

引理 1 [11] (Brouwer 不动点定理)设 D 是 nR 中有界凸闭集， : D DΦ → 连续，则Φ 在 D 上必有不动

点。 
引理 2 [11] 设 M 是非负 n 阶矩阵，X 是非负 n 维向量，若 0X ≠ ，存在实数α ，使得 MX Xα≥ ，

则谱半径 ( )Mρ α≥ 。 

引理 3 [12] (Barbalat 引理)设 ( )z t 是定义在 [ )0,+∞ 上的非负可积的一致连续函数，则 ( )lim 0t z t→∞ = 。 

注 1 ( )Mρ 的谱半径是指矩阵 M 的最大特征值。 

3. 主要结果 

3.1. 平衡点的存在性和唯一性 

定理 1 若条件(H1)和(H3)成立，且 ( ) 1Mρ < ， 1min i n ic c≤ ≤= ， ( )infi i ixσ ϕ′= 其中 ( )ij n n
M m

×
= ， 

( )ij ij ij j
ij

i

a b d F
m

cσ

+ +
= ，则系统(1)的平衡点存在且唯一。 

证明：设 ( )T* * * *
1 2 ,, , nx x x x= � 为系统(1)的平衡点，则有 
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由假设条件(H3)可知 ( )
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=∫ ，故上式可写为 
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先证系统(1)平衡点的存在性，由假设(H1)有 
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1, 2, ,i n= � ，令 ( ) ( )TT * * *
1 2 1 2, ,, , , ,n nx x xϕ ϕ ϕ ϕ= =� � ，易知 : D Dϕ → 连续有界，由引理 1 可知，ϕ 在 D 

上必有不动点，因此系统(1)的平衡点存在。 
下证平衡点的唯一性。设 ( )* * * *

1 2, , , nx x x x= � 和 ( )* * * *
1 2, , , ny y y y= � 是系统(1)的平衡点， * * 0x yη = − ≠ ，

* *
i i ix yη = − ， 1,2, ,i n= � 。 
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其中 1min i n ic c≤ ≤= ， ( )infi i ixσ ϕ′= ，
( )ij ij ij j

ij
i

a b d F
m

cσ

+ +
= ，即 Mη η≤ ，这里 η 表示 n 列向量，

( )T
1 2, , , nη η η η= � ，由引理 2 知，若 0η ≠ ，则 ( ) 1Mρ ≥ ，这与定理 ( ) 1Mρ < 矛盾，因此 0η = ，即

* *x y= ，故该系统存在唯一平衡点。 

3.2. 平衡点的全局渐近稳定性 

定理 2 设 ( ) ( )i k ik i kz t z tλ −= ， 1ikλ ≤ ，若条件(H1)~(H3)成立，且 

1 1
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∑  

则系统(1)的平衡点是全局渐近稳定的。 
证明：设 ( )* * * *

1 2, , , nx x x x= � 是系统(1)的平衡点， ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , nx t x t x t x t= � 是系统任意解，令
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( ) ( ) *z t x t x= − ， 
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平衡点的稳定性，只需研究系统(2)零解的稳定性即可。 
故构造如下正定的 Lyapunov 函数 
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沿系统(2)对上述 Lyapunov 函数求导，可得 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )

1 1 1

0
1 1

1 1 1 1 1

0
1 1 1 1

1

1 1

d

d

n n n j ij ijj
i ij j

i i j ij ij

n n

ij j ij j j
i j

n n n n n

i i ij j j ij j j ij
i i j i j

n n n n

ij ij j j ij
i j i j

z t t tz t
v t z t b H

d H k s z t z t s s

c z t a g z t b g z t t

d k s g z t s s b H

τ τ

α α

τ

= = =

= =

= = = = =

= =

∞

= =

∞

 − −
 = + −
 − −
 

+ − −

≤ − + + −

+ − +

∑ ∑∑

∑∑ ∫

∑ ∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑∫

�
� �

( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

0
1 1 1 1

1

1
d

1

j
j

ij

n n n nj ij ij
ij j ij j ij j

i j i jij

z t

z t t t
b H d H k s z t s

α

τ τ

α= =

∞

= =

−

− −
− +

−∑∑ ∑∑ ∫
�

 

https://doi.org/10.12677/aam.2021.1011417


张雪莹，陈展衡 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.1011417 3928 应用数学进展 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( )

0
1 1

1 1 1 1 1

0
1 1 1 1

0
1 1 1 1

1 1

d

d
1

d

n n

ij j ij j
i j

n n n n n

i i ij j j ij j j ij
i i j i j

n n n n j
ij ij j j ij j

i j i j ij

n n n n

ij j j ij ij j ij j
i j i j

n

i j

d H k s z t s s

c z t a H z t b H z t t

z t
d k s H z t s s b H

b H z t t d H k s z t s

τ

α

τ

= =

= = = = =

= = = =

= = = =

=

∞

=

∞

∞

− −

≤ − + + −

+ − +
−

− − +

−

∑∑ ∫

∑ ∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑∫

∑∑ ∑∑ ∫

∑ ( ) ( )
0

d
n

ij j ij jd H k s z t s s
∞

−∑ ∫

 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( )

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1

1

1

1

n n n n n n nj
i i ij j j ij j ij j j

i i j i j i jij

n n n n n n n
i

i i ji i i ji i ji i i
i i j i j i jji

n n ji
i i ji ji i

i j ji

z t
c z t a H z t b H d H z t

z t
c z t a H z t b H d H z t

b
c H a d z t

α

α

α

= = = = = = =

= = = = = = =

= =

= − + + +
−

= − + + +
−

  
  = − − + +

  −  

∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑

∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑

∑ ∑

( )
1

,
n

i
i

z tλ
=

≤ − ∑

           (4) 

其中 1 1min 0
1

ji
i n i i ji jij

ji

n b
c H a dλ

α≤ ≤ =

    = − + + ≥  −   
∑ ，由定理 2 和(3)式可知 ( ) 0v t ≤� ，这里 0t > 且 kt t≠ 。 

当 kt t= 时，由(3)式和 1ikλ ≤ 有 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

0
1 1 1 1 1

0
1 1 1 1 1

1 1 1

d d d
1

d d d
1

k k

k ij k k

k k

k ij k k

n n n n nt tj
k i k ij j ij j ij jt t t s

i i j i jij

n n n n nt tj
ik i k ij j ij j ij jt t t s

i i j i jij

n n

i k
i i j

z s
v t z t b H s d H k s z r r s

z s
z t b H s d H k s z r r s

z t

τ

τ

α

λ
α

− −

− − −

− −
= = = = =

−

− −
= = = = =

−

=

∞

= =

∞
= + +

−

= + +
−

≤ +

∑ ∑∑ ∑∑ ∫ ∫

∑ ∑∑ ∑∑ ∫ ∫

∑

∫

∑

∫

( )
( ) ( ) ( )

( )
0

1 1
d d d

1
k k

k ij k k

n n nt tj
ij j ij j ij jt t t s

i jij

k

z s
b H s d H k s z r r s

v t

τ α

− −

− − −− −
=

−

∞

=

+
−

=

∑ ∑∑ ∫ ∫∫

 

综上可得当 [ ) { }0, kt t∈ +∞ ∪ 时， ( ) 0v t ≤� ，现对(4)式两边积分可得 

( ) ( ) ( )
0

1
d 0 ,

nt
i

i
z t z s s zλ

=

+ ≤∑∫  

所以 ( )iz t 是有界的，即存在常数 0N > ，使 ( )iz t N≤ ，再由(4)式可知 ( )iz t� 在 [ ) { }0, kt+∞ ∪ 上有上界，

从而 ( )1
n

ii z t
=∑ 在 [ ) { }0, kt+∞ ∪ 上一致连续由引理 3 知 ( )lim 0t iz t→+∞ = ，即 ( ) *lim 0t i ix t x→+∞ − = ， 

因此系统(2)的零解是全局渐近稳定的，从而系统(1)的平衡点是全局渐近稳定的。 
推论 1 若条件(H1)~(H3)成立，且 ( ) ( )i k ik i kz t z tλ −= ， 1ikλ ≤  
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1) 当 0ijd = 时，不等式 ( ){ }1 1min 0i n i
n

i ji jijc H a d≤ ≤ =
− + ≥∑ 成立； 

2) 当 0ijb = 时，不等式 1 1min 0
1

ji
i n i i jij

n

ji

b
c H a

α≤ ≤ =

    − + ≥  −   
∑ 成立， 

则系统(1)的平衡点是全局渐近稳定的。 
注 2 当 0ijd = 时，系统(1)变成具有脉冲的时变时滞 Hopfield 神经网络模型，此模型与文献[6]和[10]

模型一致，故用本文方法亦可得到文献[6]和[10]模型中平衡点的全局渐近稳定，与文献[10]线性矩阵不等

式的方法相比本文所用的方法得到的判据更容易验证。 
注 3 当 0ijb = 时，系统(1)变成文献[7]模型中的特殊形式，故可用此方法得到文献[7]中模型的全局渐

近稳定。 

4. 数据仿真 

考虑如下具有脉冲的二维混合时滞 Hopfield 神经网络， 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )
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( ) ( ) ( ]

2 2

1 1
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∞
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=
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 + − + ≥ ≠

∆ = − = =

 = ∈ −∞

∑ ∑

∑ ∫
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其中
0.2 0.1
0.1 0.5

A
− 

=  
 

，
0.5 0.5
0.1 0.3

B
− 

=  − 
，

2 0
0 3

C  
=  
 

，
0.2 0.5
0.2 0.3

D  
=  − 

， ( )T0,0I = ，变时滞 

( )11
11 sin
2

t tτ = + ， ( )12
11 sin
2

t tτ = − ， ( )21
11 cos
2

t tτ = + ， ( )22
11 cos
2

t tτ = − ，取激活函数 

( )( ) ( ) ( )( )1 1 1
4j j j jf x t x t x t= − + + ，函数 ( )( ) ( )i i ix t x tϕ = ，其中 , 1, 2i j = ，显然 ( )( )inf 1i i ix tσ ϕ′= = ，

Lipschitz 常数 1i iH L= = ，经计算 

( )
0.45 0.55

, 0.8354 1;
0.2 0.55

M Mρ
 

= ≈ < 
 

 

{ }
1 2 1 21
min min 0.3417,0.475 0.3417 0

1

n ji
i i ji jii ij ji

b
c H a dλ

α≤ ≤ ≤ ≤=

    = − + + = = >  −   
∑  

这里 ( )2 2

0.2 0.7
0.2 0.4ijα

×

 
=  
 

，满足定理 1 和定理 2 的条件，由定理 1 和定理 2 知系统(1)的平衡点是全 

局渐近稳定的，如图 1 和图 2 在外部输入为零的情况下不带脉冲和带脉冲的时间响应图。 

5. 结论 

本文利用不动点定理及构造合适的 Lyapunov 泛函，研究了具有脉冲的混合时滞 Hopfield 神经网络平

衡点的存在性和唯一性，最后利用数值仿真验证结论的有效性。得到与时滞无关的全局渐近稳定的判据，

对不确定的时变时滞仍然可以很好地利用此结论。 
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Figure 1. State curve of ( )x t  without pulse in system (1) 

图 1. 系统(1)中 ( )x t 不带脉冲的状态曲线图 

 

 
Figure 2. State curve of ( )x t  pulse in system (1) 

图 2. 系统(1)中 ( )x t 带脉冲的状态曲线图 
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