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摘  要 

目前，关于证明G-Brown运动驱动的非线性随机泛函微分方程解的全局存在唯一性的成果相对较少。本

文利用G-Lyapunov函数方法获得了一类G-Brown运动驱动的非线性随机泛函微分方程解的全局存在唯

一性的充分条件。最后，通过一个例子说明所得出的结论。 
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Abstract 
There are not so many results on the existence and uniqueness of solutions to nonlinear stochastic 
functional differential equations driven by G-Brownian motion (G-SFDEs). By G-Lyapunov function 
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technique, the existence and uniqueness of the global solution to a G-SFDE is obtained. Finally, an 
example is presented to illustrate the obtained theory. 
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1. 引言 

随机微分方程常用来刻画随机微分系统，且已广泛地应用于科学工业中(见文献[1] [2])。但实际中，

许多随机微分系统的演化不仅依赖于当前状态的信息而且和过去状态的信息也相关，对于这样的情形一

般用随机泛函微分方程来描述。随机泛函微分方程也已被广泛地应用于生物工程、化学工程等领域(见文

献[3] [4] [5] [6])。 
为了解决不确定性问题、风险度量问题以及金融中的超对冲超定价问题等，彭在文献[7]和[8]中提出

了一类非线性期望(即 G-期望)。在 G-期望框架理论下，彭进一步介绍了 G-Brown 运动及其 Itô 积分。自

此，G-Brown 运动驱动的随机微分方程的研究逐渐得到了学者们的关注。Faizullah 等人在文献[9]中利用

比较定理、Gronwall 不等式以及 Burkholder-Davis-Gundy 不等式讨论了 G-Brown 运动驱动的随机泛函微

分方程解的存在唯一性。后来，Faizullah 在文献[10]中利用 Picard 逼近方法证明了 G-Brown 运动驱动的

随机泛函微分方程解的存在唯一性。陈和杨在文献[11]中利用 G-期望理论探讨了 G-Brown 运动驱动的中

立型随机泛函微分方程解的存在唯一性。陈等人在文献[12]中研究了 G-Brown 运动驱动的高度非线性随

机时滞微分方程解的存在唯一性。本文考虑用一个弱的条件替代方程系数满足的线性增长条件，然后利

用 G-Lyapunov 函数方法给出了所研究的 G-Brown 运动驱动的随机泛函微分方程解的存在唯一性的充分

条件。 
该文结构如下：第 2 节给出所需的预备知识；第 3 节证明了所研究方程解的存在唯一性；最后，用

一个例子说明所得的结果。 

2. 预备知识 

记 nR 表示 n-维的欧式空间。若 nx R∈ ， x 表示欧式范数。记 ( ),R = −∞ +∞ ， [ )0,R+ = +∞ 。对任意

的 ,a b R∈ ，a b∨ 表示二者中的最大值。令 0τ > ， [ ]( ),0 ;C Rτ− 表示所有定义在 [ ],0τ− 上的实值连续函数

ϕ 的全体，且其上的范数为 ( )0sup τ θϕ ϕ θ− ≤ ≤= 。 [ ]( ),0 ;U Rτ +− 表示所有定义在 [ ],0τ− 上 Borel 可测的

有界非负函数 ( )sη 且满足 ( )0
d 1s s

τ
η

−
=∫ 的全体。 BI 表示集合 B 的示性函数。 

关于定义在次线性空间 ( )ˆ, , EΩ  上的 G-正态分布、G-期望、G-Brown 运动以及相关的 Itô 积分和

G-Brown 运动二次变差过程的详细介绍可进一步参阅文献[7]和[8]。本文研究的是 1-维 G-Brown 运动 

( )( ) 0t
tω

≥
，且对任意的 a R∈ ， ( ) ( ) ( )2 2 21 1ˆ 1

2 2
G a E a a aω σ σ+ − = = −  ，其中 ( )2 2ˆ 1E ω σ  =  ， 
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( )2 2ˆ 1E ω σ − − =   ( 0 σ σ≤ ≤ < ∞ )。 t 表示由 G-Brown 运动 ( )( ) 0t
tω

≥
生成的滤子。对 nT∀ ∈R ，[ ]0,T 上

的一个分割 { }0 1, , ,T Nt t tπ = � 满足 0 1 20 Nt t t t T= < < < < =� ， ( ) { }1max : 0,1, , 1T i it t i Nµ π += − = −� 。给

定 1p ≥ ，定义 

[ ]( ) ) ( ) ( )
1

1
,0

,
0

0, :
jj j

N
p p

G t j j G tt t
j

M T I t Lη ξ ξ
+

−

=

 
 = ∈


=


Ω ∑ . 

[ ]( )0,p
GM T 表示 [ ]( ),0 0,p

GM T 在范数 [ ]( ),0

1

0, 0

1 ˆ dp
G

p
T p

tM T E t
T

η η  =    ∫ 下的完备空间。接下来给出一个命题 

(见文献[8])。 
命题 1 如果 Ê 是 G-期望，那么存在定义在 ( )( ),Ω ΩB 的概率测度 P 的弱紧集  使得对所有的

X ∈，有 [ ] [ ]ˆ maxP PE X E X∈=  ，其中 [ ].PE 是关于概率测度 P 的线性期望。 

注：一个集合 ( )A∈ ΩB 被称为是极集如果 ( )ˆ 0C A = ，其中 ( ) ( )ˆ supPC A P A∈=  。除去一个极集后若 

一个性质是恒成立的，则称该性质是拟必然(q.s.)成立的。 
考虑如下形式的 G-Brown 运动驱动的非线性随机泛函微分方程： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )d , , d , , d , , d , 0t t tx t f x t x t t g x t x t t h x t x t t tω ω= + + ≥             (1) 

初始值 

( ){ }0 : 0x ϕ ϕ θ τ θ= = − ≤ ≤ 是 0 -可测的， [ ]( ),0 ;C Rτ− -值随机变量，且满足 [ ]( )2 ,0 ;GM Rϕ τ∈ − 。(2) 

这里 ( )x t 表示随机过程在 t 时刻的值， ( ){ }: 0tx x t θ τ θ= + − ≤ ≤ ， , , :f g h R R R R+× × → 是连续的函数。 
接下来，考虑方程(1)的系数不满足线性增长条件而满足非线性增长条件。为了讨论方程(1)的全局解

的存在唯一性，先假设该方程系数满足如下的局部 Lipschitz 条件。 
(A1) 对任意的 0k > ，存在一个常数 0kL > 使得对 0t∀ ≥ 和 [ ]( ), ,0 ;C Rϕ φ τ∈ − ，有 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
0 , , 0 , , 0 , , 0 , ,

0 , , 0 , , k

f t f t g t g t

h t h t L

ϕ ϕ φ φ ϕ ϕ φ φ

ϕ ϕ φ φ ϕ φ

− ∨ −

∨ − ≤ −
, 

其中， kϕ φ∨ ≤ 。 

令 ( )2,1 ;C R R R+ +× 表示关于变量 x 二阶连续可导，关于变量 t 一阶连续可导的全体非负函数 ( ),V x t 的

全体。给定 ( ) ( )2,1, ;V x t C R R R+ +∀ ∈ × ，定义算子 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2, , , , , , 2 , , , , , ,t x x xxLV x y t V x t V x t f x y t G g x y t V x t V x t h x y t= + + + , 

其中， ( ) ( ),
,t

v x t
V x t

t
∂

=
∂

， ( ) ( ),
,x

v x t
V x t

x
∂

=
∂

， ( ) ( )2

2

,
,xx

v x t
V x t

x
∂

=
∂

。 

3. 主要结果 

定理 假设条件(A1)成立。给定初始值(2)。若存在一个函数 ( ) ( )2,1, ;V x t C R R R+ +∈ × ， 

[ ]( ),0 ;U Rη τ +∈ − 和 [ )( ), ;W C R Rτ +∈ × − ∞ ，非负数 C 以及正常数 1α 和 2α  (且 1 2α α≥ )满足对 0t∀ ≥ ，有 

( ),0liminf ,x t V x t→∞ ≤ <∞ = ∞ ,                               (3) 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
0

20 , , 0 , , dLV t C W t W t
τ

ϕ ϕ α ϕ α η θ ϕ θ θ θ
−

≤ − + +∫                 (4) 
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成立，则方程(1)存在唯一的全局解 ( )( )x t t τ≥ − 。 
证明 给定初始值(2)。由条件(A1)知方程(1)在 [ ], eτ τ− 上有唯一的最大局部解 ( )x t ，其中 eτ 是爆破时

间。若要证 ( )x t 是全局的，则只需证 eτ = ∞  q.s..令 0k 是一个充分大的整数且使得 

( )0 0 0sup sx s kτϕ ϕ− ≤ ≤= = < 。对任意的整数 0k k> ，定义停时 [ ) ( ){ }inf 0, :k et x t kτ τ= ∈ ≥ 。规定 

inf ∅ = ∞，这里∅是一个空集。由 kτ 的定义可知 kτ 是一个单调递增的序列且 limk k eτ τ τ∞ →∞= ≤ 。利用

Itô 公式，对 0t∀ > ，有 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )

0 0

2
0 0

2
0

0

, 0 ,0 , , d , , , d

1, , , d , , , d
2

2 , , , , , , d

0 ,0 , , d

t t
s x s

t t
x s xx s

t
s x xx s

t
s t

V x t t V x LV x s x s s V x s s h x s x s s

V x s s g x s x s s V x s s h x s x s s

G g x s x s V x s s V x s s h x s x s s

V x LV x s x s s G

ω

ω ω

= + +

+ +

− +

= + +

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

,     (5) 

其中， 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

0 0

2
0

2
0

, , , d , , , d

1 , , , d
2

2 , , , , , , d

t t
t x s x s

t
xx s

t
s x xx s

G V x s s h x s x s s V x s s g x s x s s

V x s s h x s x s s

G g x s x s V x s s V x s s h x s x s s

ω ω

ω

= +

+

− +

∫ ∫

∫

∫

 

是 G-鞅(见文献[8])。对(5)式两边同时取期望得 

( )( ) ( )( ) ( )( )
0

ˆ ˆ, 0 ,0 , , dkt
k k sEV x t t V x E LV x s x s s

τ
τ τ

∧
∧ ∧ = + ∫ . 

由(4)可得 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

01

0

0
2

ˆ ˆ ˆ, 0 ,0 , d

ˆ , d d

k

k

t
k k

t

EV x t t EV x Ct E W x s s s

E W x s s s

τ

τ

τ

τ τ α

α η θ θ θ θ

∧

∧

−

∧ ∧ ≤ + −

+ + +

∫

∫ ∫
.                (6) 

注意 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( )

0

0

0

0

0

, d d

, d d

d , d

d , d

d , d

, d

k

k

k k

k

k

k

t

t s

s

t u t

u

t u

u

t

t

W x s s s

u s W x u u u s

u s s W x u u u

u s s W x u u u

r r W x u u u

W x s s s

τ

τ

τ

τ

τ τ τ

τ

τ τ

τ

τ

τ τ

τ

τ

η θ θ θ θ

η

η

η

η

∧

−

∧

−

∧ + ∧ ∧

− ∨

∧ +

−

∧

− −

∧

−

+ +

= −

= −

≤ −

=

=

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

.                         (7) 

将(7)式代入(6)式可得 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1

0
2

0

02

ˆ ˆ ˆ, 0 ,0 , d

ˆ , d , d

k

k

t
k k

t

EV x t t EV x Ct E W x s s s

E W x s s s E W x s s s

τ

τ

τ

τ τ α

α α

∧

∧

−

∧ ∧ ≤ + −

+ +

∫

∫ ∫
. 
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因 1 2α α≥ ，所以 

( )( ) ( )( ) ( )( )0
2

ˆ ˆ ˆ, 0 ,0 , dk kEV x t t EV x Ct E W x s s s
τ

τ τ α
−

∧ ∧ ≤ + + ∫ . 

令 ( ),0liminf ,k x k tV V x t≥ ≤ <∞=  ( 0k k∀ ≥ )。从而可得对 P∀ ∈ ，有 

( ) { } ( )( )( )
( )( ) ( )( )0

2

ˆ ,

ˆ ˆ0 ,0 , d

kk k k ktP t V E I V x

EV x Ct E W x s s s

τ

τ

τ τ τ

α

≤

−

≤ ≤

≤ + + ∫
. 

当 k →∞时， 

( ) ( )

( )( ) ( )( )0
2

lim

ˆ ˆ0 ,0 , d
lim

0

kk

k
k

P t P t

EV x Ct E W x s s s

V
τ

τ τ

α

∞ →∞

−

→∞

≤ = ≤

+ +
≤

=

∫ . 

即 ( ) 1P tτ∞ > = 。由 t 的任意性知 ( ) 1P τ∞ = ∞ =  a.s.进一步可得 

( ) ( )ˆ sup 1PC Pτ τ∞ ∈ ∞= ∞ = = ∞ = . 

也就是 
τ∞ = ∞  q.s. 

证毕。 

4. 例子 
令 1τ = 和 ( ) [ ]1, 1,0η θ θ= ∈ − 。考虑如下形式的 G-Brown 运动驱动的随机泛函微分方程： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0

1
d 3 d d d sin dx t x t x t t x t t x t tθ θ ω ω

−
= − + + + +∫                (8) 

0t∀ ≥ ，这里 ( )tω 是 1-维的 G-Brown 运动且 ( ) 11 ~ 0, ,1
2

Nω   
    

。易验证方程(8)满足条件(A1)。取

( ) 2,V x t x= 。由 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2, , , , , , 2 , , , , , ,t x x xxLV x y t V x t V x t f x y t G g x y t V x t V x t h x y t= + + + , 

可得 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

0 2 2
1

0 22
1

, , 2 3 d 4 2sin

2 d

tLV x t x t x t x t x t G x t x t

x t x t

θ θ

θ θ

−

−

= − + + + +

≤ − + +

∫

∫
. 

由此可知 0C = ， 1 2α = ， 2 1α = 。从而由第 3 节中的定理可知，当给定初始条件后方程(8)存在唯一的全

局解 ( )( )1x t t ≥ − 。 
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