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摘  要 

本文主要讨论求解复对称线性系统的EPGS迭代法。基于矩阵块三角分裂思想，我们对该方法引入一个加

速参数后，得到了改进EPGS迭代法(IEPGS)。我们对IEPGS迭代法进行收敛性分析，给出了收敛性条件，

并得到了最优迭代参数及相应的最优收敛因子。数值实验的结果进一步表明了该方法的有效性。 
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Abstract 
In this paper, we mainly discuss the EPGS iterative method for solving complex symmetric linear 
systems. Based on the idea of triangular splitting of matrix blocks, we introduce an acceleration 
parameter to this method and obtain the improved EPGS iterative method (IEPGS). We analyze the 
convergence of IEPGS iteration method, give the condition of convergence, and obtain the optimal 
iteration parameters and the corresponding optimal convergence factors. Numerical experiments 
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show that the method is effective. 
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1. 引言 

本文考虑求解如下复对称线性系统： 

( )iAu W T u b= + = , n nA C ×∈ , , n nW T R ×∈ , , nu b C∈                     (1) 

其中 , n nW T R ×∈ 分别为对称正定矩阵与对称半正定矩阵， i 1= − 为虚数单位。众所周知复对称线性系统

(1)可以等价地表示为以下 2 × 2 块实值线性系统： 

W T x f
Bz p

T W y g
−     

≡ = ≡     
     

, 2 2n nB R ×∈ , 2, nz p R∈ , , , , nx y f g R∈               (2) 

上述复对称线性系统广泛应用于科学计算与工程应用中的许多实际问题，例如漫散光学层析成像[1]、
结构动力学[2]、电力建模[3]、分子散射[4]等问题。复对称系统的求解近年来也得到了很大的发展。为了

有效求解复对称线性系统(1)和(2)，最近，Li 和 Lu [5]提出等距参数化的 Guass-Seidel (EPGS)迭代法。本

文继续讨论 EPGS 迭代法，我们通过一个矩阵块三角分裂，并添加一个加速参数后，得到改进的 EPGS 
(IEPGS)迭代法，以期提高该方法的收敛速度。本文使用的一些基本符号如下： ( )T⋅ 表示矩阵或向量的转

置， ( )σ ⋅ 和 ( )ρ ⋅ 分别表示矩阵的谱集和谱半径。 

2. IEPGS 迭代法 

在本节中，我们将给出 IEPGS 迭代法的迭代格式。 
基于预处理思想，首先引入一个 Givens 正交矩阵Gθ ： 

( ) ( )
( ) ( )

cos sin
sin cos

I I
G

I Iθ

θ θ
θ θ

 − 
=  
 

, 

其中，I 表示 n 维单位矩阵， 0,
2

θ  π ∈ 
 

且 1 TG Gθ θ
− = 。对(2)式两边同时左乘矩阵 TGθ 得到 

T Tx fW T fBz G Bz G p
y gT W g

θ θ
θ θ

θ θ

   −    
= = = = =      

      

� � �
� �� � �

                       (3) 

其中， ( ) ( )cos sinW W Tθ θ θ= +� ， ( ) ( )cos sinT T Wθ θ θ= −� ， ( ) ( )cos sinf f gθ θ= +� ， 

( ) ( )cos sing g fθ θ= −� 。 

显然地，Wθ
� ，Tθ� 分别为对称正定矩阵和对称矩阵。 

算法 1 (EPGS 迭代法)：给定初始向量 ( )0 nx R∈ ， ( )0 ny R∈ ，按如下迭代过程计算直至迭代序列
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( ) ( )( ){ }T T

0
,k k

k
x y

∞

=
收敛到(1)的精确解： 

1

1 1

,k k

k k

W x T y f

W y T x g
θ θ

θ θ

+

+ +

 = +


= − +

�� �

� � �
                                  (4) 

受到文章[6] [7]的启发，为了提高 EPGS 迭代方法的收敛速度，基于矩阵块三角分裂思想，我们引入

一个参数来获得其改进版本。对(3)式中的系数矩阵 B� 做如下分裂： 

( ) ( ) ( )0 1
, ,

0 0
W W T

B M N
T W

θ θ θ

θ θ

α α
θ α θ α

   −
= − = −   

  

� � �
�

� �  

其中，α 是一个正实常数。由该分裂我们可得如下迭代格式，也即 IEPGS 迭代： 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
1

1
, ,

k k

k k

x x f
gy y

θ α φ θ α
+

+

     
= Γ +     

        

�

�
,                           (5) 

其中， ( ) ( ) 1, ,Mφ θ α θ α −= 且迭代矩阵 ( ) ( ) ( )1, , ,M Nθ α θ α θ α−Γ = 为 

( ) ( )
11

1 1 1 1 1 1

1 11 10 1
,

1 0 0 1 11

I W TW W T

W T W W W T W T W T

θ θθ
θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

α αααθ α

α α α

−−

− − − − − −

    −     −   Γ = =         − − − −       

� ��
� �

� � � � � � � � � �
       (6) 

上述迭代格式(5)也可以表示为如下算法 2： 

算法 2 (IEPGS 迭代法)：给定任意初始向量 ( )0 nx R∈ ， ( )0 ny R∈ ，按如下迭代过程计算直至迭代序列

( ) ( )( ){ }T T

0
,k k

k
x y

∞

=
收敛到(1)的精确解： 

( )1

1 1

1 ,

.

k k k

k k

W x W x T y f

W y T x g
θ θ θ

θ θ

α α+

+ +

 = − + +


= − +

�� � �

� � �
                            (7) 

注意到，当 1α = 时，上述 IEPGS 迭代方法就退化为 EPGS 迭代方法，从而 IEPGS 是 EPGS 的一种

推广。 

3. IEPGS 迭代法的收敛性分析 

定理 1. , n nW T R ×∈ 分别是对称正定阵与对称半正定阵，α 是一个正常数且 0,
2

θ  π ∈ 
 

，则 

1) 迭代矩阵 ( ),θ αΓ 的特征值λ 取值如下： 

0λ = , 11λ
α

= − , 
21

1 iηλ
α
+

= −                              (8) 

其中 ( )1i i rη ≤ ≤ 是矩阵 S~ 1W Tθ θ
−= � � 的特征值， ( )1r rank W T nθ θ

−= ≤� � 。 

2) 谱半径 ( )( ), 1ρ θ αΓ < 当且仅当
2
max1

2
η

α
+

> 。 

3) ( )( ),ρ θ αΓ 可表示为： 
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( )( )
2 2
max min1 1 1, max 1 , 1 , 1

η η
ρ θ α

α α α
 + + Γ = − − − 
  

                      (9) 

此处以及后文中，
( )
{ }min min

i
i

Sη σ
η η

∈
=

�
，

( )
{ }max max

i
i

Sη σ
η η

∈
=

�
。 

证明：因为Wθ
� 是对称正定矩阵，我们可以定义 

1
2

1 1
2

0

0

W
P

W

θ

θ

−

−

 
 =  
  

�

�
                                  (10) 

那么(6)式中的 EPGS 迭代矩阵 ( ),θ αΓ 相似于矩阵 ( ) ( )1
1 1

ˆ , ,P Pθ α θ α−Γ = Γ ，即 

( )
11 1

2 2

1 1
1 1 1 22 2

1 1 1 11 1
0 0ˆ ,

1 1 1 11 10 0

I W T I Q
W W

W T W T W T Q QW W

θ θ
θ θ

θ θ θ θ θ θθ θ

α α α α
θ α

α α α α

−
−

−− − −

         − −               Γ = =            − − − − − −               

� �
� �

� � � � � �� �
 

其中，矩阵
1 1
2 2Q W T Wθ θ θ

− −
= � � � 。设实对称矩阵 Q 的特征值分解为 

T 0
0 0

rQ U U
Σ 

=  
 

,                                  (11) 

其中， n nU R ×∈ 是一个正交矩阵且 ( )1 2, , ,r rdiag η η ηΣ = � 是一个以矩阵Q的非零特征值 1 2 rη η η≥ ≥ ≥� 为

对角元的对角矩阵。此处， ( )r rank Q n= ≤ 。令 

T

2 T

0
0

UP
U

 
=  
 

                                   (12) 

那么，容易得到 ( )ˆ ,θ αΓ 相似于矩阵 ( ) ( )1
2 2

ˆ, ,P Pθ α θ α−Γ = Γ� ，即 

( )
T

T

T
2 T T T

1 1 1 11 1
0 0

,
0 01 1 1 11 1

I Q I UQU
U U

U UQ Q UQU UQU UQU

α α α α
θ α

α α α α

      − −               Γ = =            − − − − − −      
      

�  

再利用(11)式可得 

( )
2

1 11 0 0

10 1 0 0
,

1 11 0 0

0 0 0 0

r r

n r

r r

I

I

α α

θ α α

α α

−

  − Σ    
  −  Γ =   
  − − Σ − Σ  
  

  

�  

注意到，矩阵 ( ),θ αΓ� 中的非零块矩阵都为对角矩阵。下求矩阵 ( ),θ αΓ� 的特征值： 
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( )

( ) ( )

2

1
1

1

1
1

1 11 0 0

10 1 0 0
,

1 11 0 0

0 0 0

1 1 11 1 1 1 1

11

r r

n r

r r r

n r

n r
r rr n rr

r
r

n

I

I
I

I

I

λ
α α

λ
λ θ α α

λ
α α

λ

η ηα αλ λ η λ η λ λ
α η α η α α α

αλ λ η
α η

−

−

−
−

 − + − Σ 
 

 − + −Γ =  
 − Σ − Σ 
 

        = − ⋅ ⋅ − + + ⋅ ⋅ − + + ⋅ − + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅        
        

  = ⋅ − + + 
 

�

� �

11 11 1
n r

r
r

r

η ηαλ η λ
α η α α α

−    ⋅ ⋅ − + + ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅     
     

� �

 

容易得到矩阵 ( ),θ αΓ� 的特征值为如下三种形式： 

1
0iλ = , 

2

21
1 i

i
η

λ
α
+

= − , 
3

11iλ α
= − ,                           (13) 

其中 1 1, 2, ,i n= � ， 2 1, 2, ,i r= � ， 3 1, 2, ,i n r= −� 。故结论(1)得证。 

下证结论(2)，由(13)式知： 

( )( ) 2

3

2 2 2

2
max

1 1 11 1 1 1 11 12, 1
21 11 1 1 1 11 1 2

i i i
i

i

η η η
αλ α ηαρ θ α α

λ α
αα

 +  + +− < − < − < > <   +   Γ < ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ >   
<   − < − < > − <  

 

故结论(2)得证。下证结论(3)。 

由 0x ≥ 时， ( ) 11 xS x
α
+

= − 关于 x 单调递减知 

2 2 2
max min1 1 1

max 1 max 1 , 1
i

i

η

η η η
α α α

 + + + − = − − 
  

, 

故迭代矩阵 ( ),θ αΓ 的谱半径为： 

( )( )
2 2
max min1 1 1, max 1 , 1 , 1

η η
ρ θ α

α α α
 + + Γ = − − − 
  

 

定理 1 得证。 
上述定理给出了 IEPGS 迭代法的收敛条件。下面我们讨论使 ( )( ),ρ θ αΓ 极小化的拟最优参数 *α 、 *θ ，

以及相应的最优收敛因子。在此之前，我们先给出以下引理。 

引理 2 [5]. , n nW T R ×∈ 分别是对称正定阵与对称半正定阵， 0,
2

θ  π ∈ 
 

，则 EPGS 迭代法的迭代矩阵

( )
1

1 1

0
0

W T
W T W T

θ θ

θ θ θ θ

θ
−

− −

 
Η =  

− 

� �
� � � � 有 n 重 0 特征值，且 ( )θΗ 的其余 n 个特征值 λ 满足以下方程： 

( )
( )

2

2

cos sin
0

cos sin
i

i

µ θ θ
λ

θ µ θ

−
+ =

+
, ( )1 i n≤ ≤ ,  
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其中， ( )1i i nµ ≤ ≤ 是矩阵 1S W T−= 的特征值。 

记 max min,µ µ 分别为矩阵 1S W T−= 的最大和最小特征值，则有如下定理成立。 

定理 3. , n nW T R ×∈ 分别是对称正定阵与对称半正定阵，则对给定的 0,
2

θ  π ∈ 
 

，极小化 ( )( ),ρ θ αΓ 的

最优参数 *α 取值为
2
max

*
2

2
η

α
+

= ；进一步极小化 ( )( )*,ρ θ αΓ 的最优参数 *θ 取值为 

( )( )2 2
min max min max

min max

1 1 1
arctan

µ µ µ µ
θ

µ µ∗

− + + +
=

+
, 

且相应的最优收敛因子为： 

( )( )
2
max

* * 2
max

,
2
η

ρ θ α
η

Γ =
+

                                (14) 

证明：对给定的θ ，首先考虑最优参数 *α 的选取，即 

( )( )
2 2
max min

*
1 1 1arg min , arg min max 1 , 1 , 1

α α

η η
α ρ θ α

α α α
 + + = Γ = − − − 
  

 

令 

( )
211fη

ηα
α
+

= − ，其中η分别取 min max0, ,η η ， 

则有 

( ){ }* arg min max fηα η
α α= . 

由于 ( )
2

2

d 1 0
d

fη
ηα

α α
+

= > ，所以 ( )fη α 关于α 单调递增， ( )fη α− 关于α 单调递减。从而函数 ( )fη α

( min max0, ,η η η= )关于α 先递减后递增，它们各自的图像如图 1 所示。 
 

 

Figure 1. The graph of ( )fη α , where min max0, ,η η η=  

图 1. ( )fη α 的图像，其中 min max0, ,η η η=  

 
易知图 1 交点纵坐标取得最大值时相应的横坐标即为最优参数 *α ，经过简单计算得到 *α 满足

2
max

* *

111 1
η

α α
+

− = − 即
2
max

*
2

2
η

α
+

= ，此时， ( )( ) ( )( )
2
max

* 2
max

min , ,
2α

η
ρ θ α ρ θ α

η
Γ = Γ =

+
。 
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下面我们考虑最优参数 *θ 极小化 ( )( )*,ρ θ αΓ 。 

令 ( )
2

2 max
max 2

max2
g

η
η

η
=

+
，则 ( )2

maxg η 关于 2
maxη 单调递增，故要极小化 ( )( )*,ρ θ αΓ ，我们选取最优参数 *θ

极小化 2
maxη 即可。由

cos sin
cos sin

i
i

i

µ θ θ
η

θ µ θ
−

=
+

知 

( )
( )

( )
( )1

2
2

* max 2

cos cos
arg min arg min max

sin sini

i

W T
i

θ θ µ σ

θµ θ
θ η θ

θ µ θ−∈

−
= =

+
. 

由文[5]中定理 3.3 得 

( )( )2 2
min max min max

*
min max

1 1 1
arctan

µ µ µ µ
θ

µ µ

− + + +
=

+
, 

且取此最优参数 *θ 后，依然有 ( )( )
2
max

* * 2
max

,
2
η

ρ θ α
η

Γ =
+

。定理 3 得证。 

注：由引理 2 知 EPGS 迭代法的迭代矩阵为 ( )θΗ ，由文[5]中定理 3.3 知其最优收敛因子为

( )( ) ( )
( )

2
max * * 2

* max2
* max *

cos sin

cos sin

µ θ θ
ρ θ η

θ µ θ

−
Η = =

+
，由于不等式

2
2max
max2

max2
η

η
η

<
+

显然成立。故有 

( )( ) ( )( )* * *, Hρ θ α ρ θΓ < 成立，这表明 IEPGS 迭代法的收敛速度要快于 EPGS 迭代法。 

4. 数值实验 

这一节，我们通过数值试验来说明 IEPGS 迭代法求解复对称线性系统的有效性。本文所有实验都在

内存为 4G，操作系统为 Windows10 的电脑上完成，计算软件为 MATLAB (R2018b)。在下面的实验中， 

取零向量 ( ) ( )( )TT T
0 0,x y 为初始迭代向量，记 ( )( ) ( )( )

TT T
,k kx y 

 
 

为当前的迭代向量，IT 表示当前迭代步数，

RES 表示残差比，其停机准则为： 

( )
92

2

10
kb Au

RES
b

−
−

= ≤  

算例 1 [6] 复对称线性系统(1)的形式如下： 

( ) ( )2
V HM K i C C u bω ω − + + + =                             (15) 

其中 M 和 K 分别是惯性矩阵和刚度矩阵； VC 和 HC 分别是粘滞阻尼矩阵和迟滞阻尼矩阵；ω 是一个驱动

圆频率常数。在本例子中，我们采用 M I= ， 10VC I= 和 HC Kµ= ， 0.02µ = 为阻尼系数。 

m mK I V V I= ⊗ + ⊗ ，其中 ( )2 1, 2, 1 m m
mV h tridiag R− ×= − − ∈ 且 2n m= 。此外，设置ω = π并选择右侧向

量 ( )1 1b i A= + ，1 表示分量全为 1 的 n 维列向量，并通过两边同时乘以 2h 来正规化(15)式。 

通过对 m 的不同取值，能得到不同大小的系数矩阵。表 1 是关于 MHSS [8]、E-HS [9]、EPGS 和 IEPGS
迭代法的实验参数选取。图 2、图 3 对应表 1 中的实验参数，给出了各迭代法的相对残差曲线。 

通过比较图 2、图 3 中各迭代方法的递减速度，我们可以看出 IEPGS 的迭代收敛速度更快，对求解

复对称线性系统更有效。 
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Table 1. Selection of experimental parameters for MHSS, E-HS, EPGS and IEPGS iterative methods 
表 1. MHSS、E-HS、EPGS 和 IEPGS 迭代法的实验参数选取 

迭代法 参数 
m × m 

16 × 16 32 × 32 64 × 64 96 × 96 

MHSS *α  149.662 292.511 577.209 861.674 

E-HS *θ  0.653 0.647 0.646 0.645 

EPGS *θ  0.653 0.647 0.646 0.645 

IEPGS ( *α , *θ ) (1.254, 0.653) (1.259, 0.647) (1.260, 0.646) (1.260, 0.645) 

 

 
Figure 2. Relative residual curves with m = 16 (left) and m = 32 (right) 
图2. m = 16 (左)和m = 32 (右)时，MHSS、E-HS、EPGS和IEPGS迭代法的相对残差曲线 

 

 
Figure 3. Relative residual curves with m = 64 (left) and m = 96 (right) 
图3. m = 64 (左)和m = 96 (右)时，MHSS、E-HS、EPGS和IEPGS迭代法的相对残差曲线 
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