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摘  要 

英国本土红松鼠因外来灰松鼠的入侵而面临灭绝危机，为了保护红松鼠的生存量，英国政府提出既保护

了英国本土红松鼠达到人们所希望的数量而灰松鼠也能保留人们所希望的种群规模，针对目前的情况，

文章根据疱疹病毒对两种松鼠影响程度的差异，建立非Lota-Volterra竞争模型，详细分析了无脉冲时的

正平衡点的情况，建立带有状态反馈的脉冲模型。利用后继函数法和微分方程的有关理论，研究了系统

阶一周期解的存在性和稳定性。所得结论为红松鼠的保护工作提供了一定的理论依据。 
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Abstract 
Native red squirrels in the UK are facing the danger of extinction due to the invasion of alien grey 
squirrels. In order to protect the stock of red squirrels, the British government proposed that the 
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number of native red squirrels in the UK could be protected to the desired number while the pop-
ulation size of grey squirrels could be retained. In view of the present situation, according to the 
difference of herpes virus influence degree on two squirrels, the non-Lota-Volterra competition 
model is established, and the positive equilibrium point is analyzed in detail under the condition 
of no pulse, and the pulse model with state feedback is established. The existence and stability of 
first-order periodic solutions of the system are studied by using the method of successive func-
tions and the theory of differential equations. The conclusions provided a theoretical basis for the 
conservation of red squirrels. 
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1. 背景 

对红松鼠的保护刻不容缓[1]，利用数学模型研究红松鼠保护引起了学者的兴趣。近年来，灰松鼠种

群增长比较快，而红松鼠受灰松鼠身上的疱疹病毒传染，红松鼠死亡率增高，而病毒对灰松鼠伤害较小

[2]，因此灰松鼠种群增长比较快。英国本土红松鼠因外来灰松鼠的入侵而面临灭绝危机[3]，为了保护红

松鼠的生存量，英国政府提出捕杀灰松鼠的方法限制灰松鼠的增长，这样就产生了一个问题：我们每年

要捕杀多少灰松鼠，才能既保护了英国本土红松鼠达到人们所希望的数量而灰松鼠也能保留人们所希望

的种群规模[4]。 
本文考虑疱疹病毒建立状态脉冲模型[5]。 

2. 模型建立 

由于疱疹病毒对红松鼠影响较大，对灰松鼠影响较小，我们首先建立非 Lota-Volterra 竞争模型[6]： 

1

2

d 1
d

,
d 1
d

x xx ry
t K y
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y yy
t K x

α
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∗

  
= − −  −   ≠

  = −  − 
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其中，x 和 y 分别表示红松鼠和灰松鼠在 t 时刻的密度，系统(2)中微分方程组即为系统(1)两种群相互作

用模型， 1k 和 2k 分别表示红松鼠和灰松鼠的环境容纳量，α 表示每个灰松鼠占用红松鼠环境容纳量的数

量，β 表示每个红松鼠占用灰松鼠环境容纳量的数量，r 表示每个灰松鼠身上的病毒使红松鼠种群产生的

死亡率。 y∗ 表示允许灰松鼠保存的密度，也就是说在这个密度以内不会危及红松鼠的生存，δ 表示灰松

鼠生存的密度达到 y∗ 时，人们开始捕杀灰松鼠时的捕杀率，系统(1)中的： ( ) ( )x x t x t+∆ = − ， 

( ) ( )y y t y t+∆ = − ， 0x∆ = 表示在捕杀灰松鼠时不要伤害红松鼠[7]。 
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3. 无脉冲模型分析 

模型(1)对应的无脉冲模型为： 

1
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d 1
d

d 1
d

x xx ry
t K y

y yy
t K x

α

β

  
= − −  −  


  = −  − 

                                (2) 

其中，x 和 y 分别表示红松鼠和灰松鼠在 t 时刻的密度， 1k 和 2k 分别表示红松鼠和灰松鼠的环境容纳量，α
表示每个灰松鼠占用红松鼠环境容纳量的数量， β 表示每个红松鼠占用灰松鼠环境容纳量的数量，r 表示

每个灰松鼠身上的病毒使红松鼠种群产生的死亡率。 yα 表示灰松鼠 t 时刻占用红松鼠环境容纳量的数量。 

3.1. 模型的向量场与一致有界性 

定理 1：系统(2)所有界最终一致有界。 

证明：根据
d 0
d
x
t
= ，

d 0
d
y
t
= 得到水平等倾线为： 2y K xβ= − ，为直线。 

得到垂直等倾线为： ( )2
1 1 1x K y rK y Kα α= + − + ，为抛物线。 

设直线 2kx
β

= 与等倾线交于一点 A，G 与 x 轴交于 1A ，过 A 作直线 L，设 L 与 y 轴交于点 B，直线 L 

记为[8]：见图 1。 
0, 0, 0L ax y c a c= + − = > >  

直线段 1AA ， AB ， BO 和 1OA ，围成一个闭区域 G，见图 2。 
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这说明轨线与线段 L 相交[9]，必进入区域 G。 
因此，我们有：系统(2)所有界最终一致有界。 

3.2. 系统的平衡点分析 

系统(2)存在四个平衡点： ( )0 0,0E ， ( )1 20,E K ， ( )2 1,0E K ， ( ),E x y∗ ∗ ∗  

系统(2)对应的雅各比矩阵： 

( )

( )

2

2
1 1

2

2
22

21

21

x xry rx
K y K y

J
y x

K xK x

α
α α

β
ββ

 −
− − − − − 

=  − −
 −− 

 

https://doi.org/10.12677/aam.2021.1011385


王烁烁 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.1011385 3643 应用数学进展 
 

 
Figure 1. Vector filed 
图 1. 向量场 

 

 
Figure 2. Vector filed 
图 2. 向量场 

 

由于
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 −

 

得到方程： 

( )2 2 2
1 1 2 2 1 2 12 1 0x r K K r rK K rK K Kαβ αβ β βα α α+ + − − + − − + =  

其中： 
2a rα β=  

1 12 1b r K K rαβ β βα= + − −  

( )( )2
2 2 1 2 1 2 1 2 1c rK K rK K K K K rKα α α= − − + = − −  

( ) ( )( )2 2
1 1 2 1 22 1 4 1r K K r r K K rKαβ β βα α β α∆ = + − − − − −  

1) 当 1 2 0bx x
a

+ = − > ， 1 2 0cx x
a

= > ， 0∆ = ， 

M1： 1 12 1 0r K K rαβ β βα+ − − < ， 1 12 1r K K rαβ β βα+ < +  

M2： ( )( )2 1 2 1 0K K rKα − − > ， 2 1 0K Kα − > ， 2 1 0rK − >  
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M3： ( )( )2 1 2 1 0K K rKα − − > ， 2 1 0K Kα − < ， 2 1 0rK − <  

M4： ( ) ( )( )2 2
1 1 2 1 22 1 4 1r K K r r K K rKαβ β βα α β α+ − − = − −  

系统(2)有一个正平衡点 ( ),E x y∗ ∗ ∗ 。 *
2y K xβ∗ = − ， * 1 1

2

2 1
2

K r r Kx
r

βα β αβ
α β
− − +

=  

此时系统的稳定性： 
结论一： ( )0 0,0E 为不稳定的结点。 

证明： ( )0 0,0E ， ( )0,0

1 0
0 1

J  
=  
 

 

1D = , 2T = , 2 4 0T D∆ = − =  

由 2 4 0T D∆ = − = 可知说明平衡点是结点。 
所以 0E 是不稳定的结点。 
结论二： ( )1 20,E K 为鞍点。 

证明：平衡点， ( )2

2
0,

1 0
1K

rK
J

β
− 

=  − 
 

考虑 M3成立 

2 1 0D rK= − < , 2T rK= − , ( )22
24 2T D rK∆ = − = −  

所以 2E 是鞍点。 
结论三： ( )2 1,0E K 为鞍点。 

证明：平衡点 ( )2 1,0E K ， ( )1
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1 0D = − < , 0T = , 2 4 4T D∆ = − =  

所以 2E 是鞍点。 
结论四： ( ),E x y∗ ∗ ∗ 为稳定的结点。 

证明：平衡点 ( ),E x y∗ ∗ ∗ ， ( )
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考虑 1 2 3 4, , ,M M M M 成立 
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所以 ( ),E x y∗ ∗ ∗ 是稳定的结点。 

3.3. 系统极限环不存在性 

定理 2：系统(1)在第一象限不存在极限环。 

证明：我们用 DuLac 极限环的存在性定理，记 ( ) 1,B x y
xy

=  
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因此，由 DuLac 定理得到结论，系统(1)在第一象限不存在极限环[10]。 
定理 3：平衡点 ( ),E x y∗ ∗ ∗ 为全局渐近稳定。 

证明：由结论 4 可知 ( ),E x y∗ ∗ ∗ 为稳定的焦点，而且 ( ),E x y∗ ∗ ∗ 是区域 G 中唯一的平衡点。又由定理 

2：系统(2)在第一象限不存在极限环。再由定理 1：系统(1)所有界最终一致有界[11]。 
由此，我们就可以得出结论：平衡点 ( ),E x y∗ ∗ ∗ 为全局渐进稳定[12]。 

3.4. 全局稳定性 

通过构造 V 函数证明无控制系统的全局稳定性[13]。我们构造 V 函数： 
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考虑到平衡点方程： 
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当
( )( )( )
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2 2r x x K x K x

c
xy x y
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β
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− − −
=

−
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( )( )
( )( )

( )
( )( )

2 2
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d 0
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K x x x x x y y cK y yV
t K y K y K y K y K x K x
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因为
d
d
V
t
在第一象限内是定负的，所以在 ( ),E x y∗ ∗ ∗ 平衡点处是全局渐近稳定的[14]。 

4. 脉冲模型分析 

4.1. 阶一周期解的存在性 

定理 4：系统(1)存在阶一周期解。 
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Figure 3. Successor function 
图 3. 后继函数 

 
证明：脉冲集 M： y y∗= ，相集 N： ( )1y yδ ∗= − ，直线 x x∗= 与相集交于一点 A，过 A 点的轨线与

脉冲集 M 交于一点 1A ，由向量场可以看出轨线 1AA 的形状如图 3 所示，脉冲到相集上一点 0A ，这说明 0A
为 A 的后继点[15]，同样可知从原点出来的一条轨线 1BB ，有 0B 为 B 的后继点，在相集上建立坐标系，

以 N 与 Y 轴的交点为坐标原点，分别设点 A 的坐标为 a，点 B 的坐标为 b，分别设点 0A 的坐标为 0a ， 0B
点的坐标为 0b ，后继函数[16]： 

( ) 0 0f A a a= − < , ( ) 0 0f B b b= − >  

这样，由文[17]的后继函数判别法证明了定理 4，即脉冲状态反馈控制系统(1)存在阶一周期解 1CC 。

如图 4。 
 

 
Figure 4. First order periodic solution 
图 4. 阶一周期解 
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4.2. 阶一周期解的稳定性 

定理 5：系统(1)的阶一周期解是稳定的。 
证明：由定理 2 的证明知系统(2)中 DuLac 函数 ( ),B x y 变换后得系统(3)。 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
1

1
2

d 1 , , ,
d

d 1 , , ,
d

x xx ry B x y f x y f x y
t K y

y yy B x y g x y g x y
t K x

α

β

  
= − − = =  −  


  = − = =  − 

                     (3) 

由定理 2 的证明中的计算有： 

( ) ( )
( ) ( )1 2

1 1 0
Bf Bg
x y y K y x K xα β

∂ ∂
+ = − − <

∂ − −
 

又系统(1)的轨线与系统(3)的轨线是完全相同的，由文献[17]即证明了阶一周期解 1CC 是稳定的。 
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