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摘  要 

本文研究流固振动Laplace模型的局部和并行有限元算法，首先给出流固振动Laplace模型的局部先验误

差估计，然后建立局部和并行有限元方案，并给出局部方案的误差分析，最后给出数值算例验证方案的

有效性。 
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Abstract 
In this paper, for the Laplace model for fluid-solid vibrations we establish the local finite element 
discretization scheme. We give the local a priori error estimate and the error analysis of the pro-
posed scheme. We also provide the numerical experiment to show the efficiency of our scheme. 
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1. 引言 

局部先验估计是有限元方法的基本研究内容，基于局部先验估计的局部并行算法是求解偏微分方程

的高效数值方法之一。2000 年许进超和周爱辉结合局部亏量校正技巧的二网格离散方法，提出了有限元

局部和并行算法，并用于求解二阶非对称边值问题(参见文献[1])。之后，许多学者发展该方法，将之成

功用于 Stokes 方程(参见[2] [3])，量子特征值问题(参见[4])，对流扩散方程(参见[5])，定常不可压缩流问

题(参见[6])，二阶椭圆特征值问题(参见[7] [8])，Steklov 特征值问题(参见[9] [10])和传输特征值问题(参见

[11])等。 
流固振动 Laplace 模型问题来源于浸没在不可压缩流体中的一束平行管的振动，在核工程中具有相当

重要的意义(参见文献[12] [13] [14])，其数值方法近年受到诸多学者的关注，例如 Armentano 等研究了该

问题的 hp 协调有限元法及自适应算法，并给出了先验误差估计和后验误差估计(参见[15])，张宇等用非

协调有限元方法研究了流固振动特征值的可保证下界(参见[16])。本文研究流固振动 Laplace 模型的局部

先验误差估计和有限元局部计算方法，首先给出该问题的局部先验估计，基于局部先验估计建立协调有

限元局部计算方案，接着对方案进行误差分析，最后给出数值实验展示局部和并行方案的效率。 
关于有限元法和谱逼近的基本理论参见文献[17] [18]。本文中字母 C 表示与网格尺寸无关的常数，

它在不同的地方所表示的值可能不同。为方便起见用符号 a b 表示 a Cb≤ 。 

2. 预备知识 

考虑下述流固振动 Laplace 模型(详见[12] [14] [19])：求 0ω >  (振动频率)， 0u ≠  (流体压力)使得 

( )
0

2

2

0 ,

0 ,

d Γ , 1, 2, , ,
i

i

u
u

u u s i K
m

ρω
µ ω Γ

∆ = Ω
∂ = Γ
∂

∂ = ⋅ =
∂ −

∫

n

n n
n

�

在 中

在 上

在 上

                    (2.1) 

这里 2Ω ⊂ � 是由流体占据的有界多边形区域， 0Γ 表示Ω 的外边界， ( )1, ,i i KΓ = � 表示每个管与流体间

的交界面，管的硬度为 µ ，质量为 m，流体视为完全不可压缩且密度为 ρ ， ( )T
1 2,n n=n 是Ω 边界上的单

位外法向量。记 0 1 KΓ = Γ Γ Γ∪ ∪�∪  (参见图 1)。 

令 ( )tH Ω 表示Ω 上通常 t 阶 Sobolev 空间，其上范数和半范数分别为
,t Ω⋅ 和

,t Ω⋅ ， ( ) ( )0
2H LΩ = Ω ，

( ) ( )0
2H LΓ = Γ 装备范数

0,Γ⋅ 。令 ( )1:V H= Ω �，其上范数为
1,Ω⋅ 。记 ( )2 2: mλ ρω µ ω= − 。(2.1)的弱

形式为：求 λ ∈， u V∈ 满足 
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Figure 1. Schematic diagram of 2D area model 
图 1. 二维区域模型示意图 

 
显然 ( ),a ⋅ ⋅ 是V V× 上连续、对称、椭圆的双线性形式， ( ),b ⋅ ⋅ 是V V× 上非负、连续、对称的双线性

形式。由文献[19]可知，(2.2)的解是由 2K 个特征对 ( ),j juλ 给出的序列，其中特征值 jλ 均为正，假设特征

值按递增排序： 1 20 Kλ λ< ≤ ≤� 。相应于特征值 jλ 的特征函数 ju V∈ 使得{ }1 2, , Ku u� 是一个线性无关集。 

令 ( )hπ Ω 是Ω 的一族三角形剖分， ( )h x 是点 x 所在单元 T 的直径， ( )max xh h xΩ ∈Ω= 是剖分 ( )hπ Ω

的直径。令 ( ) { }h i eε Γ = 表示 ( )hπ Ω 中位于边界 iΓ 上的边组成的集合， 

( ) ( ) ( ) ( )1 2h h h h Kε ε ε εΓ = Γ Γ Γ∪ ∪�∪ 。令 ( ) ( )hS CΩ ⊂ Ω 是定义在 ( )hπ Ω 上的分片 m 次多项式空间，

( ) ( )h hV SΩ = Ω 。 

相应于(2.2)的离散特征值问题为：求 hλ ∈和 ( )h hu V∈ Ω 满足 

( ) ( ) ( )
( )

, , ,
, 1.

h h h h h h h

h h

a u v b u v v V
b u u

λ = ∀ ∈ Ω
 =

                          (2.3) 

由文献[19]可知，离散问题(2.3)具有 2K 个正的特征值，假设特征值按递增排序： 1, 2 ,0 h K hλ λ< ≤ ≤� ，

相应于特征值 ,j hλ 的特征函数 ( ),j h hu V∈ Ω 使得{ }1, 2 ,, ,h K hu u� 是一个线性无关集。 

相应于(2.2)的源问题与相应于(2.3)的近似源问题分别如下： 
求 w V∈ ，使得 

( ) ( ), , , ;a w v b f v v V= ∀ ∈                                (2.4) 

求 ( )h hw V∈ Ω ，使得 

( ) ( ) ( ), , , .h ha w v b f v v V= ∀ ∈ Ω                             (2.5) 

记 

( ) 0on , 1, , ; 0 on ,
i

if f i K f
Γ

= ⋅ Γ = = Γ∫ n n� ��  

经简单计算有 

0, ,bf C f
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≤                                     (2.6) 

于是，对 ( )2f L∈ Γ 有 
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这表明 ( )2f L∈ Γ� 。因此，由 Neumann 问题先验估计(参见文献[20]，或文献[21]命题 4.4)可知，(2.4)的解 

( )
1

2
r

w H
+

∈ Ω 且满足 

( )
1

2 / 0, 1,0,
,r

H bw f f f f+
Ω Γ ΩΓ

�
                             (2.7) 

其中 r
θ
π

< ，θ 为区域Ω 的最大凹角。于是，对所有 r
θ
π

< ，(2.2)的特征函数 ( )
1

2
r

u H
+

∈ Ω 。注意，对于具

有至少一个交界面 iΓ 的多角形区域Ω ，必有θ > π，因此
1 1
2 θ

π
< < 。 

根据 Lax-Milgram 定理可知，(2.4)和(2.5)分别存在唯一解，于是可定义解算子 , :hT T V V→ ： 

( ) ( )
,

, , ;
f V Tf V
a Tf v b f v v V
∈ ∈

 = ∀ ∈

�
 

( )
( ) ( ) ( )

,
, , .

h h

h h h h h

f V T f V V
a T f v b f v v V
 ∈ ∈ Ω ⊂
 = ∀ ∈ Ω

�
 

于是，(2.2)和(2.3)分别具有下述等价算子形式： 
,Tu uµ=                                       (2.8) 

,h h h hT u uµ=                                      (2.9) 

其中
1 1, h

h

µ µ
λ λ

= = 。 

由(2.7)可知 ( )
1

2 / 0, 1,
r

HTf f f+
Ω Γ Ω   ，即算子 T 有界。 

由(2.6)有 

( ) ( )2

0,1, 1,
, , ,h h h h h hb bT f a T f T f b f T f f T f f T f

ΓΩ Ω
= =    

从而
0, 1,1,hT f f f
Γ ΩΩ

  ，即 hT 也是有界算子。 

令 ( )M λ 表示所有相应于特征值λ 的特征函数张成的空间。 

定义 Ritz 投影 ( ):h hP V V Ω� 满足 

( ) ( ), 0 .h ha w P w v v V− = ∀ ∈ Ω  

显然有 

1,1,
.hP w w w V

ΩΩ
≤ ∀ ∈  

容易证明 h hT P T= 。 

利用 Cea 引理和 Aubin-Nische 技巧可得以下结论。 
引理 2.1 令 w 和 hw 分别是(2.4)和(2.5)的解，如果 ( ) ( )0 1mw H σ σ+∈ Ω < ≤ ，则 

1
,1,

,m
h mw P w Ch wσ

σ
+ −

+ ΩΩ
− ≤                             (2.10) 

2
0, 1,

,
r

h hw P w Ch w P w
Ω Ω

− ≤ −                             (2.11) 

2
0, 1,

.
r

h hw P w Ch w P w
Γ Ω

− ≤ −                             (2.12) 

引理 2.2 算子 T 是紧的，且当 0h → 时 
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0,
0.hT T

Γ
− →  

证明：可记 w Tf= ， h hw T f= ，注意到 h hT P T= ，由(2.10)，(2.11)及(2.7)有 
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证毕。 
由谱逼近理论(参见文献[17]和文献[15]中命题 3.1)，有以下引理。 

引理 2.3 设 ( ) ( ) ( )0 1mM H σλ σ+⊂ Ω < ≤ ，对所有的 r
θ
π

< ，存在正常数 C 和κ 使得当 h κ< 时有 

1
, 1,

,m
j j hu u h σ+ −

Ω
−                                  (2.13) 

2
, , 1,

,
r

j j h j j hb
u u h u u

Ω
− −                              (2.14) 

2
, ,0, 1,

,
r

j j h j j hu u h u u
Γ Ω

− −                             (2.15) 

2
, , 1,

.j j h j j hu uλ λ
Ω

− −                               (2.16) 

引理 2.4 设 ( ),uλ 是(2.2)的特征对，则对任意 v V∈ ， ( ), 0b v v ≠ ，有 

( )
( ) ( )

( )
( )

1,, ,
.

, , ,

v ua v v b v u v u
b v v b v v b v v

λ λΩ
− − −

− = −  

证明：参见文献[17]引理 9.1。 

3. 局部先验误差估计 

对于 D G⊂ ⊂ Ω，我们用符号 D G⊂⊂ 表示 ( )dist \ , \ 0D G∂ Γ ∂ Γ > 。给定G ⊂ Ω，定义 ( )h Gπ 和 ( )hV G

分别表示 ( )hπ Ω 和 ( )hV Ω 在 G 上的限制。记 ( ){ }: 0supp v x v x= ≠ ， ( ) ( ){ }0
\: 0h h GV G v V v

∂ Γ
= ∈ Ω = 和

( ) ( ) ( ){ }0 : \h
hV G v V supp v G= ∈ Ω Γ ⊂⊂ 。 

令 0Ω ⊂ Ω，假设本文的网格和有限元空间满足以下条件(参见文献[1])： 

(A0) 存在 1γ ≥ ，使得 

( ) , .h h x xγ
Ω ∀ ∈Ω  

(A1) 对 ( )1 sw H +∈ Ω ，存在 1m ≥ ，使得 

( )
( )( )1

1, 1 ,0,
inf 0 .

h

s
sv V

h w v w v h w s m−
Ω + ΩΩ∈ Ω

− + − ≤ ≤  

(A2) 对任意 ( )0hv V∈ Ω ，有 

( )
0 0

1
1, 0,

.v h x v−
Ω Ω

  

(A3) 对 0G ⊂ Ω ，令 ( )C∞ω ∈ Ω 且 ( )\supp Gω Γ ⊂⊂ 。对任意 ( )hw V G∈ ，存在 ( )0
hv V G∈ 使得 
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( )( )1
1,1,

.GG
h x w v wω− −   

对G ⊂ Ω，考虑下述混合边值问题： 

in ,
0 on \ ,

0 on .

g G
G

G

ψ
ψ
ψ

∆ =
= ∂ Γ

∂
= ∂ Γ

∂n
∩

                                  (3.1) 

(3.1)的弱形式为：求 ( ) ( ){ }1 1
\: 0g GH G v H G vψ Γ ∂ Γ

∈ = ∈ = 使得 

( ) ( ) ( )1, , , ,ga v g v v H Gψ Γ= ∀ ∈  

其中 ( ), df v fv x
Ω

= ∫ 。 

对(3.1)，我们作下述假设。 
( )R G .对任意 ( )2g L G∈ ，存在 ( )1 r

g H Gψ +
Γ∈ 满足 

( ) ( ) ( )1, , ,ga v g v v H Gψ Γ= ∀ ∈  

且 

0,1 ,g Gr G
C gψ

+
≤ . 

由文献[1] [10]，我们有下述引理。 
引理 3.1 令 0D ⊂⊂ Ω ⊂ Ω， ( )Cω ∞∈ Ω ， ( ) 0\suppω Γ ⊂⊂ Ω ，则有 

( ) ( ) ( )
0

22 1
0,, , , .a w w a w w w w Hω ω ω
Ω

+ ∀ ∈ Ω  

引理 3.2 设(A0)，(A2)及(A3)成立，且 0D ⊂⊂ Ω 。若 ( )1H −∈ Ω 和 ( )0hw V∈ Ω 满足 

( ) ( ) ( )0 0, ,ha w v v v V= ∀ ∈ Ω  

则有 

0 01, 0, 1, .Dw w
Ω − Ω
+   

定理 3.1 设 w V∈ ， 0D ⊂⊂ Ω ，(A0)，(A1)，(A2)和(A3)成立，则 

0 01,1, 0,
.h hDP w w P w

Ω Ω
+  

证明：定义 Ritz 投影 ( ) ( )0
0 0:h hP V VΩ Ω Ω� 满足 

( ) ( )0
0, 0, .h ha w P w v v VΩ− = ∀ ∈ Ω  

取 1D ⊂ Ω 满足 1 0D D⊂⊂ ⊂⊂ Ω ，并取 ( )Cω ∞∈ Ω 使得在 1D 上 1ω ≡ 且 ( ) 0\suppω Γ ⊂⊂ Ω 。令

w wω=� ，则对任意 ( )0 1
hv V D∈ 有 

( ) ( )( ) ( )0 0, , , 0.h h h ha P w P w v a P w w v a P w w vω ω ωΩ Ω− = − − − =�  

于是，由引理 3.2 有 
0 0

11, 0,
.h h h hD D

P w P w P w P wΩ Ω− −� �  

因此，利用商空间等价模定理推出 
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证毕。 
定理 3.2 设 w V∈ ， 0D ⊂⊂ Ω ，(A0)，(A1)，(A2)和(A3)成立，则 

( ) 01,1, 0,
inf .

h
h hD v V

w P w w v w P w
Ω Ω∈ Ω

− − + −  

证明：对任意 ( )hv V∈ Ω ，由定理 3.1 有 

0 01,1, 1, 0,
,h h h hD DP w v P w P v w v P w v

Ω Ω
− = − − + −  

于是 

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

1,1, 1,
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1, 0, 0,
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1, 0,
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h hDD D
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Ω Ω Ω
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因此 

( ) 01,1, 0,
inf .

h
h hD v V

w P w w v w P w
Ω Ω∈ Ω

− − + −  

证毕。 
定理 3.3 在定理 3.2 的假设下，令 ( ),h huλ 是(2.3)的第 j 个特征对，λ 是(2.2)的第 j 个特征值，则存在 

( )u M λ∈ 使得下列误差估计成立 

( ) 01,1, 0, 0,
inf .

h
h h h hD v V

u u u v u P u u uλ λ
Ω Ω Γ∈ Ω

− − + − + −  

证明：由(2.8)和(2.9)可推出 
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( ) ,

h h h h
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h h h h
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Tu T u T u T u

u P Tu T u u

u P u T u u

λ λ
λ λ λ λ

λ λ λ
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− = −
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因此 
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.

h h h h hD D D
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u u u P u T u u

u P u u u

λ λ
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利用定理 3.2 可得 
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( ) 0

1, 1, 0,

1, 0, 0,
inf .

h

h h h hD D

h h hv V

u u u P u u u

u v u P u u u

λ λ

λ λ
Γ

Ω Ω Γ∈ Ω

− − + −

− + − + −



  

证毕。 

4. 局部和并行有限元方案 

设 ( )Hπ Ω 是Ω 的一个形正规网格，网格直径 ( )0,1H ∈ ，D ⊂ Ω是包含奇点的一个子域，并设 0Ω 是

一个比 D 稍大的子域(即 0D ⊂⊂ Ω )。令 ( )kπ Ω 是在 ( )Hπ Ω 基础上加密得到的全局中网格， ( )0hπ Ω 是在

( )kπ Ω 基础上通过局部加密得到的局部细网格，网格直径满足 h k H� � 。 

方案 1 (局部计算方案)： 
步骤 1 在全局粗网格 ( )Hπ Ω 上解(2.3)：求 Hλ ∈， ( )H Hu V∈ Ω 使得

1, 1Hu
Ω
= 且 

( ) ( ) ( ), , , .H H H Ha u v b u v v Vλ= ∀ ∈ Ω  

步骤 2 在全局中网格 ( )kπ Ω 上解线性边值问题：求 ( )k
ku V∈ Ω 使得 

( ) ( ) ( ), , , .k
H H ka u v b u v v Vλ= ∀ ∈ Ω  

步骤 3 在局部加密细网格 ( )0hπ Ω 上解线性边值问题：求 ( )0
0

h
he V∈ Ω 使得 

( ) ( ) ( ) ( )0
0, , , , .h k

H H ha e v b u v a u v v Vλ= − ∀ ∈ Ω  

步骤 4 令 

0,

0

on

in \

k h
k h

k

u e
u

u

 + Ω= 
Ω Ω

 

计算 Rayleigh 商 

( )
( )

, ,
,

, ,

,
.

,

k h k h
k h

k h k h

a u u

b u u
λ =  

定理 4.1 设 ,k hu 是由方案 1 计算所得，且 ( )0R Ω 和 A(0)~A(3)成立。若 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 \m mM H H H Dσλ + +⊂ Ω Ω Ω∩ ∩  (1 m σ< + 且 0 1σ≤ < )，则 

1, 1 2
1,

,
rmk h m mu u h k H

σσ + − ++ −

Ω
− + +                           (4.1) 

, 2 2 2 2 2 2 2 .k h m m m rh k Hσ σλ λ + − + − +− + +                           (4.2) 

证明：令G ⊂ Ω满足 0D G⊂⊂ ⊂⊂ Ω 。由于 
, , , ,

1, 1, 1, \ 1, \
,k h k h k h k h

h h h hD G D G
P u u P u u P u u P u u

Ω Ω
− ≤ − + − + −  

下面逐一估计 ,

1,

k h
h D

P u u− ， ,

1, \

k h
h G D

P u u− 和 ,

1, \

k h
h G

P u u
Ω

− 。为此，取 F ⊂ Ω使得 0D F G⊂⊂ ⊂⊂ ⊂⊂ Ω 。 

首先，由于 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,k
k H H ka P u u v b u v b u v v Vλ λ− = − ∀ ∈ Ω  

及 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,H H H H Hb u v b u v b u v b u u vλ λ λ λ λ− = − + −                   (4.3) 
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取 k
kv P u u= − ，则可推出 

0,1,
.k

k H HP u u u uλ λ
ΓΩ

− − + −                            (4.4) 

根据方案 1 步骤 3，有 

( ) ( ) ( ) ( ), 0
0, , , , .k h

h H H ha u P u v b u v b u v v Vλ λ− = − ∀ ∈ Ω                    (4.5) 

令 ( ) ( ) ( ), ,H Hv b u v b u vλ λ= − ，则对任意 ( )0
0hv V∈ Ω 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
00, 1,, , ,H H H H Hv b u v b u u v u u vλ λ λ λ λ

Γ Ω
= − + − − + −   

于是 

01, 0, ,H Hu uλ λ
− Ω Γ

− + −   

从而，由(4.3)，(4.5)和引理 3.2 有 

0

, ,
0,1, 0,

.k h k h
h h H HD

P u u P u u u uλ λ
ΓΩ

− − + − + −                     (4.6) 

因为 

0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

,

0, 0, 0,

0, 0, 0,

0, 1, 0,

0, 1, 0,
,

k h k h
h h

k h
h k k

k h
h k k

k h
h k k

P u u P u u e

P u P u P u u e

P u P u P u u e

P u P u P u u e

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

− − +

− + − +

− + − +

− + − +









 

联系(4.4)和(4.6)，便得 

0

,
0, 0,1, 0,

.k h h
h H H h kD

P u u u u P u P u eλ λ
Γ Ω Ω

− − + − + − +                  (4.7) 

下面利用 Aubin-Nitsche 共轭论证估计
00,

he
Ω
。对任意 ( )2

0Lφ ∈ Ω ，存在 ( )1
0w HΓ∈ Ω 满足 

( ) ( ) ( )1
0, , .a v w v v Hφ Γ= ∀ ∈ Ω  

设 ( )0 0
0h hw V∈ Ω 和 ( )0 0

0H Hw V∈ Ω 满足方程 

( ) ( )

( ) ( )

0 0
0

0 0
0

, 0 ,

, 0 .

h h

H H

a v w w v V

a v w w v V

− = ∀ ∈ Ω

− = ∀ ∈ Ω
 

则可推出 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 , 0 , 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

, , , , ,

, , , ,

, , , , ,

, , ,

,

h h h k h k k k h
h h h h h

k k
h h h H H h h

k k k
h h h H h H H H h h

k k
h h h H H H

H H

e a e w a e w a u u w a P u u u P u w

a P u u w w a P u u w b u w b u w

a P u u w w a P u u w w a P u u w b u w b u w

a P u u w w a P u u w w b u w

b u u

φ

λ λ

λ λ

λ λ

λ

= = = − = − + −

= − − + − + −

= − − + − − + − + −

= − − + − − + −

+ −( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0 0 0 0 0

, ,

, , , , .

H h H H h

k k
h h h H H H h H H H h

w b u w b u w

a P u u w w a P u u w w b u w w b u u w w

λ λ

λ λ λ

− −

= − − + − − + − − + − −

 

由有限元误差估计和局部正则性假设 ( )0R Ω ，有 
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0 00 0

0 0
0, 0,1, 1,

, .r r
H hw w H w w hφ φ

Ω ΩΩ Ω
− −   

于是，对任意 ( )2Lφ ∈ Ω 有 

( ) ( ) 00, 0,1,
, ,h r k

h H He H P u u u uφ λ λ φ
Γ ΩΩ

− + − + −  

由此得 

0 0,0, 1,
.h r k

H H he u u H P u uλ λ
ΓΩ Ω

− + − + −  

由(4.4)和三角不等式 

1,1, 1,

k k
h h k kP u u P u P u P u u

ΩΩ Ω
− − + −  

有 

0 0, 1,0,
.h r

H H h ke u u H P u P uλ λ
Γ ΩΩ

− + − + −                       (4.8) 

利用 Aubin-Nitsche 共轭论证可得 

0, 1,
.r

h k h kP u P u k P u P u
Ω Ω

− −  

将上述估计和(4.8)代入(4.7)，得 
,

0, 1, 1,1,

0, 1,
,

k h r r
h H H h k h kD

r
H H h k

P u u u u H P u P u k P u P u

u u H P u P u

λ λ

λ λ

Γ Ω Ω

Γ Ω

− − + − + − + −

− + − + −




 

联系引理 2.1 和 2.3 便得 

( ) 1 12 1, 12 2
1,

.
r rm mmk h r m

h D
P u u H H H k H

σ σσ σ+ − + + − ++ − + −− + +                   (4.9) 

类似的，由于 ( ) 0\G D ⊂⊂ Ω ，我们可以得到估计式 

1, 2
1, \

.
rmk h

h G D
P u u H

σ+ − +
−                                (4.10) 

下面估计 ,

1, \

k h
h G

P u u
Ω

− 。由方案 1 可知 

0 0

,

1, \ 1, \
,k h k

h hP u u P u u
Ω Ω Ω Ω

− = −  

从而 

0 0 0

0

,

1, \ 1, \ 1, \ 1, \

1, \ 1, \
,

k h k k h
h h hG G G

k h
h G G

P u u P u u P u u e

P u u e
Ω Ω Ω Ω Ω

Ω Ω

− − + − +

− +




 

因此 

0

,
1, \1, \ 1, \ 1, \

.k h k h
h h GG G G

P u u P u u u u e
ΩΩ Ω Ω

− − + − +                   (4.11) 

经计算有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0, , , , , \ .h k h
H Ha e v b u v b u v a u u v v V Fλ λ= − − − ∀ ∈ Ω               (4.12) 

取 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,k
H Hv b u v b u v a u u vλ λ= − − − ，则可推出 
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0 01, \ 0, 1, \
,k

H HF F
u u u uλ λ

− Ω Γ Ω
− + − + −   

于是，由(4.12)和引理 3.2 得 

0 0 00,1, \ 0, \ 1, \
,h h k

H HG F F
e e u u u uλ λ

ΓΩ Ω Ω
+ − + − + −                  (4.13) 

从而 

0

,
0, 1, \1, \ 0, 1,Ω \

.k h h k
h H H h FG F

P u u e u u u u P u uλ λ
Γ ΩΩ Ω

− + − + − + − + −          (4.14) 

由(4.4)和三角不等式 

1, \1, \ 1, \
,k k

k kFF F
u u u P u P u u

ΩΩ Ω
− − + −  

得 

0,1, \1, \
.k

k H HFF
u u u P u u uλ λ

ΓΩΩ
− − + − + −  

于是，将(4.8)代入(4.14)便得 
,

0, 1, 1, \ 1, \1, \
.k h r

h H H h k h kF FG
P u u u u H P u P u u P u u P uλ λ

Γ Ω Ω ΩΩ
− − + − + − + − + −       (4.15) 

因为 ( ) ( )\ \F DΩ ⊂⊂ Ω ，由定理 3.2 有 

( )

( )

,
0, 1, \1,1, \

1, \0, 0,

inf

inf ,
h

k

k h r
h H H h k DG v V

h kDv V

P u u u u H P u P u u v

u P u u v u P u

λ λ
Γ ΩΩΩ ∈ Ω

ΩΩ Ω∈ Ω

− − + − + − + −

+ − + − + −


 

则由引理 2.1 和 2.3 得 

1, 2
1, \

.
rmk h m

h G
P u u H k

σ+ − +

Ω
− +                             (4.16) 

联系(4.16)，(4.10)，(4.9)和(2.10)便得(4.1)。 
利用引理 2.4，并注意到(2.14)，便得(4.2)。证毕。 
当孤立奇点个数大于 1 时，可以设计局部计算方案 1 的并行版本。 

5. 数值实验 

本节将给出一些数值实验来展示局部和并行计算方案的效率。数值实验是在具有 2.6 GHZ CPU 和 8 
GB RAM 的 DESKTOP-81QI2IO PC 上，在 MATLAB2015a 环境中借助软件包 IFEM (参见文献[22])进行

的。我们在下述两个区域上计算(2.2)的近似特征值： 

1Ω ：方形腔 ( )24, 4− ，中心有一个边长为 2 2 的菱形管(见图 2)； 

2Ω ：方形腔 ( )24, 4− ，内部有两个边长为 2 的方形管(见图 4)。 

对 1Ω ，选取 1Ω 中边长为 2 2 与 3 2 的菱形管之间的区域作为局部加密区域(见图 3)。对 2Ω ，选取

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )4 3.5, 0.5 1.5,1.5 / 3, 1 1,1 0.5,3.5 1.5,1.5 / 1,3 1,1= − − − − − − − −   Ω ∪ ×× ××  作为局部加密区域

(见图 5)。我们用方案 1 分别计算 1Ω 和 2Ω 上的最小特征值的近似，然后用并行计算方案分别计算 3Ω 和 4Ω
上的特征值的近似值。数值结果列在表 1~5 中，表格中采用下述符号： 

HN ：在粗网格 ( )Hπ Ω 上直接求解特征值问题的自由度； 

kN ：在中网格 ( )kπ Ω 上求解边值问题的自由度； 
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hN ：在局部细网格 ( )0hπ Ω 上求解边值问题的自由度； 

Hλ ：通过方案 1 步骤 1 求得的近似特征值； 

( )
( )

,

,

k k
k

k k

a u u

b u u
λ = ，其中 ku 是由方案 1 步骤 2 求得的解； 

,k hλ ：由局部和并行计算方案求得的近似特征值。 
文献[15]给出了问题(2.1)在区域 1Ω 上的最小特征值的参考值 1 0.07896λ ≈ ，其代数重数为 2。由表 1

可以看到，利用局部计算方案 1 可以高效地计算出高精度的近似特征值。 
 

 
Figure 2. 1Ω : a rhomboidal tube with edge side 

length 2 2  immersed in the square ( )24,4−  

图 2. 1Ω ：边长为 2 2 的菱形管浸没在方形腔

( )24,4− 中 

 

 
Figure 3. 3Ω : local correction domain on 1Ω  
图 3. 3Ω ：在 1Ω 上的局部校正区域 

https://doi.org/10.12677/aam.2021.1011394


梁杨 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.1011394 3724 应用数学进展 
 

 
Figure 4. 2Ω : two square tubes with side length 2 

immersed in a square cavity ( )24,4−   

图 4. 2Ω ：两个边长为 2 的方管浸没在方形腔

( )24,4− 中 

 

 
Figure 5. 4Ω : local correction domain on 2Ω  
图 5. 4Ω ：在 2Ω 上的局部校正区域 

 
Table 1. The approximation of the smallest eigenvalue obtained by Scheme 1 on 1Ω  
表 1. 由方案 1 求得的 1Ω 上最小特征值的近似值 

HN  Hλ  Time (s) kN  kλ  Time (s) hN  ,k hλ  Time (s) 

263 0.08668015 0.003877 3743 0.08009836 0.021036 2720 0.07961758 0.023424 

975 0.08188310 0.007789 14,655 0.07940823 0.088040 10,560 0.07918671 0.077672 

3743 0.08009836 0.023588 57,983 0.07913731 0.441871 41,600 0.07904224 0.372385 

14,655 0.07940823 0.023588 230,655 0.07903030 2.187125 165,120 0.07899085 2.038742 

57,983 0.07913731 2.473322 920,063 0.07898792 10.421100 657,920 0.07897184 11.05059 

230,655 0.07903030 17.95245 3,675,135 0.07898792 359.00245 2,626,560 0.07896464 59.86877 
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Table 2. The approximation of the first eigenvalue on 2Ω  obtained by parallel scheme 
表 2. 由并行计算方案求得的 2Ω 上最小特征值的近似值 

HN  Hλ  Time (s) kN  kλ  Time (s) hN  ,k hλ  Time (s) 

270 0.14298801 0.00476 990 0.13200588 0.08260 800 0.13035699 0.08176 

990 0.13197681 0.00877 3774 0.12776886 0.03125 2880 0.12671323 0.28809 

3774 0.12776864 0.03339 14,718 0.12612674 0.14493 10,880 0.12561088 1.45685 

14,718 0.12612138 0.30708 58,110 0.12547110 0.85073 42,240 0.12524546 6.36782 

58,110 0.12546979 2.96287 230,910 0.12521146 5.59041 166,400 0.12511681 23.42462 

230,910 0.12521113 28.17039 920,574 0.12510845 38.34539 660,480 0.12506963 122.21808 

 
Table 3. The approximation of the second eigenvalue on 2Ω  obtained by parallel scheme 
表 3. 由并行计算方案求得的 2Ω 上第二个特征值的近似值 

HN  Hλ  Time (s) kN  kλ  Time (s) hN  ,k hλ  Time (s) 

270 0.17936173 0.00476 990 0.16440895 0.08260 800 0.16238148 0.08176 

990 0.16438533 0.00877 3774 0.15877723 0.03125 2880 0.15739621 0.28809 

3774 0.15877833 0.03339 14718 0.15659090 0.14493 10,880 0.15591577 1.45685 

14,718 0.1565909 0.30708 58,110 0.15572512 0.85073 422,405 0.15542725 6.36782 

58,110 0.15572513 2.96287 230,910 0.15538095 5.59041 166,400 0.15525541 23.42462 

230,910 0.15538095 28.17039 920,574 0.15524403 38.34539 660,480 0.15519240 122.21808 

 
Table 4. The approximation of the third eigenvalue on 2Ω  obtained by parallel scheme 
表 4. 由并行计算方案求得的 2Ω 上第三个特征值的近似值 

HN  Hλ  Time (s) kN  kλ  Time (s) hN  ,k hλ  Time (s) 

270 0.20838115 0.00476 990 0.19162497 0.08260 800 0.18954881 0.08176 

990 0.19168744 0.00877 3774 0.18547488 0.03125 2880 0.18398973 0.28809 

3774 0.18547966 0.03339 14,718 0.18307113 0.14493 10,880 0.18234059 1.45685 

14,718 0.18307161 0.30708 58,110 0.18212220 0.85073 42,240 0.18179911 6.36782 

58,110 0.18212231 2.96287 230,910 0.18174596 5.59041 166,400 0.18160963 23.42462 

230,910 0.18174599 28.17039 920,574 0.18159655 38.34539 660,480 0.18154044 122.21808 

 
Table 5. The approximation of the fourth eigenvalue on 2Ω  obtained by parallel scheme  
表 5. 由并行计算方案求得的 2Ω 上第四个特征值的近似值 

HN  Hλ  Time (s) kN  kλ  Time (s) hN  ,k hλ  Time (s) 

270 0.23836023 0.00476 990 0.21945546 0.08260 800 0.21712036 0.08176 

990 0.21949337 0.00877 3774 0.21250795 0.03125 2880 0.21085307 0.28809 

3774 0.21251320 0.03339 14,718 0.20977968 0.14493 10,880 0.20899700 1.45685 

14,718 0.20981238 0.30708 58,110 0.20874109 0.85073 42,240 0.20838833 6.36782 

58,110 0.20874912 2.96287 230,910 0.20832594 5.59041 166,400 0.20817563 23.42462 

230,910 0.20832793 28.17039 920,574 0.20816026 38.34539 660,480 0.20809806 122.21808 
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