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摘  要 

本文讨论一种非常系数的非线性奇异积分方程的特征方程的数值求解。先通过对核函数做Lagrange插值，

再用奇异积分的HG求积公式对积分进行离散，从而得到原方程的离散方程。再对这个非线性的离散代数

方程用迭代方法求解，探讨求解过程中出现的混沌现象。 
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Abstract 
This paper deals with the numerical solution of the characteristic equation of a nonlinear singular 
integral equation with extraordinary coefficients. Firstly, the kernel function is interpolated by 
Lagrange, and then the integral is discretized by the HG quadrature formula of singular integral, so 
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as to obtain the discrete equation of the original equation. Then the nonlinear discrete algebraic 
equation is solved by iterative method, and the chaotic phenomenon in the solution process is 
discussed. 
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1. 引言 

虽然奇异积分方程的理论和应用研究历史很长，但它的数值解是一个困难的研究课题，有效的算法

并不多[1]。路见可和杜金元在[2]中系统研究了奇异积分方程的配位法数值解法问题。与线性情形不同，

即使非线性奇异积分方程的理论研究也不丰富，大部分研究集中在线性化后的局部分析，全局解的研究

只能利用一些常规的非线性分析工具如 Schauder 不动点原理等。2002 年路见可讨论了一种特殊的非线性

奇异积分方程[3] 

( ) ( )2 d 0, .
L

ba c t L
i t

ϕ τ
ϕ τ τ

τ
+ + = ∈
π −∫  

其中 L 为复平面的一条封闭光滑曲线，a、b、c 为常数。在 Hölder 连续函数空间求解 ( )tφ 。路见可将此

方程转化为一种带根号下的 Riemann 边值，从而给出了其全局解。过去几年对于非常系数的非线性奇异

积分方程，也有了一些数值上的研究[4] [5]。 
本文研究非线性奇异积分方程的配位法数值解过程中出现的一个混沌现象。令 L 为区间[−1, 1]。非

线性积分方程的局部分析基于其局部线性化(包括端点附近)，其解在端点处的奇性和线性奇异积分方程的

解类似。同时也为了消除 Gibs 现象，我们把未知函数做一个变换，即我们考虑非线性奇异积分方程 
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2. 奇异积分的求积公式 

为研究(1)的数值解，我们需要给出(1)中的奇异积分的求积公式。取[−1, 1]上 n + 1 个不同节点 ix ，

0,1,2, ,i n= � 。函数 ( )xϕ 的插值为 
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为 Lagrange 插值基函数。 
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其中截断误差为 
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采用 Lagrange 插值方法，把 1 1t = − ， 2 0t = ， 3 1t = 作为插值节点去离散方程(1)，通过计算能得到相

应的非线性方程组。在给 ( )a t 、 ( )b t 、 ( )c t 赋值求解相应方程组解的过程中，发现在一些情况下，编程

求出的解的个数小于实际应有的解的个数，在利用迭代格式找解时，发现在某些点处图像出现分叉现象，

猜想非线性奇异积分方程在某些点处存在混沌现象。 

3. 预备知识 

3.1. 非线性奇异积分方程 

非线性奇异积分方程是指形如 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 d 0.
L

b t
a t t c t

i t
φ τ

φ τ
τ

+ + =
π −∫  

的奇异积分方程，其中，系数 ( )a t 、 ( )b t 、 ( )c t 均为多项式。本文是在区间[−1, 1]上进行讨论的，同时

为了消除被积函数在端点−1、1 处的奇异性，在分子上添加项 ( )21 τ− ，即形式(1)。 

3.2. Lagrange 插值方法 

Lagrange 插值方法是一种比较基础的求给定函数近似式的方法.其基本思想是，把插值多项式 ( )nL x
的构造问题转化成 n + 1 个插值基函数的构造。具体来讲，通过平面上不同两点可以确定一条直线经过这

两点，这就是 Lagrange 线性插值问题；对于不在同一条直线的三个点得到的插值多项式为抛物线；若连

续函数 ( )y f x= 在 [ ],a b 上给定 n + 1 个不同节点 , 0,1, 2, ,ix i n= � ，构造通过这些节点的次数不超过 n 次

的插值多项式 ( )nL x ，Lagrange 插值法的一般公式为 
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称为 Lagrange 插值基函数，而且 ( )il x 满足特征函数 ( )i kl x ，即 
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其中截断误差为 
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3.3. 混沌 

事实上，尽管混沌的定义很多，但其本质是一致的。在这里我们介绍的是 Devaney 关于混沌的定义。

在此之前，我们需要一些术语。 
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设 :f A A→ 是集合 A 的一个自映射。我们称 A 的子集 E 是不变集，如果 ( )f E E⊂ 。 
设 E A⊂ 是映射 :f A A→ 的一个不变集合，则显然 E 中任意一点 a 的轨道均落在 E 之中。 
我们称映射 :f A A→ 在其不变集合 E 上的轨道是拓扑传递的，如果对于 E 中任意两点 a 和 b 及其

各自的任意邻域 aV 和 bV ，都存在一个充分大的 n 使得 ( )n
a bf V V ϕ≠∩ 。 

假定 E A⊂ 是映射 :f A A→ 的一个不变集合。如果存在一个正数 0d ，并且对于 E 中任意一点 a 及

任意一个 0δ > ，都存在一个相应的点 b E∈ ，使得 ( ),d a b δ< ，并且 

( ) ( )( ) 0lim ,n n

n
d f a f b d

→∞
≥  

则称映射 :f A A→ 在集合 E 中的轨道，对初始值具有极端敏感依赖性。 
现在，我们给出 Devaney 意义下的混沌的定义。 
设 :f A A→ 是集合 A 到自身的一个连续映射，其中 A 是 m 维欧式空间中的一个区域。又设 E A⊂ 是

f 的一个不变集合。若映射 :f A A→ 在集合 E 上满足下列性质： 
1) f 的周期点在 E 上是稠密的； 
2) f 的跌倒轨道在 E 上具有拓扑传递性； 
3) f 在 E 中的迭代轨道具有对初始值的敏感依赖性，则我们称 f 在 E 上的迭代轨道的行为是混沌的。 

4. 离散方程 

考虑非线性奇异积分方程 
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在区间[−1, 1]上，采用 Lagrange 插值方法，把 1 1t = − ， 2 0t = ， 3 1t = 作为插值节点去离散方程(1)，通过

计算得到如下方程组 
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在给 ( )a t 、 ( )b t 、 ( )c t 赋值的过程中，我们发现，当令 ( ) 1a t = ， ( ) 300b t = π， ( ) 2 2 3c t x x= + + 时，代

入(2)得到如下三元二次方程组 
2 2

2 2

2 2

200 400 2 3 0,

200 200 2 3 0,

400 200 2 3 0.

x x y x x
y x z x x
z y z x x

 + + − − − =


− + − − − =
 − − − − − =

化简得 2 2

2 2

198 400 3 0,

202 200 3 0,

400 200 2 3 0.

x y
y x z x
z y z x x

+ − =


− + − − =
 − − − − − =

 

通过计算机编程可以找到该方程组有解 

90.0448 0.0000i,
44.5647 0.0000i,

1.2157e 002 4.3520e 015i.

x
y
z

= −
 = − +
 = + − −

                            (3) 

采用迭代式： 
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并取初值 x = 0.2，y = 0.2，z = 0.2，通过计算机编程发现迭代过程如下图 1 所示： 
 

 
Figure 1. Iterative trajectory when initial value x = 0.2, y = 0.2, z = 0.2 
图 1. 初值 x = 0.2，y = 0.2，z = 0.2 时迭代轨迹 

 
可以看到分叉点处恰好对应我们找到的一组解(3)；并且，通过对动态图象的观察，启发我们进一步

去探索“非线性奇异积分方程可能在某些点处发生混沌现象”的想法。 
稍微改变 x、y、z 的初始值，令 x = 0.20001，y = 0.2，z = 0.2 (黄色图像)以及 x = 0，y = 0，z = 0 (红

色图像)，仍然采用上述迭代方法，将三种情况画在一张图上，如下图 2 所示： 
 

 
Figure 2. Iterative trajectory when initial value x = 0.20001, y = 0.2, z = 0.2 
图 2. 初值 x = 0.20001，y = 0.2，z = 0.2 时迭代轨迹 
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可以发现，当 x、y、z 的初始值稍微变化时，绘制出的图形形状非常接近。 

5. 结束语 

对于非线性奇异积分方程 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
12
1

1
d

b t
a t t c t

t

τ φ τ
φ τ

τ−

−
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π −∫ 来说，我们采用 Lagrange 插值方法 

去离散该方程，在给 ( )a t 、 ( )b t 、 ( )c t 赋值以求其解的过程中，迭代式的不同选取会导致其图像出现某

些有意思的现象，这促使我们探讨非线性奇异积分方程的解与混沌现象之间是否存在某种关系。当迭代

初始值产生微小变化时，尽管画出的图像形状很接近，但对应点的差别是巨大的，这说明迭代对初始值

具有极端敏感依赖性；在迭代形式、初始值以及 ( )a t 、 ( )c t 取值不变的情况下，改变 ( )b t 的值，迭代图

像发生了我们想不到的复杂变化。在通过增加插值节点细化以上求解过程时，由于计算量的增加以及迭

代形式选择的盲目性，导致我们的研究很难再进行下去，这也充分说明了非线性奇异积分方程求解的困

难。 
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