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摘  要 

本文主要用前馈神经网络求解一维稳态对流扩散方程，因方程中含有一个小参数，所以用传统方法不容

易达到理想效果，本文通过构造神经网络模拟方程并与其精确解作对比，选取 { }0.1,0.01ε = 借助软件进

行模拟，计算其误差，做出图像。 
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Abstract 
This paper mainly uses feedforward neural network to solve one-dimensional steady-state con-
vection diffusion equation. The equation contains a small parameter, so the traditional method 
cannot achieve the ideal effect. This paper constructs the neural network simulation equation and 
then makes comparison with its accurate solution. This paper chooses parameter { }0.1,0.01ε = , 
uses computer software to simulate, calculates its error, and makes an image. 
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1. 引言 

在物理和工程的应用过程中很多问题最后都可以转化成一个求解偏微分方程的问题，但在物理中，

很多的偏微分方程的精确解是很难得到的，这样以来数值方法求解偏微分方程就很有必要了。传统的求

解偏微分方程的数值方法有很多，如欧拉法、龙格库塔法、有限差分法、有限元法、有限体积法以及谱

方法。近几年随着计算机和人工智能的快速发展，用神经网络解偏微分方程成了新的求解微分方程的数

值技术。人工神经网络是基于大脑中神经网络的工作方式，人为构建的一个网络，可以对大数据信息进

行识别、分类、学习、运算处理，从而解决一些简单计算机无法处理的复杂问题，并且能极大地提升一

些复杂问题的处理速度。 
1989 年 Cybenko 证明了具有单层神经网络可任意精度逼近一个函数[1]，为神经网络逼近微分方程打

下了理论基础。近几年国内外对神经网络解微分方程都有较高的关注，Raissi 等人设计了一个包含物理信

息的神经网络来求解一些局部非线性偏微分方程[2]。在国内 2017 年鄂维南院士[3]讨论了使用连续动力

学系统建模高维非线性函数的想法，即微分方程与深度学习之间的关系，更是掀起了国内讨论的热潮。 
本文借助前馈神经网络模型模拟对流扩散方程在实际的科学研究和工程技术中产生的一些问题。 

2. 对流稳态方程介绍 

对流扩散方程被广泛地应用于许多自然现象的表达之中，例如水和大气中的污染物质浓度的扩散、

海水盐度、流体流动与传热、电化学反应等，还应用于环境科学、能源开发、电子科技等[4]。 
n 维稳态对流扩散方程形式如下[5]： 

u u fε λ− ∆ + ∇ = , ( )u u x= , nx∈� , nλ∈�  

其中 λ 是给定的常量，本文我们讨论一维稳态对流方程问题，也就是 1n = 的情况，我们可得如下方程 

( )
2

2
u u f x

xx
ε λ∂ ∂
− + =

∂∂
                                  (2) 

对于实际问题的计算需加上边界条件才能模拟，故为上面方程加上狄里克莱边界条件，于是对于方

程(2)可化为如下形式。 
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其中 ε 为大于零的微小常数，λ 为已知常数，在 f 为恒定常数，问题(2)有如下解析解。 
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本文将对方程(3)在定点条件 1λ = ， 1f = 的条件下进行数值模拟，并与精确解作对比。 

3. 神经网络介绍 

人工神经网络的结构类似人脑神经网络的构成方式，是由一个个神经元(节点)组成的。人工神经网络

的工作原理也类似大脑对信息的处理方式：信息输入到输入层，经过一个个相连的神经元(节点)接收、处

理信息，最终传递到输出层。 
神经网络是由很多神经元相互连接而形成的网络。它是通过对训练样本的反复学习，并通过每次学

习对连接神经元的权值和阈值进行修正，最终使训练的网络达到能够完全识别训练样本，即完成对一件

事物的认识并记忆。 
不论什么样的神经网络模型，其中一个最小的信息处理单元就是神经元，是神经网络的基本处理单

元。图 1 给出了传统人工神经元结构模型图。 
 

 
Figure 1. Schematic diagram of neurons 
图 1. 神经元示意图 

 
以数学式表达出来： 

( )
1

n

i ij j i
j

S w x b
=

= +∑  

( )i iy f S=  

其中 1, , nx x� 为输入数据 1, ,i inw w� 为权值， 1, , nb b� 为偏值， iS 为第 i 个神经元的输入， ( )f ∗ 为激活函

数， iy 为第 i 个神经元的输出。 
多个神经元连接组成神经网络，前馈神经网络又称为多层感知器，是一种最简单的网络结构形式，

本文主要前馈神经网络解微分方程，图 2 展示了含有一层隐藏层的前馈神经网络结构。 
 

 
Figure 2. Neural network diagram 
图 2. 神经网络示意图 
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4. 神经网络解微分方程的步骤 

对于一个给定边界条件的微分方程 

( ) ( )
( ) ( )

,

,

u x f x x

u x g x x

ℜ = ∈Ω


= ∈∂Ω
 

其中 ( )u x 是一个未知函数，ℜ为已知微分算子， ( )f x 和 ( )g x 为已知函数。神经网络解微分方程的步骤

如下： 
1) 在定义域Ω 中选取内部节点 ( )1,2, ,ix i N= � ，在 ∂Ω上取好边界点 ( )1,2, ,b

jx j M= � 其中 M，N 都

为正整数。 
2) 构造网络函数，假定 ( ) ( ) ( ),; W bu x u x F xθ≈ ≡ ，其中 ( ),W bθ = 为网络中未知参数。 

3) 构造损失函数， ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2

1 1

1 1; ;
b
ji

N M

x xx xi j
L u x f x u x g x

N M
θ θ θ

=== =

= ℜ − + −∑ ∑ 。 

4) 解关于 3) 中损失函数的最小值，求出网络参数 *W ， *b ， 

( ) ( )( )( )* *, arg minW b L θ=  

5) 得到未知函数的逼近函数 ( ) ( )* ** ,, W bu x F xθ ≈ 。 

5. 数值模拟 

本文选取 { }0.1,0.01ε = 三种情况进行模拟，借助软件 Python 中的 TensorfFlow 框架进行计算。在神

经网络训练过程中选取含有五层隐藏层的前馈神经网络进行计算，训练 20,000 次，画出数值解和精确解

的图像，并计算出误差。图 3 是 0.1ε = 时方程(3)的数值解与精确解的图像。图 4 是 0.01ε = 时方程(3)的
数值解与精确解的图像。 

 

 
Figure 3. Images of exact solutions (blue line) and approximate 
solutions (green line); error is 5.69e−05 
图 3. 精确解(蓝线)与近似解(绿线)的图像；误差为 5.69e−05 
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Figure 4. Images of exact solutions (blue line) and approximate 
solutions (green line); error is 9.01e−05 
图 4. 精确解(蓝线)与近似解(绿线)的图像；误差为 9.01e−05 

6. 结论 

本文给出了前馈神经网络模型，及用前馈神经网络解偏微分方程的详细步骤。采用前馈神经网络解

了一维稳态对流方程，展示了神经网络逼近函数的误差，观察发现对于含有小参数的微分方程，神经网

络也有不错的表现。 
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