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摘  要 

本文基于Toeplitz矩阵有循环与反循环分裂(CSCS)的事实，提出求解Hermitian正定Toeplitz线性方程组

的外推CSCS方法，并给出其最优双参数 ,α β ，以及最优外推参数ω 的选取策略。并通过数值实验验证我

们方法的有效性。 
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Abstract 
Based on the fact that a Toeplitz matrix admits a circulant and skew circulant splitting (CSCS), we 
propose the extrapolated CSCS method to solve Hermitian definite Toeplitz systems and discuss 
the strategy to select the optimal two parameters ,α β , and the extrapolated parameter ω . The 
effectiveness of our method is verified by numerical experiments. 
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1. 引言 

本文考虑用迭代法求解线性方程组 

x b,T =                                        (1.1) 

其中 x,b n∈ ， nT ∈ 是 Hermitian 正定 Toeplitz 矩阵。 
在信号处理和控制论[1] [2] [3]等许多应用中经常遇到这类 Toeplitz 线性方程组。关于这类线性方程

组的解法，主要分为直接法和迭代法两大类[4] [5] [6] [7]。由于直接法通常存在数值不稳定的缺点[8]，这

使得迭代法更加受到人们的关注。 
设系数矩阵T M N= − ，若 M 非奇异，则可推导出如下求解线性方程组(1.1)的一个迭代序列 

( ) ( )1 1x x b, 0,1, ,k kG M k+ −= + =                              (1.2) 

其中 1G M N−= 为迭代矩阵。 
对于非奇异线性方程组(1.1)，迭代(1.2)收敛当且仅当 

( ) ( ){ }max 1,G Gρ µ µ σ≡ ∈ <  

其中 ( )Gσ 是矩阵 G 的谱集， {}max ⋅ 是取最大元素。 
对迭代(1.2)，常用的加速技巧是外推法[9]，其迭代格式为 

( ) ( )1 1x x b,k kG Mω ω+ −= +                                (1.3) 

其中 ( ) 11G I M Nω ω ω −= + + ，I 是 n 阶单位矩阵。在(1.3)中可以看到，若 1ω = ，则(1.3)就退化成了(1.2)
的迭代方法。 

对于任意 Toeplitz 矩阵 nT 皆有以下分裂 

,n n nT C S= +                                    (1.4) 

其中 
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显然， nC 是一个 Hermitian 循环矩阵， nS 是一个 Hermitian 反循环矩阵，分裂(1.4)为 nT 的一个 CSCS。 
基于 CSCS(1.4)，Ng 提出了如下的 CSCS [10] 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 +1 2

x x b,

x x b,

k k

k k

I C I S

I S I C

α α

α α

+

+

 + = − +


+ = − +
                          (1.5) 

其中α 是一个给定的正常数。作者还证明了对于任意正定 Toeplitz 线性方程组 CSCS 迭代(1.5)都收敛。

此外，作者还给出了 CSCS 迭代收缩因子的上界，它仅依赖于 C 和 S 的最大特征值与最小特征值。2012
年 Akhondi 等人在 CSCS 迭代的基础上提出了双参数的加速版本，简称 ACSCS [11]迭代，其格式为 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 1 2

x x b,

x x b.

k k

k k

I C I S

I S I C

α α

β β

+

+ +

 + = − +


+ = − +
                           (1.6) 

(1.6)可写成如下的单步迭代 
( ) ( )1x x b,k kR+ = +                                     (1.7) 

其中 ( ) ( )( ) ( )1 1R I S I C I C I Sβ β α α− −= + − + − ， ( ) ( ) ( )( )1 1 1b b bI S I S I C I Cβ β β α− − −= + + + − + 。 
ACSCS 迭代的计算主要是循环矩阵和反循环矩阵与向量的乘积，这可以使用快速 Fourier 变换[12] 

(FFT)实现，其原理是循环矩阵利用 Fourier 矩阵进行对角化，反循环矩阵利用 Fourier 矩阵与一个对角矩

阵的乘积实现对角化， 

,F F= ×Ω  

其中 F 是 Fourier 矩阵，Ω是对角矩阵，其主对角的元素为 ( ) ( )( )2 11,e , ,e ,en i n n i ni n − − −π −− ππ
 ， F 为酉矩阵，

则有 
* *

1 2, ,C F F S F F= Λ = Λ                              (1.8) 

其中 1Λ 和 2Λ 都是对角矩阵，对角元分别为循环矩阵 C 和反循环矩阵 S 的特征值，并且循环矩阵与反循

环矩阵的特征值只需一次 FFT 就可以精确算出来。 

2. 预备知识 

接下来给出文中用到的基本定义及引理。 
定义 2.1 [13]若矩阵 n n

nT ×∈ 满足 
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则称 nT 为 Toeplitz 矩阵，若还满足 ( )1,2, , 1k kt t k n−= = − ，则称 nT 为 Hermitian Toeplitz 矩阵。 
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定义 2.2 [14]设 2C π表示定义在区间 [ ],−π π 内所有以 2π为周期的连续实值函数，对所有 ( ) 2f x C π∈ ，若 

( ) ( )1 e d 0, 1, 2,
2

ikx
kt f x x k−

−

π

π
= = ± ±

π ∫   

为 ( )f x 的 Fourier 系数，则称 ( )f x 为 Toeplitz 矩阵 nT 的生成函数。 
定义 2.3 [14]若 n n

nC ×∈ 是 Toeplitz 矩阵，且满足 ( )1,2, , 1k n kc c k n− −= = −
，则称 nC 为循环矩阵。 

定义 2.4 [14]若 n n
nS ×∈ 是 Toeplitz 矩阵，且满足 ( )1,2, , 1k n ks s k n− −= − = − ，则称 nS 为反循环矩阵。 

定义 2.5 [14]若 n n
nF ×∈ 满足 

( )
2

,

1 e ,
ijk

n
n j k

F
n

π

=  

则称 nF 为 Fourier 矩阵。其中 1i = − 为虚数单位，e 为自然对数的底， π为圆周率。 
引理 2.1 [11]设 nT 是 Hermitian 正定 Toeplitz 矩阵， ,n nC S 为(1.4)所定义的矩阵，只要 n 足够大，则 nC

和 nS 的特征值均是正实的。 

3. 外推 CSCS 迭代方法 

为了进一步加速 ACSCS 迭代(1.7)，我们提出了以下求解线性方程组(1.1)的迭代 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1

x x b,

x x 1 x ,

k k

k k k

R

ω ω

+

+ +

 = +


= + −







                            (3.1) 

我们称(3.1)为外推循环与反循环分裂迭代方法，简称 EACSCS，其中 , ,α β ω 是给定的正常数。由(1.8)
可知，循环矩阵和反循环矩阵与向量乘积可以利用快速 Fourier 变换实现，故 EACSCS 每次迭代的计算

量为 ( )logO n n 。 
迭代(3.1)可以理解为直接分裂迭代，主要是便于收敛性分析，但从实际计算效果来看，该迭代不如

下面的基于残差校正的迭代[15] 
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

11 2

11 1 2 1 2

1 1

x x b x ,

x x b x ,
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                       (3.2) 

接下来我们分析迭代(3.1)的收敛性。在不引起歧义的情况下，我们将矩阵维数的下标省略。设 T 是

一个 Hermitian 正定 Toeplitz 矩阵，由引理 2.1 可知 C 和 S 的特征值均是正实的，分别记为 

1 20 nλ λ λ< < < < ， 1 20 nµ µ µ< < < < 。 
下面我们讨论 ,α β 的选取，为此先引入下面引理。 
引理 3.1 [16]设 T 是一个 Hermitian 正定 Toeplitz 矩阵，R 为(1.7)中所定义的迭代矩阵，则有 

( ) ( )1 1max max ,j j
j n j n

j j

R
α µ β λ

ρ φ α β
β µ α λ≤ ≤ ≤ ≤

− −
≤ =

+ +
                   (3.3) 

引理 3.2 设 T 是一个 Hermitian 正定 Toeplitz 矩阵，则有 
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证明 现在定义 

( ) [ ] ( ) [ ]1 1 2, , , , , ,nf fα µ µ αµ µ µ α µ µ α µ
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可得 

( )
( )
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( )1 22 20, 0,f fβ α β αµ µ

β µ β µ
− − +′ ′= < = >
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故 ( )1f µ 单调递减， ( )2f µ 单调递增，所以 ( )1f µ 的最大值为 ( )1 1f µ ， ( )2f µ 的最大值 ( )2 nf µ ，即(3.4)
得证，同理可证得(3.5)。 

定理 3.2 设 T 是一个 Hermitian 正定 Toeplitz 矩阵，若 ,α β 取值为 

ˆˆ
ˆ ,ˆˆ

p p

s s

µ λ
α
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− + ∆
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+
                                 (3.6) 

ˆ ˆˆ ,ˆˆ
p p
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− + ∆
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+
                                 (3.7) 

则 ( ),φ α β 达到最小，其值为 

( ) 1ˆˆ, ,
1

θφ α β
θ
−

=
+

                                 (3.8) 

其中 1ˆ p nµ µ µ= ， 1
ˆ

p nλ λ λ= ， 1ˆs nµ µ µ= + ， 1ŝ nλ λ λ= + ， ( ) ( )( )2ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆp p s s s p s pµ λ µ λ µ λ λ µ∆ = − + + − ， 

 ( )( ) ( )( )1 1 1 1n n n nθ λ µ λ µ λ µ λ µ = + + + + 。 
证明 有引理 3.2 可知，存在 [ ]1ˆ , nα µ µ∈ 及 [ ]1

ˆ , nβ λ λ∈ 有(3.4)，(3.4)，为了求得 ˆˆ ,α β 使得(3.3)中 ( ),φ α β

达到最小，那么需要 ˆˆ ,α β 让(3.4)，(3.5)，同时达到最小，即 
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利用 ˆ ˆˆ ˆ, , ,p p s sµ λ µ λ ，则(3.9)可化简为 

( )
( )

ˆ ˆ2 ( ) 0,

ˆ ˆ2 ( ) 0.

p s

p s

αβ µ α β µ

αβ λ α β λ

 − + − =
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                          (3.10) 

经过简单计算就可得出(3.6)和(3.7)。将 ˆˆ ,α β 代入 ( ),φ α β 得 
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虽然通过定理 3.2 可以找到 ˆˆ ,α β 使得收缩上界达到最小，但不是谱半径 ( )Rρ 达到最小的参数，数值

实验表明在 ˆˆ ,α β 的附近可以搜索找到使 ( )Rρ 达到较小的数值最优 * *,α β 。 
一旦 * *,α β 确定，接下来可以考虑外推参数的选取，关于外推参数的选取建议读者参阅文献[9]，文

献中给出了外推法的上界最优参数，其选取方式如下 

( )

( )

1 22 2

1 2
1

1
, ,

1
ˆ

2 , ,
2

n

n n

n

η
δ δ

η τ
ω

δ δ
η η

− ≤ − += 
 > − +

                            (3.11) 

其中 1 2,η η ∈为R的特征值实部最小值和最大值， nτ ∈为R的特征值虚部最大值， ( )( )1 1 1n nδ η η η= − − ，
2

1 2 nδ τ= 。 
由(3.11)可知，选取最优外推参数ω 时，只与矩阵 R 的特征值的虚部最大值以及实部最小与最大值有

关。我们在外推参数ω 的理论最优值附近进行搜索以此得到数值最优的 *ω 。 

4. 数值实验 

我们使用 EACSCS 迭代求解三个例子，并与 CSCS 迭代和 ACSCS 迭代作比较。测试矩阵的阶数 
64,128,256,512,1024n = ，迭代的初始向量 ( )0x 是零向量，方程(1.1)右端向量 b 是元素均为 1 的向量，迭

代的停机准则为： 

( )

( )
72

0

2

r
10 ,

r

k

ε −= ≤  

其中 ( ) ( )r b xk kT= − 是第 k 步迭代的残差向量。所有数值实验均在 Matlab R2018b 上进行测试。 
以下测试例子均来自文献[14]。 
例子 4.1 进行 Hermitian 正定 Toeplitz 矩阵 T 的生成函数为 ( ) [ ]4 1, ,f x x x+ ∈ −π= π ，其元素为 

( ) ( )2

2 2

4

4 1 24 1
, 0,

1, 0.
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例子 4.2 进行 Hermitian 正定 Toeplitz 矩阵 T 的生成函数为 ( ) ( ) ( )log log
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例子 4.3 进行 Hermitian 正定 Toeplitz 矩阵 T 的生成函数为 ( ) ( ) ( )( ) ( )1.1

0
2 sin cos 1

k
f x kx kx k

∞

=

 = + + ∑ ， 

[ ],x∈ −π π ，其元素为 

( )1.1

1 1 , 0,
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 + −
>

+= 
=
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下表中只列出了数值最优参数 * * *, ,α β ω ，其中计算 *ω 的过程中使用到了幂迭代，其迭代次数不超过

3 次。算法的迭代次数记为 IT，算法的运行时间记为 CPU (单位为秒)。 
 
Table 1. Numerical results of example 4.1 
表 1. 例子 4.1 的数值结果 

n  *α  *β  *ω  
 IT    CPU  

CSCS ACSCS EACSCS  CSCS ACSCS EACSCS 

64 4.5622 4.5762 1.4652 40 37 22  0.0022 0.0020 0.0016 

128 4.6100 4.6195 1.4647 40 38 23  0.0028 0.0026 0.0021 

256 4.6348 4.6401 1.4663 40 38 23  0.0049 0.0046 0.0037 

512 4.6473 4.6502 1.4680 40 38 23  0.0080 0.0077 0.0060 

1024 4.6537 4.6551 1.4671 40 38 23  0.0162 0.0160 0.0131 

 
Table 2. Numerical results of example 4.2 
表 2. 例子 4.2 的数值结果 

n  *α  *β  *ω  
 IT    CPU  

CSCS ACSCS EACSCS  CSCS ACSCS EACSCS 

64 0.4670 0.4564 1.3844 36 26 16  0.0020 0.0015 0.0012 

128 0.4239 0.4152 1.4114 41 29 18  0.0027 0.0020 0.0016 

256 0.4102 0.4064 1.4137 41 30 18  0.0055 0.0041 0.0032 

512 0.4114 0.4105 1.4104 40 30 18  0.0095 0.0074 0.0061 

1024 0.4092 0.4118 1.4110 41 30 18  0.0211 0.0187 0.0152 
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Table 3. Numerical results of example 4.3 
表 3. 例子 4.3 的数值结果 

n  *α  *β  *ω  
 IT    CPU  

CSCS ACSCS EACSCS  CSCS ACSCS EACSCS 

64 1.6304 1.6240 1.1089 10 10 6  0.0007 0.0007 0.0005 

128 1.7048 1.6934 1.1217 11 11 7  0.0010 0.0010 0.0008 

256 1.7689 1.7557 1.1325 12 11 7  0.0023 0.0022 0.0017 

512 1.8250 1.8117 1.1424 13 11 7  0.0052 0.0049 0.0041 

1024 1.8748 1.8622 1.1513 13 11 7  0.0161 0.0159 0.0139 

 
由表 1~3 可知，EACSCS 方法的迭代次数和运算时间均比其它两种方法少，达到了较好的加速目的。 
如上，我们绘制了 EACSCS，ACSCS，CSCS 的迭代步数与相对残差的变化图，并且标出了停机准

则 ε 线，分别用∆∆∆ ∗∗∗  ， ， 和 − − −曲线表示。 
由图 1 可知，EACSCS 迭代的相对残差下降速度明显快于其它两种方法，有较好的加速效果。 

 

    

 
Figure 1. When n = 1024, the number of iteration steps and relative residual changes of the three iterative methods in Exam-
ple 4.1~4.3 
图 1. 当 n = 1024 时，例 4.1~4.3 中三种迭代方法的迭代步数与相对残差变化图 
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5. 结束语 

基于 Toeplitz 矩阵有 CSCS 的事实，本文提出了外推带双参数的 CSCS 方法，通过理论分析，我们

给出了方法中最优外推参数 ,α β 以及外推参数ω 的选取策略。利用数值实验，证明了我们的方法要明显

优于 ACSCS 和 CSCS。 
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