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摘  要 

基于安徽省2010~2020十年间城镇职工基本养老保险参保人数相关数据，通过建立GM(1,1)模型对参保

人数进行预测，探讨未来参保人数；通过模型预测发现日后几年城镇职工基本养老保险参保人数仍持续

增长，对此提出建议进一步完善养老保障体系，对扩大养老保障覆盖面，建立可持续、多层次的社会保

障体系提供借鉴意义。 
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Abstract 
Based on the relevant data of the number of urban employees participating in the basic endow-
ment insurance in Anhui Province from 2010 to 2020, the number of the insured was predicted by 
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the GM(1,1) model, and the number of the insured in the future was discussed. Through the pre-
diction of the model, it is found that the number of urban employees participating in the basic en-
dowment insurance will continue to increase in the next few years. In this regard, suggestions are 
put forward to further improve the endowment security system, providing reference for expand-
ing the coverage of the endowment security and establishing a sustainable and multi-level social 
security system. 
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1. 引言 

根据国家统计局第七次全国人口普查数据显示，我国 60 周岁及以上人口为 26,402 万人，占总人口

的比重为 18.7%，其中 65 周岁及以上人口为 19,064 万人，占总人口的比重为 13.5%；全国老年人口抚养

比为 19.7% [1]。我国人口老龄化已呈现出“超大规模、超快速度、超高水平和超级稳定”的“四超”现

状[2]；养老呈现“高龄化、失能化、慢性病化、空巢化”等特征，养老负担日益加重。十九大报告指出

要全面建成可持续的多层次的社会保障体系，城镇职工基本养老保险是组成社会保障体系的关键一部分，

其可持续性受到了各界审视的目光。以安徽省为例基于对参保人数的预测可为扩大养老保障覆盖面，建

立可持续、多层次的社会保障体系提供借鉴意义。 

2. 灰色预测模型构建 

灰色系统理论认为，人们对客观事物的认识具有广泛的灰色性，即信息的不完全性和不确定性，因

而由客观事物所形成的部分信息已知、部分信息未知的系统是一种灰色系统，人们对被评价事物的认识

也具有灰色性，因而可以借助于灰色系统理论中的相关方法来研究综合评价问题，灰色系统为结构庞杂、

少信息和贫信息系统的分析提供了很好的方法，灰色系统理论是研究解决灰色系统分析、建模、预测、

决策和控制的理论，可以处理不确定量，使之量化[3]。计算步骤如下： 

2.1. GM(1,1)模型的建立 

灰色预测 GM(1,1)模型，是基于灰色系统的理论思想，将离散变量连续化，用微分方程代替差分方

程，用生成数序列代替原始时间序列，弱化原始时间序列的随机性，建立微分方程形式的模型，其建模

的实质是建立微分方程的系数。灰色模型预测建模和求解过程如下。 

2.1.1. 原始数据累加 
设定原始数列为 ( ) ( ) ( ){ }0 0 1,2,| ,x x kk n= = � ，对原始数据序列进行一阶累加生成处理，累加数列克

服了原始数列的波动性和随机性，转化为规律性较强的递增数列。 
( ) ( ) ( ) ( )1 0

1 , 1,2, ,i
kX k x i k n
=

= =∑ �  

得到生成数列： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 0 1 01 , 2 , , 1 , 1 2 , , 1X X X X n X X X X n X n= = + − +� � 。 
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2.1.2. 参数识别 
GM(1,1)模型的微分方程(白化方程)为 

( )
( )

1
1d

d
x
t

ax u+ =                                      (1) 

其中 a，u 为待定参数；a 为发展系数；u 为灰作用量。 
设 â 为待估参数向量，用最小二乘法求解 â ： 

[ ] ( ) 1T T Tâ a u B B B Y
−

= =                                 (2) 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
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求微分方程，可得预测模型(时间相应序列)为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0ˆ 1 1 e , 1,2,3, , 1aku uX k X k n
a a

 + = − + = − 
 

�                      (3) 

2.1.3. 预测值还原 
将 1,2, , 1k n= −� 代入公式(3)可得模型的计算值 ( )1X̂ ，通过公式(4)将预测值还原。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1ˆ ˆ ˆ1 1,2, , 1X k X k X k k n= + − = −�                         (4) 

2.2. GM(1,1)模型检验 

对灰色预测进行必要的残差检验、关联度检验与后验差检验。 

2.2.1. 残差检验 
按预测模型进行计算 ( ) ( )1X̂ i ，并将 ( ) ( )1X̂ i 累减生成 ( ) ( )0X̂ i ，然后计算原始数列 ( ) ( )0X i 与 ( ) ( )0X̂ i 的

绝对误差序列和相对误差序列。 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0ˆ , 1,2, ,i X i X i i n∆ = − = �  

( )
( ) ( )
( ) ( )

0

0 100%, 1,2, ,
i

i i n
X i

ϕ
∆

= × = �   

平均残差： 

( ) ( )2

1
1

avg i
n i

n =
∆Φ

−
= ∑                                 (5) 

GM(1,1)的建模精度： ( )( )avg 0%1 10p = − ×Φ ，Φ(avg)越小越好，p 越大模型越好。 

2.2.2. 关联度检验 
关联系数： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0 0

min max
max

i p i
i

i p i
ω

∆ + ∆
=

∆ + ∆
                              (6) 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.114181


李瞳鸿，刘芳 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.114181 1671 应用数学进展 
 

关联度： 

( )01

1
ii

nr
n

iδ
=

= ∑                                      (7) 

用关联度计算方法计算出 ( ) ( )0X̂ i 与原始序列 ( ) ( )0X i 的关联系数，然后计算出关联度。当 0.5ρ = 时，

关联度 r 大于 0.6 表明关联度满意。 

2.2.3. 后验差检验 
原始序列标准差： 

( ) ( ) ( )
2

1

0 0

1

X i X

n
S

 
 =

−

−

∑
                                (8) 

绝对误差的标准差： 

( ) ( ) ( )
2

2

0 0

1

i

n
S

 − ∆
=

∆

−

∑
                                (9) 

方差比： 

2 1C S S=                                       (10) 

评判标准如下： 
 

Table 1. GM(1,1) model accuracy test grade table 
表 1. GM(1,1)模型精度检验等级表 

精度等级 ( )avgε  P C 

1 级(优秀) ≤0.01 >95% <0.35 

2 级(良好) ≤0.10 >80% <0.5 

3 级(合格) ≤0.20 >70% <0.65 

4 级(不合格) >0.20 <70% >0.65 

 
由表 1 可检验本文构建的 GM(1,1)模型精度，将 2.2.1 残差检验章节中具体阐述。 

3. 安徽省城镇职工基本养老保险参保人数实证分析 

3.1. 构建 GM(1,1)模型 

由表 2 统计数据可得安徽省城镇职工基本养老保险参保人数原始数列为 
( ) ( )0 729,783.7,811.3,829.1,857.8,892.2,1078.39,1141.5,1217.06,1283.5X =  

 
Table 2. Number of urban workers participating in basic endowment insurance in Anhui Province 
表 2. 安徽省城镇职工基本养老保险参保人数，万人 

年份(年) 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 

参保人数 669.5 729 783.7 811.3 829.1 857.8 892.2 1078.39 1141.5 1217.06 1283.5 

数据来源：安徽省统计年鉴(2010~2020)。 
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对 ( )0X 作光滑检验： ( ) ( ) ( ) ( )0 11X k X kε = + ，结果见表 3。 
 

Table 3. A sequence table of one-time accumulation generation and mean generation of the number of urban workers partic-
ipating in the basic old-age insurance in Anhui Province 
表 3. 安徽省城镇职工基本养老保险参保人数的一次累加生成和均值生成序列表 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

X(0) 669.5 729 783.7 811.3 829.1 857.8 892.2 1078.39 1141.5 1217.06 1283.5 

X(1) 669.5 1398.5 2182.2 2993.5 3822.6 4680.4 5572.6 6650.99 7792.49 9009.55 10,293.05 

ε 1.09 0.56 0.37 0.28 0.23 0.19 0.19 0.17 0.16 0.14  

Z(1)  1034 1790.35 2587.85 3408.05 4251.5 5126.5 6117.95 7221.74 8401.02 9651.3 

 
1034

1790.35
2587.85
3408.05
4251.5
5126.5
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7221.74
8401.02
9651.

1
1
1
1
1
1
1

3

1
1
1

B

−
−
−
−
−
−
−
−
−
−

= , 

729
783.7
811.3
829.1
857.8
892.2

1078.39
1141.5

1217.06
1283.5

Y = , [ ] ( ) 1T T T 0.0677
626 6 1

ˆ
. 3 5

a a u B B B Y
−

= = =
−

 

求得 0.677a = − ， 626.6315u = ， 9254.9248u a = − 。 
代入公式(3)得灰色预测 GM(1,1)安徽省城镇职工基本养老保险参保人数模型为： 

( ) 0.0677078949924.4248 9254.9e 24ˆ 8221 kX k −+ =  

3.2. 对构建的 GM(1,1)模型进行检验 

3.2.1. 残差检验 
根据表 4 计算出 2011~2020 年安徽省城镇职工基本养老保险参保人数的预测值计算绝对误差和相对

误差，由公式(5)计算结果可知，平均残差为：0.03747%，建模精度 p 为：96.25% > 95%，结合表 1 可得

出预测模型精度高。 
 

Table 4. Residual test form for the number of urban workers participating in basic endowment insurance in Anhui Province 
表 4. 安徽省城镇职工基本养老保险参保人数残差检验表 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

实际值 669.5 729 783.7 811.3 829.1 857.8 892.2 1078.39 1141.5 1217.06 1283.5 

预测值 669.5 695.23 743.94 796.05 851.82 911.49 975.34 1043.67 1116.78 1195.01 1278.72 

残差 0 33.77 39.76 15.25 22.72 53.69 83.14 34.72 24.72 22.05 4.78 

相对误差 0 0.046 0.051 0.019 −0.027 −0.063 −0.093 0.032 0.022 0.018 0.004 
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3.2.2. 关联度检验 
根据最小差：

( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0ˆmin 0X i X iα = − = 以及最大差：
( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0ˆmax 83.14X i X iβ = − = 代入公

式(6)，求得关联系数如表 5 所示。 
 

Table 5. Table of correlation coefficient of the number of urban workers participating in basic endowment insurance in An-
hui Province 
表 5. 安徽省城镇职工基本养老保险参保人数关联系数表 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

ω 1 0.552 0.511 0.732 0.647 0.436 0.333 0.545 0.627 0.653 0.897 

 
取 ρ = 0.5，根据公式(7)求得关联度 r = 0.632856 大于 0.6 表明检验程度满意。 

3.2.3. 后验差检验 
首先根据公式(8)求得原始序列 ( )0X 的均值和均方差 935.73X = ， 1 198.71S = ； 
再根据公式(9)求得残差 ( )0X̂ 的均值和均方差 1.41Y = ， 2 37.621S = ； 
根据公式(10)，求得方差比 2 1 0.1893 0.35C S S= = < 说明模型精度好。 

4. 安徽省城镇职工基本养老保险参保人数 GM(1,1)模型预测 

根据灰色预测 GM(1,1)模型对安徽省 2021~2024 镇职工基本养老保险参保人数进行预测，结果见表

6。灰色预测 GM(1,1)安徽省城镇职工基本养老保险参保人数模型为： 

( ) 0.0677078949924.4248 9254.9e 24ˆ 8221 kX k −+ =  

( )ˆ 1368.311 1X + = , ( ) 1ˆ 41 6 .152 1 4X + = , ( ) 1ˆ 51 6 .723 1 6X + = , ( ) 1ˆ 61 7 .484 1 6X + =  

 
Table 6. Prediction of the number of urban workers participating in basic endowment insurance in Anhui Province 
表 6. 安徽省城镇职工基本养老保险参保人数预测值 

年份(年) 2021 2022 2023 2024 

参保人数 1368.3 1464.15 1566.72 1676.48 

5. 结束语 

灰色预测是一种经济、可靠且预测精度很高的时间序列模型预测，对于参保人数来说，随着时间的

推移，未来人口结构、劳动力流动、延迟退休政策等，将会不断对系统造成影响，因此对于 GM(1,1)模
型的有预测意义的数据仅为原始数据后的一两个数据，更远的数据受系统扰动因素影响[4]。根据上述分

析发现城镇职工基本养老保险参保人数不断增加，参保人数增加有以下几点意义：1) 参保人数不断增加，

养老保险有效覆盖面进一步扩大。若要保持或继续增加，就必须做好新增就业人员和流动就业人员的参

保工作。2) 优化参保人员结构。参保人数增加有利于降低职工养老保险负担系数，稳定并优化人员结构，

部分缓解人口老龄化对养老保险制度的冲击。 
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