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摘  要 

本文研究了一类逐项分数阶耦合系统边值问题解的存在性和Ulam型稳定性，在积分边界条件下通过给出

合适的假设条件利用压缩映射原理和Schauder不动点定理得到系统解的存在唯一性，给出了边值问题

Ulam型稳定性的结论。最后给出例子说明结论的可行性。 
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Abstract 
In this paper, we study a class of fractional order boundary value problem solution of the coupled 
system existence and Ulam type stability, in the integral boundary conditions by giving appropri-
ate assumptions using compression mapping principle and Schauder fixed point theorem for the 
existence and uniqueness of the solution of the system, to give the conclusion of the boundary 
value problem of Ulam type stability. Example is given to illustrate the conclusion feasibility. 
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1. 引言 

分数阶微分方程描述了工程和科学领域的许多现象，例如物理学、化学、生物学、经济学、控制理

论、信号和图像处理、空气动力学、粘弹性、电磁学和流变学等，因此分数阶微分方程具有广泛的应用，

相关文献见[1]-[9]。具有逐项分数阶导数的微分方程在振动理论中有重大的意义，见参考文献[10] [11]。
在分数阶微分方程研究的过程中，经常用到的导数为 Riemann-Liouville 导数和 Caputo 导数，由于适型导

数具有整数阶导数的良好性质，因此适型导数从 2014 年被提出之后便开始被广泛研究，相关文献见[12] 
[13]。分数阶微分方程解的存在性和唯一性已经被大量研究，相关结论见参考文献[14] [15]。Hyers-Ulam
稳定性最早出现于函数方程，1940 年，Ulam 在文献[16]中第一次提出了“Ulam Stability problem”。1941
年，在文献[17]中这一问题被 Hyers D H 在 Banach 空间中解决了，自此以后这种稳定性就被称为

Hyers-Ulam 稳定性，并开始被广泛研究。相关文献见[17] [18] [19] [20] [21]。目前，在适型导数下，有关

逐项分数阶耦合系统的 Ulam 型稳定性的研究我们还未见到。因此本文致力于研究带积分边界条件的逐

项分数阶微分方程耦合系统的 Ulam 型稳定性以及解的存在唯一性。 
本文研究下列耦合系统： 
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解的存在唯一性以及 Ulam 型稳定性，其中， 1D is α + ， D is α 分别表示阶数为 1iα + ， iα 的适型分数阶导数，

0 1iα< ≤ ， ( )1, 2i iλ +∈ =� ， [ ] 2
1 2, : 0,1f f × →� �是连续函数， [ ]( )1 2, 0,1 ,g g C∈ ×� � 。 

2. 前期准备 

定义 2.1 (见[12]) 假设 ( ], 1n nγ ∈ + ， [ ): 0,u ∞ → �，对于 0t > ，u 是 n 阶可微的。则把 u 的 γ 阶导

数定义为： 

( )
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0
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n nn
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u t t u t
D u t

γ
γ

ε

ε

ε

+ −

→

+ −
=  

所给定的右侧极限存在。 
如果在 ( )0, a 上 u 是 γ 阶可微的，其中 0a > ， ( )

0
lim s

t
D u tγ

+→
存在，然后定义 ( ) ( )

0
0 lims s

t
D u D u tγ γ

+→
= 。 

如果 1λ = ，则 ( ) ( )1sD u t u t′= ，见参考文献[12]。 
引理 2.1 (见[13]) 令 ( ]0,1γ ∈ ，当 0t > 时， ,f g 是 γ 阶可微的，则 
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( ) ( ) ( ).s s sD fg f D g g D fγ γ γ= +  

引理 2.2 (见[22]) 令 0t > ，函数 ( )u t 是 γ 阶可微的当且仅当 u 是 ( )1n + 阶可微的，进一步说，下面

的关系式成立： 

( ) ( ) ( )11 .ns nD u t u tγ γ ++ −=  

引理 2.3 (见[13]) 令 [ ): ,f a ∞ →∞，在 ( ),a ∞ 上是两次可微的， 10 γ< ， 2 1γ ≤ 使得 1 21 2γ γ< + ≤ ，则

有下列关系式成立： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )21 2 1 2 1
21 .s s s sD f t D D f t t a D f tγγ γ γ γ γγ −+ = − − −  

在本文中 10 1γ< ≤ ， 2 1γ = 满足 10 γ< ， 2 1γ ≤ ， 1 21 2γ γ< + ≤ ，即 ( ) ( )( )1 11 1s s sD f t D D f tγ γ+ = 。 
定义 2.2 (见[12]) 连续函数 ( ): 0,f ∞ → �的 ( ), 1n nγ ∈ + 阶分数积分定义为： 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1
0

1 d
!

t ns s n n nI f t I t f t t s s f s s
n

γ γ γ+ − − − −= = −∫  

其中 1s nI + 是 1n + 重积分算子。 
引理 2.4 (见[12]) 设 ( ), 1n nγ ∈ + ， ( ): 0,f ∞ → �连续，则 0t > 时 ( ) ( )s sD I f t f tγ γ = 。 
引理 2.5 (见[22]) 设 ( ), 1n nγ ∈ + ， ( )0,u C∈ +∞ 具有 γ 阶导数，则 

( ) ( ) 0 1 ,s s n
nI D u t u t c c t c tγ γ = + + + ⋅⋅⋅ +  

这里 kc ∈�， 0,1, ,k n= � 。 
引理 2.6 设 [ ]1 2, 0,1h h C∈ ， ,a b∈�，则逐项分数阶微分方程边值问题： 
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存在唯一解 
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其中 
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证明：已知 ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1

1
1D Ds sx t x t h tα αλ+ + = ，根据引理 2.3 得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 1 1

1 1
1 1 1D .D D Ds s s sx t x t x t h tα α αλ λ+ + = + =  

对上式两边作用 1sIα ，可得： 

( ) ( ) ( )1
1

1
1 1 0 .s st cIx h tD αλ+ = −  
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即 

( )( ) ( )1 11 11
1 1 0e e e .s st t tx t h tD I cλ αλ λ= −  

对上式两边从 0 到 t 积分可得： 

( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1
1 1 0 10 0 0

e 0 e d e d d .
t t st s sx t x c s h sλ λ λ ατ τ τ−= − +∫ ∫ ∫  

从而 
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代入边界条件 ( )1 0 0x = 可得， 
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由边界条件 ( )1 1x a= 有， 
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类似可得 
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证毕。 
由引理 2.6 可得下面的引理成立。 
引理 2.7 边值问题(1)与积分方程 
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等价。 
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通过简单计算易得引理 2.8 成立。 
引理 2.8 对于 [ ]0,1t∈ ， ( ]0,1s C∈ 核函数 ( ) ( )1 2, , ,G t s G t s 满足 
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∂
 

由引理 2.8 可知， 
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引理 2.9 (见[23]) (Banach 压缩映射原理)设 ( ),X ρ 是一个完备的度量空间， F X⊆ 为闭集，映射

:P F F→ ，如果存在 0 1K< < ，使得对所有的 ,x y X∈ 都有 

( ) ( ), , ,Px Py K x yρ ρ≤  

则在 F 中存在唯一点 *x ，满足 * *Px x= ，称 *x 为映射 P 的不动点，并称 P 为压缩映射。 
引理 2.10 (见[24]) (Schauder 不动点定理)令 X 是一个实赋范线性空间， XΩ ⊂ 为非空有界闭凸子集，

又 :F Ω→Ω为全连续算子，则 F 在Ω中有不动点。 

3. 解的存在唯一性 

对于 [ ]0,1x C∈ ，定义范数
[ ]

( )
0,1

max
t

x x t
∈

= ，则 [ ]0,1C 为 Banach 空间，令 [ ] [ ]0,1 0,1X C C= × ，定义范

数 ( )1 2 1 2,x x x x= + ，则 X 在 ( )1 2,x x 下为 Banach 空间。 

定义算子 :T X X→ ，这里 ( )( ) ( )( )
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引理 4.4 :T X X→ 为全连续算子。 
证明：因为 1 2,f f 在 [ ] 20,1 ×� 和 1 2,g g 在 [ ]0,1 ×�上均是连续函数，根据引理 2.8，易得 :T X X→ ，

且 T 是连续的。 
令 XΩ ⊂ 是有界的，存在非负常数 1 2 3 4, , ,M M M M ，使得对任意的 [ ]0,1t∈ ， ( )1 2,x x ∈Ω有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 1 2 2 1 2 3 2 1 4, , , , , , , , , .f t x x M f t x x M g t x M g t x M≤ ≤ ≤ ≤  
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因此， 

( )1 1 2 1 1 3, .T x x N M M≤ +  

同理， 

( )2 1 2 2 2 4, .T x x N M M≤ +  

所以， ( )1 2 2 2 41 1 3,T x x N M N M M M+ ++≤ ，故 ( )T Ω 是一致有界的。 
因为 ( )e 1, 2it iλ− = 在 [ ]0,1 上是连续的，所以， ( )e 1,2it iλ− = 在 [ ]0,1 上是一致连续的。因此，对于给定

的 0ε > ，存在
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同理， ( )( ) ( )( )2 1 2 2 2 1 2 2, ,T x x t T x x t ε− < 。所以 ( )T Ω 是等度连续的，由 Arzela-Ascoli 定理知， ( )T Ω

是相对列紧的。 
因此，T 是全连续算子。 
证毕。 
下面给出以下假设： 
(H1) 存在常数 ( )0 1,2,3,4jl j> = ，使得对 [ ]0,1t∈ ， ( ), 1, 2i ix y i∈ =� 有 

( ) ( )1 1 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2, , , , ,f t x x f t y y l x y l x y− ≤ − + −  

( ) ( )2 1 2 2 1 2 3 1 1 4 2 2, , ,, ,f t x x f t y y l x y l x y− ≤ − + −  

( ) ( )1 2 1 2 5 2 2, , ,g t x g t y l x y− ≤ −  

( ) ( )2 1 2 1 6 1 1, , .g t x g t y l x y− ≤ −  

(H2) 存在非负函数 [ ]1, , , 0,1i i j ja b c d L∈ ， 0,1, 2i = ， 0,1j = ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] 2
1 1 2 0 1 1 2 2 1 2, , , , , 0,1 ,f t x x a t a t x a t x t x x≤ + + ∈ ×�  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] 2
2 1 2 0 1 1 2 2 1 2, , , , , 0,1 ,f t x x b t b t x b t x t x x≤ + + ∈ ×�  

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 2 0 1 2 2, , , 0,1 ,g t x c t c t x t x≤ + ∈ ×�  

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2 1 0 1 1 1, , , 0,1 .g t x d t d t x t x≤ + ∈ ×�  

为了方便，记 
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( ) ( )1 1

1 10 0
d , d , 0,1, 2,i i i ia a t t b b t t i= = =∫ ∫  

( ) ( )1 1

0 01 1
d , d , 0,1.j jj jc c t t d d t t j= = =∫ ∫  

1 1 21 10 0 1 0 10 ,a N b N c dΛ = + + +  

2 1 211 11 1 1 ,a N b N dΛ = + +  

3 1 212 2 11 1 .ba N N cΛ = + +  

定理 3.2 假设(H1)成立，如果 

{ }1 1 3 2 6 2 51 4 2m ,ax 1,N l N l N l l N l N l= + + <+ +  

则边值问题(1)存在唯一解。 
证明：对任意的 ( )1 2,x x ， ( )1 2,y y X∈ ， [ ]0,1t∈ 有 
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因此， 

( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 2 1 5 2 2, , .T x x T y y l N x y l N l x y− ≤ − + + −  

类似地， 

( ) ( ) ( )3 22 1 2 2 1 2 1 1 2 26 4 2 ., ,T x x T y y l N l x y l N x y+− ≤ − + −  

从而 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2

1 1 3 2 6 1 1 2 1 4 2 5 2 2

1 2 1 2

, ,

, , .

T x x T y y

l N l N l x y l N l N l x y

N x x y y

−

≤ + + − + + + −

≤ −

 

由于 1N < ，所以，根据 Banach 压缩映射原理可知边值问题(4.1)存在唯一解。 
证毕。 
定理 3.4 假设(H2)成立，如果 { }2 3max , 1Λ Λ < ，则边值问题(1)在 X 中至少存在一个解。 

证明：因为 { }2 3max , 1Λ Λ < ，所以， { }2 31 max , 0− Λ Λ > 。令
{ }

1

2 31 max
r Λ
≥

− Λ + Λ
， 

( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2 1 2, | , , ,rB x x x x X x x r= ∈ ≤ ，因此 rB 在 X 上是有界闭凸集。 
对于 ( ) [ ]1 2, , 0,1rx x B t∈ ∈ ，我们有 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )

1 1
1 1 2 1 1 1 2 1 20 0

1 1 1 110 0 1 2 1 21 1 11

, , , , d , d

.

T x x t G t s f s x s x s s g s x s s

N a c N a x N a c x

≤ +

+ + + +≤

∫ ∫
 

同理 

( )( ) ( )2 1 2 1 1 11 12 0 0 2 2 2 2 1 1 1, .T x x t N b d N b x N b d x≤ + + + +  
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因此， 

( )( ) ( )
( )

{ } ( )

1 1 2 1 1 1 11 1 11 1

1 1 11 1

1

0 0 1 2 1 2

2 0 0 2 2 2 2 1

2 1 3

1 1

2

1 2 3 1 2

,

max , , .

T x x t N a c N a x N a c x

N b d N b x N b d x

x x

x x

≤ + + + +

+ + + + +

= Λ + Λ + Λ

≤ Λ + Λ Λ

 

所以 

( ) { }
1

1 2
2 3

, .
1 max ,

T x x rΛ
≤ ≤

− Λ Λ
 

从而， ( )r rT B B⊂ 。 
通过引理 3.1 可知，T 是全连续的，由 Schauder 不动点定理可知边值问题(1)在 X 中至少存在一个解，

且其解是有界的。 
证毕。 

4. 解的 Ulam 型稳定性 

这部分主要研究边值问题(1)的 Ulam-Hyers 稳定性和 Ulam-Hyers-Rassias 稳定性。 
对任意 1 2, 0ε ε > ， [ ]( )1 2, 0,1 ,Cϕ ϕ +∈ � ，记 { }1 2max , 0ε ε ε= > ， ( ) ( ) ( ){ }1 2max ,t t tϕ ϕ ϕ= ，则

[ ]( )0,1 ,Cϕ +∈ � ，考虑： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1 1

2 2

1 1 1 1 1 2 1 1

2 2 2 2 1 2 2 2

1
1 1 1 20

1
2 2

1

1

2 10

, , , 0 1, 0,1 ,

, , , 0 1, 0,1 ,

0 0, 1 , d ,

0 0, 1 , d ,

s s

s s

z t z t f t z t z t t

z t z t f t z t z t t

z z g s z s s

z z

D D

D D

g s z s s

α α

α α

λ ε α

λ ε α

+

+

+ − ≤ < ≤ ∈

+ − ≤ < ≤







∈

= =

=


=






∫

∫

            (3) 

和 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1 1

2 2

1 1 1 1 1 2 1 1

2 2 2 2 1 2 2 2

1
1 1 1 20

1
2 2

2

2

1

0

1

1

1, , , 0 1, 0,1 ,

, , , 0 1, 0,1 ,

0 0, 1 , d ,

0 0, 1 , d .

s s

s s

z t z t f t z z t

z t z t f t z z t

z z g s z s s

z

D D t t t

D D

z g s z s s

t t t

α α

α α

ϕλ

ε ϕ

ε α

λ α

+

+

+ − ≤ < ≤ ∈

+ − ≤ < ≤ ∈

= =

=







=






∫

∫

          (4) 

注 4.1 函数 ( )1 2,z z X∈ 是不等式组(3)的一个解当且仅当存在一个函数 [ ]( )0,1 , , 1, 2ih C i∈ =� ，使得 
1) ( ) [ ], 0,1 ;i ih t tε≤ ∈  
2) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]1 2

1 , , , 0,1 ;i i
i i i i

s
i

sz t z t f t z t z tD t h tDα αλ+ + = + ∈  
3) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1

1 2 1 1 2 2 2 10 0
0 0, 0 0, 1 , d , 1 , d .z z z g s z s s z g s z s s= = = =∫ ∫  

注 4.2 函数 ( )1 2,z z X∈ 是不等式组(4)的一个解当且仅当存在函数 ( ) [ ]( )0,1 , , 1, 2ih t C i∈ =� � ，使得： 
1) ( ) ( ) [ ], 0,1 ;i i ih t t tε ϕ≤ ∈�  
2) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]1 2

1 , , , 0,1 ;i i
i i i i

s
i

sz t z t f t z t z tD tD h tα αλ+ + = + ∈�  
3) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1

1 2 1 1 2 2 2 10 0
0 0, 0 0, 1 , d , 1 , d .z z z g s z s s z g s z s s= = = =∫ ∫  
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定义 4.1 若存在常数 1 0K > ，使得对任意的 0ε > ，( )1 2,z z X∈ 满足不等式组(3)，存在 ( )1 2,x x X∈ 为

边值问题(1)的解，使得 

( ) ( )1 2 1 2 1, , .z z x x K ε− ≤  

则称边值问题(1)中的方程具有 Ulam-Hyers 稳定性。 
定义 4.2 若存在常数 2 0K > ，使得对任意的 0ε > ， ( ) [ ]( )0,1 ,t Cϕ +∈ � ，( )1 2,z z X∈ 满足不等式组(4)，

存在 ( )1 2,x x X∈ 为边值问题(1)的解，使得： 

( ) ( ) ( ) [ ]2 , 0,1 , 1, 2.i iz x K t t it t εϕ− ≤ ∈ =  

则称边值问题(1)关于 ( )tϕ 具有 Ulam-Hyers-Rassias 稳定性。 
为了方便，记 ( )( ) ( )( )1 1 4 2 23 2 56 11 1l N l N l N l l N l∆ = − − − + + 。 
定理 4.1 假设(H1)成立，且 1N < ，则边值问题(1)是 Ulam-Hyers 稳定的。 
证明：令 ( )1 2,z z X∈ 是不等式组(3)的解，由于(H1)成立，且 1N < ，由定理 3.2 可得，边值问题(1)

有唯一解。令 ( )1 2,x x X∈ 为边值问题(1)的唯一解，从注 4.1 可知边值问题 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1 1

2 2

1 1 1 1 1 2 1

2 2 2 2 1 2 2

1
1 1 1 20

1
2

1

2 2 10

1

, , , 0,1 ,

, , , 0,1 ,

0 0,

D D

D

1 , d ,

0 0, 1 , d

D

s s

s s

z t z t f t z t z t h t t

z t z t f t z t z t h t t

z z g s z s s

z z g s z s s

α α

α α

λ

λ

+

+

+ = + ∈

+ = + ∈

= =







 = =





∫

∫

 

的解可以写为： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1

1

1 1
1 1 1 1 2 1 1 20 0

1 e, , , d , d ,
1 e

t

z t G t s f s z s z s h s s g s z s s
λ

λ

−

−

−
= − + +

−∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2

2

1 1
2 2 2 1 2 2 2 10 0

1 e, , , d , d .
1 e

t

z t G t s f s z s z s h s s g s z s s
λ

λ

−

−

−
= − + +

−∫ ∫  

则对于 [ ]0,1t∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )

1

1

1

1

1 1
1 1 1 1 1 2 1 1 20 0

1 1
1 1 1 2 1 20 0

1 1
1 1 1 1 1 2 1 1 20 0

1
1 2 1 20

1 1 1 1 1 1 2 2 2

1 e, , , d , d
1 e

1 e, , , d , d
1 e

, d , , , , , d

, , d

t

t

z t x t G t s f s z s z s h s s g s z s s

G t s f s z s z s s g s x s s

G t s h s s G t s f s x s x s f s z s z s s

g s z s g s x s s

N N l x z l x z

λ

λ

λ

λ

ε

−

−

−

−

−
− ≤ − + +

−

−
+ −

−

≤ + −

+ −

≤ + − + −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫
5 2 2 .l x z+ −

 

从而 

( ) ( )1 1 1 1 2 1 5 2 2 1 11 .l N x z l N l x z Nε− − − + − ≤                          (5) 

类似地， 

( ) ( )4 2 2 2 3 2 6 1 1 2 21 .l N x z l N l x z Nε− − − + − ≤                         (6) 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.114207


陈张丽，贾梅 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.114207 1912 应用数学进展 
 

由于 1N < ，所以 1 1 3 2 61 0l N l N l− > + > ， 4 2 2 1 51 0l N l N l− > + > 。故 0∆ > 。 
由(5)可得， 

( )( )1 1 1 1 2 1 5 2 2
1 1

1 .
1

x z N l N l x z
l N

ε− ≤ + + −
−

                         (7) 

由(6)可得， 

( )( )2 2 2 2 3 2 6 1 1
4 2

1 .
1

x z N l N l x z
l N

ε− ≤ + + −
−

                        (8) 

根据(7)、(8)可得， 

( ) ( )( )

( )
( )( )

( )( )
( )( )

1 1 1 1 2 1 5 2 2 3 2 6 1 1
1 1 4 2

2 2 1 5 2 1 5 3 2 61
1 2 1 1

1 1 1 1 4 2 1 1 4 2

1 1
1 1

.
1 1 1 1 1

x z N l N l N l N l x z
l N l N

N l N l l N l l N lN x z
l N l N l N l N l N

ε ε

ε ε

 
− ≤ + + + + − − − 

+ + +
= + + −

− − − − −

 

所以， 

( )( )
( )( )

( )
( )( )

2 1 5 3 2 6 2 2 1 51
1 1 1 2

1 1 4 2 1 1 1 1 4 2

1
1 1 1 1 1

.
l N l l N l N l N lNx z

l N l N l N l N l N
ε ε

+ + +
− − ≤ +

− − − − −

 
  
 

 

即 

( )( )
( )

( )( )
2 2 1 51

1 1 1 2
1 1 4 2 1 1 1 1 4 21 1 1 1 1

.
N l N lNx z

l N l N l N l N l N
ε ε

+∆
− ≤ +

− − − − −
 

从而， 

( ) ( )

( ) ( )( )

2 1 5 24 2 1
1 1 1 2

4 2 1 2 1 5 2

1

1 1 .

l N l Nl N N
x z

l N N l N l N

ε ε

ε

+−
− ≤ +

∆ ∆

≤ − + +
∆

 

代入(8)可得， 

( ) ( )( )2 2 3 2 6 1 1 1 2
1 1 .x z l N l N l N N ε− ≤ + + −
∆

 

故， 

( ) ( )

( ) ( )( )
1 2 1 2 1 1 2 2

4 2 3 2 6 1 1 1 2 1 5 2

1

, ,

1 1 1

.

x x z z x z x z

l N l N l N l N l N l N

K

ε

ε

− = − + −

≤ − + + + − + +
∆

=

 

这里 ( ) ( )( )1 4 2 3 2 6 1 1 1 2 1 5 2
1 1 1K l N l N l N l N l N l N= − + + + − + +
∆

，因此，耦合系统(1)是 Ulam-Hyers 稳定的。 

证毕。 
与定理 4.1 证明类似可得定理 4.2 成立。 
定理 4.2 假设(H1)成立，如果存在 0ik > ，使得 ( ) ( )1

0
di i ik tϕ τ τ ϕ≤∫ ，且 1N < ，则边值问题(1)关于

( )tϕ 是 Ulam-Hyers-Rassias 稳定的。 
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5. 例子 

例 1 考虑下列逐项分数阶耦合系统边值问题： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 2

2

3 1
2 2

4 1
3

2 2 1

1
1 1 20

1
2 2 10

3

1100 cos 1, 0,1 ,
10

1200 3sin , 0,1 ,
2 2

10 0, 1 1 d ,
25

10 0, 1 10 d .
1

 

00

s s

s s

x t x t x t x t t

x t x t x t x t t

x x x t s

D

x t s

D

D D

x x

+ = + + ∈

+ = + + ∈

 = = + 
 
 =




 π




= + 
 




 π

∫

∫

                (4.4) 

令 1
1
2

α = ， 2
1
3

α = ， 1 100λ = ， 2 200λ = ， 

( ) ( )1 1 2 1 2 2 1 2 2 1
1 1, , cos 1, , , 3sin ,

10 2 2
f t x x x x f t x x x x=

π
= + + + +  

( ) ( )1 2 2 2 1 1
1 1, 1, , 10 ,
25 100

g t x x g t x x= + + π=  

( ) ( ) ( )0 1 2
1 1 1cos , cos , cos ,

10 100 1000
a t t a t t a t t= = =  

( ) ( ) ( )0 1 2
1 1 1sin , sin , sin ,

10 100 1000
b t t b t t b t t= = =  

( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1
1 1 1, , , .
2 10 100

c t t c t t d t t d t t= = = =  

可得： 

0 1 11
1

1 2
2

1 1 1 1 10.01, 0.005, sin1, sin1, sin1,
10 100 1000

a a a
λ λ

= = = = =  

( ) ( ) ( )0 01 11 121

1 1 1 11 cos1 , 1 cos1 , 1 cos1 , ,
10 100 1000 2

b b b c= − = − = − =  

11 1 10 1

1 1 1, , .
4 20 200

c d d= = =  

从而 1 0.02N = ， 2 0.015N = 。 
又由于， 

( ) ( )1 1 2 1 1 2 1 1 2 2

1 1 2 2

1, , , , cos cos
10

1 .
10

f t x x f t y y x y x y

x y x y

− ≤ − + −

≤ − + −
 

( ) ( )1 1 2 1 1 2 2 2 1 1

2 2 1 1

, , , , 3 sin sin
2

3 .
2

f t x x f t y y x y x y

x y x y

− ≤ − + −

≤ − + −

π

π
 

( ) ( )1 2 1 2 2 2
1, , .
25

g t x g t y x y− ≤ −  
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( ) ( )2 1 2 1 1 1
1, , .

100
g t x g t y x y− ≤ −  

所以， 1 1l = ， 2
1

10
l = ， 3 3l = ， 4 2

l =
π
， 5

1
25

l = ， 6
1

100
l = 。 

由于， 

{ } { }2 41 1 3 2 6 1 2 5max max 0.0750,0.0656 0.0750 1.,N l N l N l l N l N l = =+ + + <+=  

根据定理 3.2 可知，边值问题(10)存在唯一解. 根据定理 4.1 可知，边值问题(10)是 Ulam-Hyers 稳定的。 
通过计算可得： 

2 1 1 1 2 11 1 1 0.0050.a N b N dΛ = + + ≈  

3 1 2 11 12 12 0.2500.a N b N cΛ = + + ≈  

因此， 

{ }2 3 3max , 0.2500 1.Λ Λ = Λ ≈ <  

根据定理 3.3 可知边值问题(10)至少存在一个解。 
取 1 2k = ， 2 1k = ， ( )1 sint xϕ = + π， ( )2 cos 5t xϕ = + ，从而有 

( ) ( )( )1
1

1

0 0
d sin d 1 cos1.t t x t tϕ π +π= + = −∫∫  

又 ( )12 2 2sin 1 cos1t xϕ π π= + > + − ，故， 

( ) ( )1
1 10

d 2 .tt tϕ ϕ≤∫  

同理， 

( ) ( )1
220

d .t t tϕ ϕ≤∫  

所以，由定理 4.2 可知边值问题(10)是 Ulam-Hyers-Rassias 稳定的。 
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