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摘  要 

本文研究了一类具有Φ-Laplace算子和奇异非线性项的拟线性椭圆型方程正解的存在性及相关问题。利

用临界点理论、截断技巧和比较原理，证明了解的分歧性；进一步得到了最小正解的存在性及其关于参

数λ的单调性和连续性。 
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Abstract 
In this paper, we study the existence of positive solutions and related problems for a class of qua-
silinear elliptic equations with Φ-Laplacian operator and singular nonlinearity. We obtain the bi-
furcation of solutions by using critical point theory, appropriate truncation and comparison tech-
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niques. Furthermore, we obtain the existence of the smallest positive solution and the monotonic-
ity and continuity with respect to parameter λ. 
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1. 引言 

考虑如下具有 Φ-Laplace 算子的奇异拟线性椭圆型方程正解的存在性、多重性和分歧性 

( ), ,    ,
0,                                 ,
0,                                 ,

u u f x u x
u x
u x

ηλ −
Φ−∆ = + ∈Ω


> ∈Ω

 = ∈∂Ω

                            ( Pλ ) 

其中 ( )3N NΩ ⊂ ≥� 是带有 2C 边界的有界区域， ( )( )divu u uφΦ∆ = ∇ ∇ 是 Φ-Laplace 算子， 

( ) ( )
0

d
t

t s s sφΦ = ∫ ， 0λ > ， 0 1η< < 。 
在过去几十年里，已有一些学者研究了如下形式的拟线性椭圆型方程 

( ) , ,
0, ,
u f u x

u x
λΦ−∆ = ∈Ω


= ∈∂Ω

                               (1.1) 

其中 ( )f uλ 关于 u 是非奇异的，如文献[1]等。当 ( )2N NΩ ⊂ ≥ 是带有光滑边界的有界区域， 

( ) ( )
* 2 ,f u u u f x uλ λ −= +�

， ( )* 1N N
N

= < <
−
�

� �
�

， 0λ > 时，文献[2]利用对称山路定理和集中紧性原理 

证明了方程(1.1)非平凡解的多重性。对于 NΩ = � ，Fukagai 等学者在文献[3]中利用变分法证明了方程(1.1)
正解的存在性，其中 ( )f uλ 包含临界增长情形。 

关于椭圆型方程解的分歧性的研究，Ambrosetti 等在文献[4]中首先建立了半线性 Dirichlet 问题解的

分歧性，然后学者Guo等推广到p-Laplace算子，如文献[5]，其中 ( ) s rf u u uλ λ= + ，0 1s p r< < − < ， 0λ > 。 
对于非线性项具有奇异的情形，研究成果也有很多，如文献[6] [7] [8]。当1 q p< < ，在文献[8]中，

Papageorgiou 等利用临界点理论和截断技巧证明了如下 ( ),p q -Laplace 方程正解的存在性和分歧性 

( ), , ,
0,  ,
0,  ,

p qu u u f x u x
u x
u x

ηλ −−∆ − ∆ = + ∈Ω


> ∈Ω
 = ∈∂Ω

 

其中 ( )3N NΩ ⊂ ≥ 是带有 2C 边界的有界区域， 0λ > ， 0 1η< < ， ( ),f x u 关于 u 在无穷远处呈线性增

长。 
现在给出函数φ和函数 f 的基本假设。函数 ( ) ( ): 0, 0,φ +∞ → +∞ ， ( )2Cφ ∈ Ω ，且满足下列条件 
( 1φ ) 当 0t +→ 时， ( ) 0t tφ → ；当 t → +∞时， ( )t tφ →∞； 
( 2φ ) ( )t tφ 在 ( )0,+∞ 上是严格增的； 
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( 3φ ) 存在常数 ( ), 1,m N∈� ，使得对于任意的 0t > ，成立 

( )( )
( )

( )( )
( )

* *

0 0
0 1: inf sup : 1 1, ;

t t

t t t t Nm
t t N

φ φ
φ φ> >

′ ′
< − = ≤ = − < − =

−
�

� � �
�

 

( 4φ ) 存在常数 0 0c > ，使得
( )

02lim mt

t
c

t
φ

−→+∞
≥ 。 

进一步，假设 

( )H f : :f Ω× → 是 Carathéodory 函数，当 0t ≤ 时， ( ), 0f x t = ，且 
1) 存在函数 ( ) ( )a x L∞∈ Ω ， ( )*,r m∈ � ，使得 ( ) ( )( )1, 1 rf x t a x t −≤ + ， ( ),x t +∀ ∈Ω× ； 

2) 
( ),

lim mt

F x t
t→+∞

= +∞对几乎所有的 x∈Ω一致成立，其中 ( ) ( )
0

, , d
t

F x t f x s s= ∫ ； 

3) 存在
( ) *,

N r
τ

− 
∈ 
 

�
�

�
，τ > �，使得

( ) ( ), ,
0 liminf

t

f x t t mF x t
c

tτ→+∞

−
< ≤ 对几乎所有的 x∈Ω一致成

立； 
4) ( )1

0
lim , 0
t

t f x t
+

−

→
=� 对几乎所有的 x∈Ω一致成立，存在 ( ),mβ ∈ � ， β τ< ，使得 

( ) 1

0
ˆliminf , 0

t
f x t t β η

+

−

→
≥ > ； 

5) 对于任意的 0σ > ，存在 ˆ 0σξ > ，使得对于几乎所有的 x∈Ω，函数 

( ) 1ˆ, mt f x t tσξ
−→ +  

在 [ ]0,σ 上是非减的。 
注记 1.1：由条件 ( )H f  2)，3)知， ( ),f x t 在 +∞处为 ( )1m − 次超线性增长，故不满足一般的(AR)

条件。例如，考虑函数 :f + → 不依赖于 x，常数 0C > ， ( )f t 定义为 

( )
1

1 1

,                   0 1,
ln ,      1.m

Ct t
f t

t t Ct t

β −

− −

 ≤ ≤= 
+ >

�
 

容易验证函数 ( )f t 满足条件 ( )H f 但不满足(AR)条件。 
在叙述本文的主要结果之前，先定义下列几类集合 

( ) ( )int | : 0, ; 0, ,uC u u C u x x x x
n+ +
∂ = ∈ > ∀ ∈Ω < ∀ ∈∂Ω 
∂ 

 

其中 ( )n x 是边界 ∂Ω上在 x 点处的单位外法向量， ( ){ }1
0| : 0,C u u C u x+ = ∈ Ω ≥ ∈Ω ；定义 

{ }0, SλλΛ = > ≠ ∅ ，其中 ( ) ( ){ }1,
0|S u u W Pλ λ
Φ= ∈ Ω 是问题 的正解 ； ( ) ( ){ }1,

0: : 0K u W uϕ ϕΦ ′= ∈ Ω = 。

( )1,
0W Φ Ω 的定义将在下节中给出。 

定理 1.1：设( 1φ )~( 4φ )和 ( )H f 成立，则存在 * 0λ > ，使得下列结论成立： 
a) 当 ( )*0,λ λ∈ 时，问题( Pλ )至少存在两个正解 ˆ, intu u C+∈ ，且 ˆu u≤ ， ˆu u≠ ； 
b) 当 *λ λ= 时，问题( Pλ )至少存在一个正解

*
int Cuλ +∈ ； 

c) 当 *λ λ> 时，问题( Pλ )无正解。 
定理 1.2：设( 1φ )~( 4φ )和 ( )H f 成立，则当 ( *0,λ λ ∈ 时，问题( Pλ )存在最小正解 * intu Cλ +∈ 。 
定理 1.3：设( 1φ )~( 4φ )和 ( )H f 成立，若 ( *0,λ λ ∈ ， ( )* 1

0u Cλ ∈ Ω 为问题( Pλ )的最小正解，则 *uλλ �
是严格增和左连续的，即若 µ λ< ，则 * * intu u Cλ µ +− ∈ ，且对任意的 ( )n nλ λ−→ →∞ ，有 ( )* 1

0
*

n
u Cu λλ → ∈ Ω 。 
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2. 预备知识和基本引理 

符号：记 C 表示正常数，在不同处出现时可能不相同。 
设 NΩ ⊂  是带有 2C 边界的有界区域，记 ( ) ( ){ }| : , dL u u u xΦ Ω

Ω = Ω→ Φ < ∞∫�是可测的 ，在

( )LΦ Ω 上定义 Luxemburg 范数
( )

inf 0 | d 1
k

u x
u k x

kΦ Ω

   = > Φ ≤      
∫ 。 

记 ( ) ( ) ( ){ }1, | , , 1, ,iW u u L D u L i NΦ
Φ ΦΩ = ∈ Ω ∈ Ω = � ，在 ( )1,W Φ Ω 上定义范数 

1, .u u u
Φ Φ Φ
= + ∇  

记 ( )1,
0W Φ Ω 是 ( )0C∞ Ω 在 ( )1,W Φ Ω 中的闭包。易知， ( )LΦ Ω 和 ( )1,W Φ Ω 是可分的、自反的 Banach 空间(参

见文献[9])。 
根据( 3φ )和 Poincaré 不等式可以得到定义在 ( )1,

0W Φ Ω 上的范数 :u u
Φ

= ∇ 与 1,u
Φ
等价。 

若 

( ) ( )
1 1

1 1 1
0 1

d ,   d ,
N N

N Ns s s s s s
+ +

− −+∞− −Φ < +∞ Φ = +∞∫ ∫  

则称 *Φ 是Φ 的 Sobolev 共轭 N-函数，其中 *Φ 满足 ( ) ( )
1

1 1
* 0

d
N

t Nt s s s
+

−− −Φ = Φ∫ ， 0t ≥ ，且当 0t < 时， 

( ) ( )* *t tΦ = Φ − 。 

记 ( )LΦ Ω 的对偶空间为 ( )LΦ Ω� ，即 ( )( ) ( )*
L LΦ ΦΩ = Ω�  (参见文献[9])，且 ( ) ( ){ }

0
max

s
t ts s

≥
Φ = −Φ� ，

0t ≥ 。 

注记 2.1：如果对于所有的 0ν > ，都有
( )
( )*

lim 0
t

t
t

ν
→∞

Ψ
=

Φ
，则称 N-函数Ψ在无穷远处比 *Φ 增长得更慢， 

记 *Ψ Φ� 。如果 *Ψ Φ� ，则 ( ) ( )1,
0W LΦ

ΨΩ Ω  (参见文献[10]，符号“”表示“紧嵌入”，符

号“”表示“连续嵌入”)。进一步，有 ( ) ( )
*

1,W LΦ
ΦΩ Ω 。在条件( 1φ )~( 3φ )下，还有： 

( ) ( ) ( )mL L LΦΩ Ω Ω�  ， ( ) ( )*

*
L LΦ Ω Ω�  (参见文献[11])。 

注记 2.2：在条件( 1φ )~( 3φ )下，可以推得 

( )
( )

( )
( )

2

2 2,  ,  0.
t t t t

m m t
t t

φ φ
φ
′

− ≤ ≤ − ≤ ≤ >
Φ

� �  

此外，还可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

4 2 ,

4 2 ,  0.

t t m t t m t

t t t t t t

φ φ φ

φ φ φ

′′ ′≤ − + −

′′ ′≥ − + − ≥� �
 

下面给出本文需要的几个基本引理。 
引理 2.1 ([3])：设( 1φ )~( 3φ )成立，对 0t ≥ ，令 

( ) { } ( ) { }2 2 2 2
0 1min , ,   max , ,m mt t t t t tη η− − − −= =� �  

则对于任意 , 0tρ > ，成立 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1t t tη φ ρ φ ρ η φ ρ≤ ≤ 。 
引理 2.2 ([3])：设( 1φ )~( 3φ )成立，对 0t ≥ ，令 

( ) { } ( ) { }2 3min , ,   max , ,m mt t t t t tη η= =� �  
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则对于任意 , 0tρ > ， ( )u LΦ∈ Ω ，成立 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 3,  d .t t t u u x uη ρ ρ η ρ η η
Φ ΦΩ

Φ ≤ Φ ≤ Φ ≤ Φ ≤∫  

引理 2.3 ([11])：设( 1φ )~( 3φ )成立，则 Φ−∆ 是( S+ )型算子，即对任意给定的序列{ } ( )1,
0nu W Φ⊆ Ω ，若

nu u ，且 limsup , 0n n
n

u u uΦ
→∞

−∆ − ≤ ，则在 ( )1,
0W Φ Ω 中有 nu u→ 。 

对 t∈，记 { }max 0,t t± = ± ；对 ( )1,
0u W Φ∈ Ω ，定义 ( ) ( )u x u x ±± = ，那么 

( )1,
0 ,  ,  .u W u u u u u u± Φ + − + −∈ Ω = − = +  

定义 2.1：对给定 1 2, :h h Ω→ 是可测函数，如果对每一个紧集 K ⊂ Ω，存在常数 0Kc > ，使得对几

乎处处的 x K∈ ，成立 

( ) ( )2 10 ,Kc h x h x< ≤ −  

则记 1 2h h≺ 。 
给定集合 ( )1,

0S W Φ⊆ Ω ，如果对每一对 ( )1 2,u u S S∈ × ，都可以找到 u S∈ ，使得 1u u≤ ， 2u u≤ ，则

称集合 S 为下有向集。 
给定 ( )1,

0,u v W Φ∈ Ω ，且 u v≤ ，定义 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ){ }
[ ) ( ) ( ) ( ){ }

1,
0

1,
0

, : , . . ,

: , . . .

u v h W u x h x v x a e x

u h W u x h x a e x

Φ

Φ

= ∈ Ω ≤ ≤ ∈Ω

= ∈ Ω ≤ ∈Ω
 

定义 2.2：设 X 是 Banach 空间， ( )1 ,C Xϕ ∈  。若序列{ } 1n n
u X

≥
⊂ 满足 ( ){ } 1n n

uϕ
≥
在上有界，且

当 n →∞时，( ) ( )1 0n nXu uϕ′+ →  (在 *X 中)，则称序列{ } 1n n
u

≥
为泛函ϕ 的 Cerami 序列。若对任意 Cerami

序列{ } 1n n
u

≥
都存在强收敛子列，则称泛函 ( )uϕ 满足 Cerami 条件。 

若函数 ( )1,
0u W Φ∈ Ω ， 0u ≥ ， 0u ≠ ，使得对任意 ( )1,

0v W Φ∈ Ω 且满足 ( )1u v Lη− ∈ Ω ，成立 

( ) ( )d d , d ,u u v x u v x f x u v xηφ λ −

Ω Ω Ω
∇ ∇ ∇ = +∫ ∫ ∫  

则函数 u 是问题( Pλ )的弱解。 
容易验证，问题( Pλ )对应的能量泛函为 ( )1,

0:J Wλ
Φ Ω →   

( ) ( ) ( )1d d , d ,
1

J u u x u x F x u xη
λ

λ
η

−

Ω Ω Ω
= Φ ∇ − −

−∫ ∫ ∫  

其中 ( ) ( )
0

, , d
t

F x t f x s s= ∫ 。显然，奇异项的存在导致能量泛函 ( )J uλ 不是 1C 的，从而我们不能直接对泛

函 ( )J uλ 运用临界点理论中的极小极大定理。为了克服这一困难，我们通过研究相应的辅助问题，结合

截断技巧和比较原理来去除奇性。 
为此，先考虑如下纯奇异的辅助问题 

,      ,
0,                   ,
0,                   .

u u x
u x
u x

ηλ −
Φ−∆ = ∈Ω


> ∈Ω

 = ∈∂Ω

                               ( Qλ ) 

考虑 Banach 空间 ( ) ( ){ }0 : 0C u C u
∂Ω

Ω = ∈ Ω = ，正锥 ( ) ( ){ }0 : 0,K u C u x x+ = ∈ Ω ≥ ∈Ω ，它的非空内部为

( ) ( ){ }int : 0, . . ,u uK u K c s t c d x u x+ += ∈ ∃ > ∂Ω ≤ 。 
根据文献[12]中引理 14.16 知存在 0δ > ，使得 ( ) ( )2,d x C δ∂Ω ∈ Ω ，其中 ( ){ }: ,x d xδ δΩ = ∈Ω ∂Ω < 。

因此， ( ), intd x C+∂Ω ∈ 。再根据文献[13]的命题 4.1.22 知对 intu C+∈ ，存在常数 0 u uc c< ≤ � ，使得 
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( ) ( ), , ,u uc d x u c d x∂Ω ≤ ≤ ∂Ω�  

从而有 intu K+∈ 。 
给定 0s N> ，设 1̂λ 是 ( )( )1,

0,W Φ
Φ−∆ Ω 的第一特征值， 1̂u 是对应的特征函数。根据正则性理论(参见文

献[14])和极大值原理(参见文献[15])可得 1̂ intu C+∈ ，从而有 0

1

1̂
su K+∈ 。再次利用文献[13]的命题 4.1.22，

可以找到 ˆ 0uc > ，使得对任意 intu K+∈ ，有 0

1

1̂ ˆ0 s
uu c u≤ ≤ ，即 0

1ˆ ˆ s
uu c u

η
η η

−
− ≤ 。根据文献[16]的引理可知 

( )0 .su Lη− ∈ Ω                                    (2.1) 

引理 2.4：设( 1φ )~( 4φ )成立，对每一个 0λ > ，则存在 intu Cλ +∈ 是问题( Qλ )的唯一解，且映射 uλλ �
是非减的，即若 0 µ λ< < ，则 u uµ λ≤ 。 

证明：首先，证明问题( Qλ )存在解。根据文献[17]中引理 3.6 可得，对任意 0z > ，下述拟线性 Dirichlet
问题存在唯一解 ( )1,

0u W Φ∈ Ω�  

,      ,
0,             .
u z x

u x
Φ−∆ = ∈Ω

 = ∈∂Ω
 

进一步，由正则性理论和极大值原理可得 intu C+∈� 。 

固定 0λ > ，则存在 ( )0 0,1z ∈ ，使得 0 z
u η λ−< ≤
�

， ( )00,z z∈ ，故 u z u ηλ −
Φ−∆ = ≤� � 。 

接下来，考虑如下截断函数 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,      ,
,

,      ,

u x u x u x
g x u x

u x u x u x

η

λ η

λ

λ

−

−

 ≤= 
<

� �

�
 

那么方程 ( )( ),u g x u xλΦ−∆ = ∈Ω 对应的能量泛函为 

( ) ( ) ( )( ) ( )1,
0, d ,  ,I u u G x u x u Wλ λ
Φ

Ω
= Φ ∇ − ∈ Ω∫  

其中 ( ) ( )
0

, , d
t

G x t g x s sλ λ= ∫ 。容易验证泛函 ( )I uλ 是 1C 、强制且弱下半连续的，因此，存在极小值点

( )1,
0u Wλ
Φ∈ Ω ，使得对任意 ( )1,

0v W Φ∈ Ω ，成立 

( ) ( )d , d .u u v x g x u v xλ λ λλφ
Ω Ω

∇ ∇ ∇ =∫ ∫                          (2.2) 

在(2.2)式中取 v uλ
−= − 作为测试函数便得到 0uλ ≥ 。利用 ( )H f 和引理 3.3，取

2
tu u= �，当 t 足够小时，

有 

1, max , 0.
2 2 2 2 2 2

m
mt t t t t tI u u G x u u u u η

λ λ
λ −

Ω Ω Ω

           = Φ ∇ − ≤ − <          
           

∫ ∫ ∫
�

�� � � � � �  

因此，存在 0 0t > ，使得 ( )0 0I t uλ <� 。由于 ( )
( )

( ) ( ) ( )
1,
0

0min 0 0
u W

I u I u I t u Iλ λ λ λλ Φ∈ Ω
= ≤ < =� ，故 0uλ ≠ 。 

在(3.2)式中取 ( )v u uλ
+= −� 作为测试函数，有 

( ) ( ) ( ) ( ) .u u u u u u u uλ λ λ λφ φ+ +

Ω Ω
∇ ∇ ∇ − ≥ ∇ ∇ ∇ −∫ ∫� � � �  

由( 2φ )可得 u uλ≤� ，故 ( )1,
0u Wλ
Φ∈ Ω 是问题( Qλ )的解，进一步，由正则性理论和极大值原理知 intu Cλ +∈ 。 

其次，证明uλ 是问题( Qλ )的唯一解。设 ( )1,
0v Wλ
Φ∈ Ω 是问题( Qλ )的另一个解，通过计算可得 
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( ) ( ) ( ) ( )( )0 0,u u v v u v u v u vη η
λ λ λ λ λ λ λ λ λ λφ φ λ+ +− −

Ω Ω
 ≤ ∇ ∇ − ∇ ∇ ∇ − = − − ≤ ∫ ∫  

故 u vλ λ= 。因此可得 intu Cλ +∈ 是问题( Qλ )的唯一解。 
最后，证明映射 uλλ � 是非减的。由(2.1)式，有 ( )0su Lη

λ
− ∈ Ω 。设 0 µ λ< < ，考虑如下 Dirichlet 问

题 

( )ˆ , ,    ,
0,                        ,
0,                        ,

u w x u x
u x
u x

µΦ−∆ = ∈Ω


> ∈Ω
 = ∈∂Ω

                              (2.3) 

其中 ( )ˆ ,w x uµ 为截断函数 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,      ,
ˆ ,

,         .

u x u x u x
w x u x

u x u x u x

η

λ
µ η

λ λ

µ

µ

−+

−

 ≤= 
 <

 

由前面证明过程知问题(2.3)存在解 ˆ intu Cµ +∈ 。因此，成立 

( ) ( ) ( )1,
0ˆ ˆ ˆ ˆd , d ,  .u u v x w x u v x v Wµ µ µ µφ Φ

Ω Ω
∇ ∇ ∇ = ∀ ∈ Ω∫ ∫                    (2.4) 

在(2.4)式中取 ( ) ( )1,
0ˆv u u Wµ λ

+ Φ= − ∈ Ω 为测试函数，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆd d .u u u u x u u u u xµ µ µ µλ λ λ λφ φ
+ +

Ω Ω
∇ ∇ ∇ − ≤ ∇ ∇ ∇ −∫ ∫  

由( 2φ )可得 û uµ λ≤ ，故 ûµ 是问题( Qµ )的解，又由问题( Qµ )解的存在唯一性可知 ˆ = intu u Cµ µ +∈ ，从而得

到 u uµ λ≤ 。证毕。 

3. 定理 1.1 的证明 

本节的主要工作是证明定理 1.1，先给出几个关键引理。 
引理 3.1：设( 1φ )-( 4φ )和 ( )H f  1)、4)成立，则Λ ≠ ∅。 
证明：给定 0λ > ，根据引理 2.4，则存在 intu Cλ +∈ 是问题( Qλ )的唯一解. 考虑如下截断函数 

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

, ,      ,
,

, ,          ,

u x f x u x u x u x
g x u x

u x f x u x u x u x

η
λ λ

λ η
λ

λ

λ

− +

−

 + ≤= 
 + <

                 (3.1) 

那么方程 ( )( ),u g x u xλΦ−∆ = ∈Ω 对应的能量泛函为 

( ) ( ) ( )( ) ( )1,
0, d ,  ,J u u G x u x u Wλ λ
Φ

Ω
= Φ ∇ − ∈ Ω∫  

其中 ( ) ( )
0

, , d
t

G x t g x s sλ λ= ∫ 。 
容易验证泛函 ( )J uλ 是 1C 的。根据条件 ( )H f  1)、4)可得，对任意 0ε > ，存在 0Cε > ，使得 

( ), ,  . . ,  0.rC
F x t t t a e x t

r
εε

≤ + ∈Ω ∀ ≥�

�
                         (3.2) 

由(3.1)式、(3.2)式和引理 2.2，有 

( ) { } { } { } ( )11min , d d ,
1

m r

u u u u

C
J u u u u u u u x u u x

r λ λ

η ηηε
λ λ λ

ε λλ
η

− −−

≤ <
≥ − − − − −

−∫ ∫
� �

�
 

又 
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{ } { } ( ) { } { }
111 1 1d d d d ,

1 1u u u u u u u u
u u x u u x u x u x C u

λ λ λ λ

ηη ηη η η
λ λ

λ λλ λ λ
η η

−− −− − −

≤ < ≤ <
+ − ≤ + ≤

− −∫ ∫ ∫ ∫  

因此 

( ) { } 1min , .m rC
J u u u u u C u

r
ηε

λ
ε λ −≥ − − −� �

�
                    (3.3) 

由于 r m> ，故存在 0 0µ > ， ( )0 0,1ρ ∈ ，使得 

0 0 0 0.m rC
r
ερ ρ µ− ≥ >                                  (3.4) 

对上述 0µ ， 0ρ ，选取 0

0

0,
2
µ

ε
ρ

 
∈ 
 

�

�
以及 0 0λ > ，使得 

( ]1 0
0 0 0,  0, .

2
C η µελ ρ ρ λ λ− + < ∀ ∈�

�
                           (3.5) 

结合(3.3)式~(3.5)式可得，当 0u ρ= 时有 

( ) 0 0.
2

J uλ
µ

≥ >                                    (3.6) 

令 ( ){ }1,
0 :B u W uρ ρΦ= ∈ Ω < 。因为 ( )1,

0W Φ Ω 是自反的，由 Eberlein-Smulian 定理知集合 Bρ 是序列

弱紧。此外，泛函 ( )J uλ 是弱下半连续的。因此，由 Weierstrass-Tonelli 定理知存在u Bλ ρ∈ ，使得 

( ) ( ){ }min : .J u J u u Bλ λ λ ρ= ∈                              (3.7) 

类似引理 2.4 的证明方法可知 ( ) 0J uλ λ < ， 0uλ ≠ ，再根据(3.6)式可得 

,  0.u uλ λρ< ≠                                    (3.8) 

结合(3.7)式和(3.8)式可得 ( ) 0J uλ λ′ = ，即 

( ) ( ) ( )1,
0d , d ,  .u u v x g x u v x v Wλ λ λ λφ Φ

Ω Ω
∇ ∇ ∇ = ∀ ∈ Ω∫ ∫                    (3.9) 

取 ( )1,
0v u Wλ

− Φ= − ∈ Ω 作为测试函数代入(3.9)式，可得到 0uλ
− = ，从而 0uλ ≥ ， 0uλ ≠ 。 

再取 ( ) ( )1,
0v u u Wλλ

+ Φ= − ∈ Ω 作为测试函数代入(3.9)式，有 

( ) ( ) ( ) ( )d d ,u u u u x u u u u xλ λ λ λλ λ λ λφ φ+ +

Ω Ω
∇ ∇ ∇ − ≥ ∇ ∇ ∇ −∫ ∫  

利用( 2φ )可得 u uλλ ≤ 。从而根据(3.1)式和(3.9)式可得 u Sλ λ∈ ，故 ( ]00,λ ⊆ Λ ≠ ∅。证毕。 
引理 3.2：设( 1φ )~( 4φ )和 ( )H f 成立，且λ ∈Λ，设 intu Cλ +∈ 是( Qλ )的唯一解，则对任意 u Sλ∈ ，成

立 u uλ ≤ 。 
证明：对于任意给定的 ( )1,

0u S Wλ λ
Φ∈ ⊆ Ω ，考虑如下 Dirichlet 问题 

( ), ,     ,
0,                       ,
0,                       ,

u e x u x
u x
u x

λΦ−∆ = ∈Ω


> ∈Ω
 = ∈∂Ω

                            (3.10) 

其中 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,      0 ,
,

,     .

u x u x u x
e x u x

u x u x u x

η
λ

λ η
λ λ

λ

λ

−

−

 < ≤= 
<

                     (3.11) 
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类似引理 2.4 的证明，可得问题(3.10)存在正解 ( )1,
0u Wλ
Φ∈ Ω� 。因此，取 ( )u uλ λ

+−� 作为测试函数代入

问题(3.10)的弱解形式，又 u Sλ λ∈ ，故 

( ) ( ) ( ) ( )d d .u u u u x u u u u xλ λ λ λ λ λ λ λφ φ+ +

Ω Ω
∇ ∇ ∇ − ≤ ∇ ∇ ∇ −∫ ∫� � � �  

由( 2φ )可得 u uλ λ≤� 。进一步，再由(3.11)式和引理 2.4 知 intu u Cλ λ += ∈� ，从而对任意 u Sλ∈ ，都成立 u uλ ≤ 。 
引理 3.3：设( 1φ )~( 4φ )和 ( )H f 成立，则对 λ ∈Λ，有 intS Cλ +⊆ 。 
证明：设 u Sλ∈ ，那么， ( )0su Lη− ∈ Ω ，且 

( ), .u u f x uηλ −
Φ−∆ = +                               (3.12) 

设 intu Cλ +∈ 是( Qλ )的唯一解，由引理 3.2 知 u uλ ≤ 。考虑如下 Dirichlet 问题 

,      ,
0,                .

v u x
v x

ηλ −−∆ = ∈Ω


= ∈∂Ω
                              (3.13) 

由文献[12]定理 9.15 知问题(3.13)存在唯一解 ( )02,sv Wλ ∈ Ω 。因为 0s N> ，故由 Sobolev 嵌入定理有 

( )1,v C α
λ ∈ Ω ，其中 ( )

0

0,1N
s

α = ∈ 。令 ( )0, , Nw v C α
λ λ= ∇ ∈ Ω � ，此时(3.12)式可写为 

( )( ) ( )div , .u u w f x uλφ− ∇ ∇ − =  

根据 ( )H f 假设，由文献[14]推得 ( )u L∞∈ Ω 。又因为 

( ) ( ) 2T,  ,ija C y Ay C yζ ζ′ ′≤ Φ ≥ Φ  

其中
( )( )

( ), 1, ,i
ij

j

a i j N
φ ζ ζ

ζ

∂
= =

∂
� ， ( )1, , Nζ ζ ζ= � ， ( )ij N N

A a
×

= ， ( )T
1, , Ny y y= � ，故 Φ-Laplace 算

子满足文献[18]中的定理 1.7 的条件，因此有 { }\ 0u C+∈ 。 

此外，由(3.12)式知 0, . . u a e xΦ∆ ≤ ∈Ω，定义 ( ) ( ) ( )2 ,H t t t t tφ= −Φ ∈�，那么存在足够小的 0δ > ，

使得
( )( )10

1 ds
H s

δ

− = +∞
Φ∫  [11]。利用文献[15]的强极大值原理，对任意的 x∈Ω，有 0u > ；再由文献[15]

定理 5.5.1 的结论推得 intu C+∈ ，故 intS Cλ +⊆ 。证毕。 

接下来，证明Λ是连通集。 
引理 3.4：设( 1φ )~( 4φ )和 ( )H f 成立， λ ∈Λ，若 0 µ λ< < ，则 µ ∈Λ。 
证明：因为 λ ∈Λ，故存在 intu S Cλ λ +∈ ⊆ ，设uµ 和 uλ 分别为( Qµ )和( Qλ )的唯一解。由引理 2.4 和

引理 3.2 知u u uλµ λ≤ ≤ 。 
考虑如下截断函数 

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

, ,      ,

, , ,          ,

, ,       

u x f x u x u x u x

k x u x u x f x u x u x u x u x

u x f x u x u x u x

η
µ µ µ

η
µ λµ

η
λ λ λ

µ

µ

µ

−

−

−

 + <

= + ≤ ≤


+ <

              (3.14) 

那么方程 ( )( ),u k x u xµΦ−∆ = ∈Ω 对应的能量泛函为 

( ) ( ) ( )( ) ( )1,
0, d ,  ,u u K x u x u Wµ µσ Φ

Ω
= Φ ∇ − ∈ Ω∫  

其中 ( ) ( )
0

, , d
t

K x t k x s sµ µ= ∫ 。 
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容易验证泛函 ( )uµσ 是 1C 、强制且弱下半连续的，因此，存在极小值点 ( )1,
0u Wµ
Φ∈ Ω ，使得对任意

( )1,
0v W Φ∈ Ω ，成立 

( ) ( )d , d .u u v x k x u v xµ µ µ µφ
Ω Ω

∇ ∇ ∇ =∫ ∫                          (3.15) 

在(3.15)式中取 ( ) ( )1,
0v u u Wµµ

+ Φ= − ∈ Ω 作为测试函数得到 

( ) ( ) ( ) ( )d d ,u u u u x u u u u xµ µ µ µµ µ µ µφ φ
+ +

Ω Ω
∇ ∇ ∇ − ≥ ∇ ∇ ∇ −∫ ∫  

再次利用( 2φ )，便得到u uµµ ≤ 。 
再在(3.15)式中取 ( ) ( )1,

0v u u Wµ λ

+ Φ= − ∈ Ω 作为测试函数得到 

( ) ( ) ( ) ( )d d ,u u u u x u u u u xµ µ µ λ λ λ µ λφ φ
+ +

Ω Ω
∇ ∇ ∇ − ≤ ∇ ∇ ∇ −∫ ∫  

由( 2φ )可得 u uµ λ≤ 。 
综合上述分析，我们有 

, .u u uµ λµ ∈                                     (3.16) 

结合(3.14)~(3.16)式，可以得到 intu S Cµ µ +∈ ⊆ ，故 µ ∈Λ 。证毕。 
利用上述引理容易得到下面推论。 
推论 3.1：设( 1φ )~( 4φ )和 ( )H f 成立，则对每一个 λ ∈Λ，存在 u Sλ λ∈ ；当 0 µ λ< < 时，存在 u Sµ µ∈ ，

使得 u uµ λ≤ 。 
进一步，可得下述结果。 
引理 3.5：设( 1φ )~( 4φ )和 ( )H f 成立， λ ∈Λ， 0 µ λ< < ，则 intu u Cλ µ +− ∈ 。 
证明：由推论 3.1，存在u Sλ λ∈ ，u Sµ µ∈ ，使得 u uµ λ≤ 。令 uλσ

∞
= ，则由 ( )H f -5)知存在 ˆ 0σξ > ，

成立 

( ) ( )
( )

1 1

1

1

ˆ ˆ,

ˆ,
ˆ   . . .

m m

m

m

u u u u f x u u

f x u u

u u u a e x

η η
µ σ µ µ µ µ σ µ

λ σ λ

η
λ σ λ λ

ξ λ µ λ ξ

ξ

ξ λ

− − − −
Φ

−

− −
Φ

−∆ + − = − + +

≤ +

= −∆ + − ∈Ω

                (3.17) 

由于 ( )0 u η
µλ µ −−≺ ，故从(3.17)式和文献[19]中命题 7 推得 intu u Cλ µ +− ∈ 。证毕。 

引理 3.6：设( 1φ )~( 4φ )和 ( )H f 成立，设 * supλ = Λ，则 *λ < ∞。 
证明：由条件 ( )H f  2)~4)知，存在 ˆ 0λ > ，使得 

( )1ˆ , ,  . . , 0.mt f x t a e x tλ − ≤ ∈Ω ∀ >                           (3.18) 

设 λ ∈Λ，且 ˆλ λ> ，则存在 intu S Cλ λ +∈ ⊆ 。设 ′Ω ⊂⊂ Ω，且 2C′∂Ω ∈ ， 0 : min 0m uλ′Ω
= > 。对 ( )0,1δ ∈ ， 

定义 0 0m mδ δ= + ， { }0max , 1u mλσ
∞

= + 。设 σ̂ξ 为 ( )H f -5)中所给出。结合(3.18)式、 ( )H f -5)及u Sλ λ∈ ，

对 . . a e x ′∈Ω ，有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

1 1
0 0 0 0 0

1
0 0 0

1

1

ˆ ˆ ˆ ˆ( )

ˆ ˆ,

ˆ,
ˆ ,

m m

m

m

m

m m m m m

f x m m m

f x u u

u u u

ηδ δ δ η δ
σ σ

ηδ
σ

λ σ λ

η
λ σ λ λ

ξ λ ξ λ χ δ λ

ξ χ δ λ

ξ

ξ λ

− −− −
Φ

−−

−

− −
Φ

−∆ + − < + + −

≤ + + −

≤ +

= −∆ + −

           (3.19) 
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其中 ( ) ( )0 0χ δ δ+ +→ → 。故对 0δ > 充分小，有 ( ) ( )0 0
ˆ 0m

ηδλ χ δ µ
−
− ≥ > 。 

由(3.19)式和文献[19]命题 6 知 0m uδ
λ≤ ，这与 0m 定义矛盾，由此推得 * ˆλ λ≤ < +∞。证毕。 

引理 3.7：设( 1φ )~( 4φ )和 ( )H f 成立，则对每一个 ( )*0,λ λ∈ ，问题( Pλ )至少存在两个解 ˆ, intu u C+∈ ，

且 ˆu u≤ ， ˆu u≠ 。 
证明：令 ( )*,ϑ λ λ∈ ，则由引理 3.5，存在 u Sλ∈ 和 u Sϑ ϑ∈ ，使得 

int .u u Cϑ +− ∈                                   (3.20) 

设 intu Cλ +∈ 是( Qλ )的唯一解，根据引理 3.2 可得 u uλ ≤ ，从而 ( )0su Lη− ∈ Ω 。作截断函数 

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

, ,      ,
,

, ,       ,

u x f x u x u x u x
x u x

u x f x u x u x u x

η

λ η

λ
β

λ

−

−

 + ≤= 
+ <

                  (3.21) 

那么方程 ( )( ),u x u xλβΦ−∆ = ∈Ω 对应的能量泛函为 

( ) ( ) ( )( ) ( )1,
0, d ,  ,u u B x u x u Wλ λγ Φ

Ω
= Φ ∇ − ∈ Ω∫  

其中 ( ) ( )
0

, , d
t

B x t x s sλ λβ= ∫ 。容易验证泛函 ( )uλγ 是 1C 的。类似引理 3.4 的证明方法可知 

[ ) int .K u C
λγ +⊆ ∩                                 (3.22) 

作另一截断函数 

( )( )
( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

, ,        ,ˆ ,
, ,      ,

x u x u x u x
x u x

x u x u x u x
λ ϑ

λ
λ ϑ ϑ

β
β

β

 ≤= 
<

                     (3.23) 

则方程 ( )( )ˆ ,u x u xλβΦ−∆ = ∈Ω 对应的能量泛函为 

( ) ( ) ( )( ) ( )1,
0

ˆˆ , d ,  ,u u B x u x u Wλ λγ Φ

Ω
= Φ ∇ − ∈ Ω∫  

其中 ( ) ( )
0

ˆˆ , , d
t

B x t x s sλ λβ= ∫ 。同样可知泛函 ( )ˆ uλγ 是 1C 的，且存在 ( )1,
0u W Φ∈ Ω� ，使得 

( ) [ ]ˆ , int .u x K u u C
λγ ϑ +∈ ⊆ ∩�                             (3.24) 

由(3.21)式和(3.22)式，不妨假设 

[ ] { }, ,K u u u
λγ ϑ∩ =                                 (3.25) 

否则问题( Pλ )存在另一个正解且大于 ( )u x 。由(3.21)式和(3.23)式容易得出 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]0, 0, 0, 0,
ˆ ˆ,  .

u u u u
u u u u

ϑ ϑ ϑ ϑ
λ λ λ λγ γ γ γ′ ′= =                    (3.26) 

因此 { }ˆK u
λγ
= ，故有 u u=� 。进一步，由文献[20]中定理 3.2，推出 u 是 λγ 在 ( )1,

0W Φ Ω 上的局部极小点。 
设 K

λγ
是有限集(否则问题( Pλ )存在无限个正解且大于 u )，因此，由文献[13]的定理 5.7.6 知存在

( )0,1∈ ，使得 

( ) ( ){ }: inf : .u m u u uλ λγ γ< = − =                          (3.27) 

又由 ( )H f -2)知 

( ) ( )  .tu tλγ → −∞ →∞                               (3.28) 

接下来证明：泛函 ( )uλγ 满足 Cerami 条件。 
给定 ( )*0,λ λ∈ ，设序列{ } ( )1,

0nu W Φ⊆ Ω ，满足 
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( ) ( )  0 ,nu A Aλγ ≤ >                                (3.29) 

( ) ( ) ( )( )1,
01 0  , .n nu u W nλγ
− Φ′+ → Ω →∞�

在 中                      (3.30) 

首先，证明{ }nu− 在 ( )1,
0W Φ Ω 中有界。由(3.30)式知 ( ) ( )1

,
1

n
n

n

o v
u v

uλγ ′ ≤
+

， ( )1,
0v W Φ∀ ∈ Ω ， 

即 

( ) ( ) ( ) ( )1,
0

1
d , d ,  .

1
n

n n n
n

o v
u u v x x u v x v W

uλφ β Φ

Ω Ω
∇ ∇ ∇ − ≤ ∀ ∈ Ω

+∫ ∫              (3.31) 

取测试函数 nv u−= − 代入(3.31)式，并利用注 2.2 和引理 2.2，有 { }min ,
m

n nu u C− − ≤
�

。由此推得{ }nu−

在 ( )1,
0W Φ Ω 中有界。 
其次，证明{ }nu+ 在 ( )1,

0W Φ Ω 中有界。由(3.21)式和(3.29)式得 

( ) ( )d d , d .
1n n n
mm u x u u x m F x u x Cηλ
η

+ − + +

Ω Ω Ω
Φ ∇ − − ≤

−∫ ∫ ∫                  (3.32) 

此外，取测试函数 ( )1,
0nv u W+ Φ= ∈ Ω 代入(3.31)式中得 

( ) ( ) ( )
2

d , d 1 .n n n n nu u x f x u u x oφ + + + +

Ω Ω
− ∇ ∇ + ≤∫ ∫                     (3.33) 

由注 2.2，通过计算可得 

( ) ( ), d , d d .
1n n n n
mf x u u x m F x u x u u x Cηλ
η

+ + + − +

Ω Ω Ω
− ≤ +

−∫ ∫ ∫                  (3.34) 

又由 ( )H f -3)和 4)知 ( ) ( ), ,f x s s mF x s Cs Cτ− ≥ − ， ( ),x s +∀ ∈Ω× 。设
0 0

1 1 1
s s
+ =

′
，因为 0s N> ，从而

有 *
0 1

Ns N
N

′ ′< = ≤
−

� ，结合 ( )1,
0nu W+ Φ∈ Ω 和 ( ) ( )*1,

0W LΦ Ω Ω� 可得 ( )0s
nu L ′+ ∈ Ω ，从 (3.34) 式可得

( )
0

1n n s
u C u

τ

τ

+ +

′
≤ + 。选取 0s 充分大，使得 0s τ′ < ，便有 ( )1n nu C u

τ

τ τ

+ +≤ + 。注意到 1τ > ，故 nu C
τ

+ ≤ 。 

下面分两种情况来证明{ }nu+ 在 ( )1,
0W Φ Ω 中有界。 

情形 1：若 r τ≤ ，则{ }nu+ 在 ( )rL Ω 中有界，由条件 ( )H f -1)、注 2.2 和引理 2.2，有 

{ } ( )11min , 1 ,
m r

n n n r
u u C u+ + +≤ +

�
�  

因此可得{ }nu+ 在 ( )1,
0W Φ Ω 中有界。 

情形 2：若 *rτ < < � ，令 ( )0,1t∈ 满足 

*

1 1 .t t
r τ

−
= +

�
                                  (3.35) 

由插值不等式，得到 *

1 t t

n n nr
u u u

τ

−+ + +≤
�
，从而 *

r tr

n nr
u C u+ +≤

�
，因此 

{ } ( ) ( ) ( )*min , d 1 1 .
m tr tr

n n n n nu u u x C u C u+ + + + +

Ω
≤ Φ ∇ ≤ + ≤ +∫

�

�
� �  

由条件 ( )H f -3)和(3.35)式知 tr < �，故{ }nu+ 在 ( )1,
0W Φ Ω 中有界。 

综合上述分析可得{ }nu 在 ( )1,
0W Φ Ω 中有界。因此，存在{ }nu 的子列(仍记为其本身)以及 ( )1,

0u W Φ∈ Ω ，

有 
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( )( ) ( )( )1,
0  ;   ; ,  . . .n n nu u W u u L u u a e xΦ

ΦΩ → Ω → ∈Ω在 中 在 中              (3.36) 

在(3.31)式中取 nv u u= − 为测试函数，并结合(3.36)式，有 

, 0.limsup n n
n

u u uΦ
→∞

−∆ − ≤                             (3.37) 

注意到算子 Φ−∆ 满足( S+ )型条件，由(3.36)式、(3.37)式和引理 2.3，得到在 ( )1,
0W Φ Ω 中 nu u→ 。因此，泛

函 ( )uλγ 满足 Cerami 条件。 
结合(3.27)式、(3.28)式和 ( )uλγ 满足 Cerami 条件，利用山路引理，则存在 ( )1,

0û W Φ∈ Ω 满足 û K
λγ

∈ ，

且 ( ) ( )ˆu m uλ λγ γ< ≤ 。又因为 [ ) intK u C
λγ +⊆ ∩ ，便有 ˆu u≤ ，且 ˆu u≠ 。证毕。 

引理 3.8：设( 1φ )~( 4φ )和 ( )H f 成立，则 *λ ∈Λ。 
证明：设{ } ( )*0,nλ λ⊆ ，且 ( )*

n nλ λ↑ →∞ ，
1

intu Cλ +∈ 是问题(
1

Qλ )的唯一解。由引理 3.2 和推论

3.1 知存在序列{ } ( )1,
0ˆnu W Φ⊆ Ω ，使得 ˆ

nnu Sλ∈ ，且
1 1 1ˆ ˆ , 1, 2,nu u u Nλ +≤ ≤ = �。考虑如下截断函数 

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1

1

, ,        ,

, ,          
,

   ,
n

n

n

u x u x x u x
z

f x u

u f x u u
x u x

x x u x x

λ

λ

η
λ λ

ηλ

λ

λ

−

−

 + ≤= 
+ <

               (3.38) 

那么方程 ( )( ),
n

u x uz xλΦ−∆ = ∈Ω 对应的能量泛函为 

( ) ( ) ( )( ) ( )1,
0, d ,  ,

n n
u u Z x u x u Wλ λϕ Φ

Ω
= Φ ∇ − ∈ Ω∫  

其中 ( ) ( )
0

, , d
n n

t
x tZ z x s sλ λ= ∫ 。容易验证泛函 ( )

n
uλϕ 是 1C 的。类似引理 3.4 的证明方法可知 

)1
int

n
K u C

λϕ λ +⊆ ∩ 。 
作另一截断函数 

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1

1 1 1

, ,         ,

ˆ, , ,              ,

ˆ ˆ ˆ, ,       ,
n

n

n n

n n n n

x f x x u x x

x u

u u

x u x f x u x x u x u x

u x f x u x

u

u x u x

z u

λ λ λ

λ λ

η

η

η

λ

λ

λ

−

−
+

−
+ + +

 + <

= + ≤ ≤


+ <

           (3.39) 

则方程 ( )( ),
n

u x uz xλΦ−∆ = ∈Ω 对应的能量泛函为 

( ) ( ) ( )( ) ( )1,
0, d ,  ,

n n
u u Z x u x u Wλ λϕ Φ

Ω
= Φ ∇ − ∈ Ω∫  

其中 ( ) ( )
0

, , d
n n

t
x tZ z x s sλ λ= ∫ 。同样可知泛函 ( )

n
uλϕ 是 1C 的，且存在 ( )1,

0nu W Φ∈ Ω ，使得 

( ) ( ) ( ){ }1,
0inf :

n nnu u u Wλ λϕ ϕ Φ= ∈ Ω ，且
1 1ˆ, int

nn nu K u u C
λϕ λ + + ∈ ⊆ ∩  。 

结合 ( )H f 、注 2.2 以及
1

uλ 是(
1

Qλ )的解，有 

( ) ( ) ( )1 1 1 1

2 1
1 0.

n nnu u u u u η
λ λ λ λ λ λϕ ϕ φ λ −

Ω Ω
≤ ≤ ∇ ∇ − =∫ ∫  

又由(3.38)式和(3.39)式知 ( ) ( )
1 11 1ˆ ˆ, ,n nn nu u u u

u u
λ λ

λ λϕ ϕ
+ + 

 
 
 

= ，因此 

( ) 0.
n nuλϕ ≤                                    (3.40) 

又
nnu K
λϕ

∈ ，故 

( ) ( ) ( )1,
0, ,  .n n n n nu u v u v f x u v v Wηφ λ − Φ

Ω Ω
∇ ∇ ∇ = + ∀ ∈ Ω∫ ∫                 (3.41) 

对(3.40)式和(3.41)式重复引理 3.7 的证明过程，可得在 ( )1,
0W Φ Ω 中

*nu uλ→ ，且
*nu uλ≤ 。在(3.39)式

中令 n →∞ ，推得 ( ) ( )* * * *

*d d , du u v x u v x f x u v xη
λ λ λ λφ λ −

Ω Ω Ω
∇ ∇ ∇ = +∫ ∫ ∫ ， ( )1,

0v W Φ∀ ∈ Ω 。因此 **
u Sλ λ

∈ ，
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即 *λ ∈Λ。证毕。 
定理 1.1的证明 根据引理 3.7，对每一个 ( )*0,λ λ∈ ，问题( Pλ )至少存在两个解 ˆ, intu u C+∈ ，且 ˆu u≤ ；

由引理 3.8 知当 *λ λ= 时，问题( Pλ )至少存在一个解
*

uλ ；最后，由 *λ 的定义及引理 3.8 知问题( Pλ )无正

解。 

4. 定理 1.2 的证明 

由于 Sλ 是下有向集，若uλ 是( Qλ )的唯一解，由文献[21]知，可以找到序列{ }nu Sλ⊆ ，使得 

1 1 1
,  ,  inf inf ,n n nn

u u u u n S uλλ + ≥
≤ ≤ ≤ ∀ ∈ =                         (4.1) 

且 

( ) ( ) ( )1,
0d d , d ,  .n n n nu u v x u v x f x u v x v Wηφ λ − Φ

Ω Ω Ω
∇ ∇ ∇ = + ∀ ∈ Ω∫ ∫ ∫                (4.2) 

取测试函数 nv u= 代入(4.2)式中，结合(4.1)式得{ }nu 在 ( )1,
0W Φ Ω 中有界。因此，存在{ }nu 的子列(仍记为

其本身)，有 *
nu uλ  (在 ( )1,

0W Φ Ω 中)； *
nu uλ→  (在 ( )LΦ Ω 中)。 

重复引理 3.7 的证明，得到 *
nu uλ→  (在 ( )1,

0W Φ Ω 中)，由此可得 

( ) ( ) ( ) ( )* * * * 1,
0d d , d ,  .u u v x u v x f x u v x v W

η

λ λ λ λφ λ
− Φ

Ω Ω Ω
∇ ∇ ∇ = + ∀ ∈ Ω∫ ∫ ∫  

由引理 3.2，对任意的 n∈， nu uλ ≤ ，从而 *u uλλ ≤ ，即 * infu Sλ λ= 。 

5. 定理 1.3 的证明 

若 ,µ λ ∈Λ，且 µ λ< ，由定理 1.2 知存在 *u Sµ µ∈ ， *u Sλ λ∈ ，利用引理 3.5，有 
* * int .u u Cλ µ +− ∈                                   (5.1) 

设{ }nλ ⊆ Λ ，且 1n nλ λ +≤ ， lim nn
λ λ

→∞
= 。设 *

n n
u Sλ λ∈ 是问题(

n
Pλ )的最小正解，

1
uλ 是问题(

1
Qλ )的唯一

解，则由引理 3.2 和(5.1)式，有 

*1

* * ,  ,
n

u u u nλλ λ
≤ ≤ ∀ ∈�                               (5.2) 

且 

( ) ( ) ( ) ( )* * * * 1,
0d d , d ,  .

n n n nnu u v x u v x f x u v x v W
η

λ λ λ λφ λ
− Φ

Ω Ω Ω
∇ ∇ ∇ = + ∀ ∈ Ω∫ ∫ ∫           (5.3) 

取测试函数 *
n

v uλ= 代入(5.3)式中，结合(5.2)式得{ }*
n

uλ 在 ( )1,
0W Φ Ω 中有界。由正则性理论(参见文献[22])，

存在 ( )0,1β ∈ 和常数 0C >  (C 与 n 无关)，使得 ( )1,
0

*
n

Cu β
λ ∈ Ω ，且

( )1,
0

*
n C

u Cβλ Ω
≤ 。又由 ( ) ( )1, 1

0 0C Cβ Ω Ω

是紧的，因此存在子列(仍记为其本身) { }*
n

uλ 及 ( )* 1
0u Cλ ∈ Ω� ，使得在 ( )1

0C Ω 中 ( )* *
n

uu nλ λ→ →∞� 。 

最后，我们断言 * *u uλ λ=� 。用反证法，若 * *u uλ λ≠� ，则存在 0x ∈Ω，使得 ( ) ( )* *
0 0u x u xλ λ< � 。对上述的 nλ ，

当 n 足够大时，有 ( ) ( )*
0 0

*
n

uu x xλλ < 。又 nλ λ≤ ，故由(5.1)式知对任意 x∈Ω，有 ( ) ( )* *
n

x xu uλλ < 。这样便

得到矛盾的结果，因此 * *u uλ λ=� 。 

6. 结论 

本文研究了一类具有 Φ-Laplace 算子和奇异非线性项的拟线性椭圆型方程。因为奇异项的存在导致

能量泛函不是 1C 的，从而不能直接对泛函运用临界点理论的极小极大原理。为了克服这一困难，我们通

过研究相应的辅助问题，结合截断技巧和比较原理来去除奇性，从而证明了方程正解的存在性及相关问题。 
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