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摘  要 

本文主要研究带有分布时滞的SIQR的流行病模型，并确定了疾病是否灭亡的基本再生数R0。证明了当R0 
< 1时，模型仅存在无病平衡点且无病平衡点是全局渐近稳定的，疾病最终灭亡；当R0 > 1时，模型存在

两个平衡点，其中无病平衡点不稳定，地方病平衡点是局部渐近稳定的，且疾病将永久存在。 
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Abstract 
In this paper, we mainly study the epidemic model of SIQR with distributed delay, and determine 
the basic regeneration number r of whether the disease is extinct or not. It is proved that when R0 
< 1, the model only has a disease-free equilibrium and the disease-free equilibrium is globally 
asymptotically stable, and the disease eventually dies; When R0 > 1, the model has two equilibrium 
points, in which the disease-free equilibrium point is unstable, the endemic equilibrium point is 
locally asymptotically stable, and the disease will exist forever. 
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1. 引言 

一直以来，传染病都是危害人类身体健康的大敌，从公元 1519 出现的麻疹与黑死病到 1985 年出现

的艾滋病，再到 2019 年出现的新型肺炎都对人类的生命安全与健康造成了极大的威胁。而近年来随着世

界各国交往频繁，全球环境发生巨大改变，一些病原体发生变异导致一些传染病变得越来越不可控，也

说明了传染病一直会与人类共存，因此，人们需要对传染病的流行和持久性进行更深入的探索研究，并

对其构建数学模型，确定基本再生数从而得出疾病是否会灭亡的临界点，从而在最短的时间内以有效的

方法控制疾病的传播。 
前人主要研究 SIRS 传染病模型，当基本再生数大于 1 时，计算出传染性个体的最终下限从而得出传

染病的永久性，并对传染病的局部与全局稳定性进行分析。但是这种模型已经不符合我们国家对传染病

的治理措施，通常国家在面对某种传染病爆发时会对感染者进行隔离或者提前对易感者进行疫苗接种等

方法。为对前人模型进行完善，本文主要在过往传染病模型的基础上引入了隔离人群，也就是说，在感

染者恢复之前对其进行隔离处理，完善后的传染病模型也更加符合现实生活中国家的应对政策。 
刚开始，人们研究常微分方程的流行病模型[1] [2]，其目的是研究阈值的存在，从而确定流行病是否

会灭亡。之后人们考虑到疾病具有潜伏期，所以逐渐在模型中加入时滞，并研究模型无病平衡点和地方

病平衡点的局部及全局稳定性，其中时滞效应在传染病传播过程中扮演着重要的角色，具有时滞效应的

传染病动力学模型能更准确地描述传染病的传播机制。最后会考虑系统的持久性，在生物学中，许多论

文对系统的持久性进行研究[3] [4]，因此，持久性对有关于传染病的系统起着至关重要的作用。 
由(Hethcote 1976)给出的无时滞的 SIR 模型[5]： 

( ) ( ) ( ) ( )S t S t I t S tβ µ µ= − +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )I t S t I t I t I tβ µ λ= − −  

( ) ( ) ( )R t I t R tλ µ= −  

2002 年，马万彪等人研究了带有分布时滞的 SIR 流行病模型[6]： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )10
d

h
S t S t I t s s S t bβ η µ= − − − +∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20
d

h
I t S t I t s s I tβ η µ λ= − − +∫  

( ) ( ) ( )3R t I t R tλ µ= −  

该文章得出了对于任意时滞 h，该模型是永久的当且仅当地方病平衡点存在。之后他们还提出了经

典的 SIR 模型，并求出了传染性个体 ( )I t 的最终下限[7]。上述两种模型都是把总人口 N 看成是变化的，
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但是这种模型只对于某些传染病是有效的，例如 2009 年的甲型 H1N1。但是随着某些病毒的变异，这种

模型对于那种只有暂时免疫力的传染病来说已经不适用，例如血吸虫病。之后张太雷等人在上述基础上，

考虑到传染病只有暂时的免疫力，即研究了带有分布时滞的 SIRS 流行病模型[8]： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10
dS t I S t I t s s S t R t

τ
β η µ δ= Λ − − − +∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20
dI t I S t I t s s I t

τ
β η µ γ= − − +∫  

( ) ( ) ( ) ( )3R t I t R tγ µ δ= − +  

( ) ( ) ( ) ( )N t S t I t R t= + +  

该文章说明了当基本再生数 0 1R > 时，该传染病在人群中是永久的，并得到了无病平衡点的全局稳

定性和地方病平衡点的局部稳定性。但是在实际生活中，当某种病毒爆发时，为减少感染人群，通常会

对感染人群进行隔离处理，例如我国应对近几年的新冠肺炎疫情，除了进行疫苗接种，主要对传染者采

取隔离措施以防进一步传染。所以本文在上述模型的基础上引入了隔离人群 ( )Q t 。 
以下是 SIQR 传染病仓室模型(图 1)： 
 

 
Figure 1. SIQR compartment model 
图 1. SIQR 仓室模型 

 
根据仓室模型，得到如下数学模型： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

10

20

3

4

d

d

S t A I S t I t s s S t R t

I t I S t I t s s I t

Q t I t Q t

R t Q t R t

N t S t I t Q t R t

τ

τ

λ β η ξ ς

β η ξ ϕ

ϕ ξ δ

δ ξ ς

= − − − +

= − − +

= − +

= − +

= + + +

∫

∫









                    (1) 

下面对系统(1)涉及参数做出相应释义，见表 1： 
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Table 1. Parameter definition 
表 1. 参数释义 

参数 释义 

S 易感者类 

I 感染者类 

Q 隔离者类 

R 恢复者类 

1ξ  易感者类死亡率 

2ξ  感染者类死亡率 

3ξ  隔离者类死亡率 

4ξ  恢复者类死亡率 

A 人口输入率 

λ  新生儿成为易感者概率 

ϕ  感染者的隔离比例 

ς  恢复者再次成为以易感者的概率 

δ  隔离人群的恢复率 

τ  时滞 

 

( )Iβ 是单位时间的发病率且形式为 ( ) ( ) ( ) ( )
0

dI S t I t s s
τ

β η−∫ ，其中 ( )Iβ 是正连续函数且存在

0 0I > ，使得 ( )Iβ 在区间 [ ]00, I 是不减的。函数 ( ) [ ] ( ): 0, ,sη τ → −∞ +∞ 是不减的且有 ( )
0

d s B
τ
η =∫ 成立。 

本文组织如下：第二节包含一些需要的定义定理，如：系统的初始条件、系统永久性的定义、平衡

点的存在以及基本再生数的计算；第三节主要证明了系统的永久性；第四节主要对平衡点的稳定性进行

分析。 

2. 预备知识 

首先，在 SIQR 传染病模型中，假设 1 2 3 4, ,ξ ξ ξ ξ≤ ，换句话说，传染病会增加人口的死亡率。系统(1)
的初始条件如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , , , 0S I Q Rθ ϕ θ θ ϕ θ θ ϕ θ θ ϕ θ τ θ= = = = − ≤ ≤               (2) 

其中 ( )T
1 2 3 4, , , Cϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= ∈ 且 ( ) 0iϕ θ ≥ 。而 C 指的是连续函数从区间 [ ] 3,0 Rτ− → 的 Banach 空间

[ ]( )3,0 ,C Rτ− 。且 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 3 4sup , , ,ϕ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ= 。 
定义 2.1 若存在正数 ,i iV M ，使得 

( ) ( )1 1lim inf lim sup
t t

V S t S t M
→+∞ →+∞

≤ ≤ ≤  

( ) ( )2 2lim inf lim sup
t t

V S t S t M
→+∞ →+∞

≤ ≤ ≤  

( ) ( )3 3lim inf lim sup
t t

V S t S t M
→+∞ →+∞

≤ ≤ ≤  

( ) ( )4 4lim inf lim sup
t t

V S t S t M
→+∞ →+∞

≤ ≤ ≤  
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对于带有初始条件(2)的系统(1)的任意解 ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,S t I t Q t R t 都成立，其中 iV 和 iM 和初始条件(2)无关，

则称系统(1)是永久的。 

当 ( )Iβ β= 为常数时，可以求得系统(1)的无病平衡点 1E ，即 1
1

,0,0,0AE λ
ξ

 
=  
 

，同理，可求系统(1)

的地方病平衡点 ( )* * * * *, , ,E S I Q R= 。 

其中 * 2S
B

ξ ϕ
β
+

= ，
( )( )( )

( )( ) ( )

*
1 4 3*

2 4 3 3 4 4

A S
I

λ ξ ξ ς ξ δ

ξ ξ ς ξ δ ξ ϕ ξ ς ξ δϕ

− + +
=

+ + + + +
，

*
*

3

IQ ϕ
ξ δ

=
+

，
*

*

4

QR δ
ξ ς

=
+

。 

基本再生数表示发病初期，所有人均为易感者时，一个染病者在一个病程所传染的全部病人数。对

于本文的系统(1)来说，基本再生数等于再生矩阵的谱半径[9]，即 ( ) ( )
( )

1
0

1 2

0 AB
R FV

β λ
ρ

ξ ξ ϕ
−= =

+
。 

定理 2.1 假设 ( )Iβ β= 为常数，当 0 1R < 时，系统(1)只存在无病平衡点，当 0 1R > ，系统(1)存在地

方病平衡点。 
考虑一个延迟微分方程的自治系统： 

( ) ( )tx t F x=                                     (3) 

引理 2.1 [10] 设 ( )1w ⋅ ， ( )2w ⋅ 是非负连续标量函数，当且仅当 0r = 时，满足 ( ) 0iw r = 。 
若 r → +∞， ( )1W r → +∞。其中 [ ]( ),0 , nV C R Rτ= − → 是连续可微标量函数，对于一特殊集Ω，(3)

的解满足： ( ) ( )( )1 0V Wφ φ≥ ， ( ) ( )( )2 0V Wφ φ≤ − ，则 0x = 在集合Ω是渐近稳定的。 

3. 永久性 

首先本文给出三个命题： 
命题 3.1 系统(1)带有初始条件的解 ( ), , ,S I Q R 对所有的 0t ≥ 是正的且有 

( )
1

lim
t

AN t λ
ξ→+∞

≤ .                                  (4) 

证明：因为系统(1)右侧完全连续，且在C上是局部Lipschitzian的，所以具有初始条件的解在区间 [ ]0, a
上存在且唯一，其中 0 a< < +∞。当 [ ]0,t a∈ ，我们有 ( ) 0S t > 。 

反之，存在 [ ]1 0,t a∈ 使得 ( )1 0S t = ， ( )1 0S t < ，同时当 [ ]10,t t∈ 时， ( ) 0S t > 。 
所以 [ ]10,t t∈ 时，有 ( ) 0I t > 。如若不成立，存在 ( )2 10,t t∈ ，使得 ( )2 0I t = ，同时 ( ) 0I t > 在区间 [ ]20, t

成立。 
将系统(1)第二个等式从 0 到 2t 积分，有： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 2 2 2
2 0 0

0 e d e d 0
tt u tI t I I u S u I u s s u

τξ ϕ ξ ϕβ η− + + −= + − >∫ ∫  

与前面的 ( )2 0I t = 矛盾。 
所以当 [ ]10,t t∈ 时， ( ) 0I t > 成立。 
将系统(1)的第三个等式进行积分，有 ( ) ( ) ( )( )30 exp 0Q t Q tξ δ≥ − + ≥ ， [ )10,t t∈ 。 
同理，将系统(1)的第四个等式积分，有 ( ) ( ) ( )40 exp 0R t R tξ≥ − ≥ ， [ )10,t t∈ 。 
由上述，可得 ( ) ( )1 0S t A R tλ δ= + > 与假设 ( )1 0S t < 矛盾， 
所以当 [ )0,t a∈ 时，有 ( ) 0S t > 。因此前半部分已证。 
下面求 ( )N t 的极限，首先，根据系统(1)有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4N t A S t I t Q t R tλ ξ ξ ξ ξ= + + + +                         (5) 
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从而 ( )
1

AN t λ
ξ

≤ ，证毕。 

命题 3.2 系统(1)带有初始条件的解 ( ), , ,S I Q R 满足 

( )
( ) ( )

1
12

1 1

lim inf
t

AS t C
B A

ξ λ
β ε λ ξ ε ξ→+∞

≥ =
+ +

                         (6) 

证明：由命题 1 可知，对任意的 0ε > ，有足够大的 1 0t > ，使得 ( )
1

AI t λ ε
ξ

≤ + ， 

令 ( )
[ ]

( )
10,

max
I A

I
λ ξ ε

β ε β
∈ +

= ，由系统(1)的第一个的等式，当 1t t τ≥ + 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1S t A B A S tλ β ε λ ξ ε ξ ≥ − + + 
 ，即 ( )

( ) ( )
1

2
1 1

lim inf
t

AS t
B A

ξ λ
β ε λ ξ ε ξ→+∞

≥
+ +

。 

命题 3.3 设 0 1R > ，对于系统(1)的任意正解 ( ), , ,S I Q R ，有 

( ) ( )( )2
2lim inf e 0

t
I t b Cξ ϕ τ γτ− + +

→+∞
≥ = >                              (7) 

证明：
( )
( )0

1 2

0
1

AB
R

β λ
ξ ξ ϕ

= >
+

，意味着存在 00 b I< < ， 0γ > 满足 

( ) ( )
( )( )1

1 2

10 1 e 1b bAB
b b B

ξ β γτλβ
ξ β ξ ϕ

− + − > + +
, 

令
( )

( )( )1*

1

1 e b bAS
b b B

ξ β γτλ
ξ β

− + = − +
。 

下面考虑可微函数 

( ) ( ) ( ) ( )2
0

d d
t

t s
V t I t I u u s

B
τξ ϕ

η
−

+
= + ∫ ∫ ,                          (8) 

沿系统(1)的解的导数是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
20 0

2
2 20 0

2
0

d d

d d

d

V t I S t I t s s I t I t I t s s
B

I S t I t s s I t I t I t s s
B

I S t I t s s
B

τ τ

τ τ

τ

ξ
β η ξ ϕ η

ξ ϕ
β η ξ ϕ ξ ϕ η

ξ ϕ
β η

= − − + + − −

+
= − − + + + − −

+ = − −  

∫ ∫

∫ ∫

∫



 

对 1t t γτ≥ ≥ ， ( )I t b≤ 不可能成立。 
反证法，若成立，则当 1t t τ≥ + 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 10
dS t A I S t I t s s S t R t A b Bb S t

τ
λ β η ξ ς λ β ξ= − − − + ≥ − +∫  

上式从 1t τ+ 到 t 积分，得： 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

( )
( )( )( )( )1 1 1 1 1 1

1
1

1

e e d 1 e
tb b B t t b b t b b t t

t

AS t S t A
b b B

β ξ τ β ξ θ τ β ξ τλτ λ θ
ξ β

− + − − + − − − + − − = + + ≥ −   +∫  

所以当 1t t τ γτ≥ + + 时， 

( ) ( )
( )( )( )( )1 1 *

1

1 e b b B t tAS t S
b b B

ξ β τλ
ξ β

− + − −≥ − =
+

                        (9) 
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由上述不等式，当 2t γτ τ≥ + 时，有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*2 2
0 0

2

d 0 1 dBV t I S t I t s s S I t s s
B B

τ τξ ϕ ξ ϕ
β η β η

ξ ϕ
 + + = − − > − −   +   

∫ ∫      (10) 

取
[ ]

( )*

,0
min 2 2i I

θ τ
γτ τ θ

∈ −
= + + ， 

下证当 2t γτ τ≥ + 时， ( ) *I t i≥ 。 
若上式不成立，则存在 0T > ，使得当 2 2 2t Tγτ τ γτ τ+ ≤ ≤ + + 时，有 ( ) *I t i≥ 。 
又因为

[ ]
( )*

,0
min 2 2i I

θ τ
γτ τ θ

∈ −
= + + ，所以 ( ) ( )2 2 2 2I I Tγτ τ θ γτ τ+ + ≥ + + ，而 2 2 2 2 Tγτ τ θ γτ τ+ + < + + ，

所以 ( )2 2 0I Tγτ τ+ + ≤ 。 

当 2 2t Tγτ τ= + + 时，由系统(1)的第二个等式，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
2 20

d 0 0I t I S t I t s s I t S B i
τ

β η ξ ϕ β ξ ϕ = − − + ≥ − + > ∫ 与上式 ( )2 2 0I Tγτ τ+ + ≤ 矛

盾。 
所以当 2t γτ τ≥ + 时， ( ) *I t i≥ 。 

上面(10)式提到 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *2
20

2 2

0 1 d 0 1 0B BV t S I t s s S i
B

τξ ϕ
β η ξ ϕ β

ξ ϕ ξ ϕ
   +

> − − ≥ + − >   + +   
∫  

即 ( )V t 单调递增，当 t → +∞时， ( )V t → +∞这 ( )V t 有界矛盾。所以对 1t t γτ≥ ≥ ， ( )I t b≤ 不可能成立。 
因此，以下将讨论 ( )I t 的两种情况： 
1) ( )I t b≥  1t t γτ≥ ≥  
2) ( )I t 随着 b 动荡 1t t γτ≥ ≥  
当 t 足够大时， ( ) ( )( )2eI t b ξ ϕ τ γτ− + +≥ ，所以只需考虑第二种情况，当 1 2,t t 足够大且满足 ( ) ( )1 2I t I t b= = ，

当 ( )1 2,t t t∈ 时， ( )I t b< 。 
当 2 1t t τ γτ− ≤ − 时，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20

dI t I S t I t s s I t
τ

β η ξ ϕ= − − +∫ ，所以 ( ) ( ) ( )2I t I tξ ϕ≥ − + 。 
则 ( ) ( )( )2eI t b ξ ϕ τ γτ− + +≥ ， [ ]1 2,t t t∈ 。 
当 2 1t t τ γτ− > − 时， ( )1I t b= ， ( ) ( )( )2eI t b ξ ϕ τ γτ− + +≥ 在区间 [ ]1 2,t tτ γτ+ + 同样成立。 
若不成立，则存在

* 0T > ,使得在区间 [ ]1 1,t t τ λτ+ + 上。 ( ) ( )( )2*
1 eI t t T b ξ ϕ τ γττ λ − + ++ + + = 且 

( )*
1 0I t Tτ λτ+ + + ≤ .                                (11) 

当 *
1t t Tτ λτ= + + + 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )2

20

*
2

d

0 e 0

I t I S t I t s s I t

BS b

τ

ξ ϕ τ γτ

β η ξ ϕ

β ξ ϕ − + +

= − − +

 ≥ − + > 

∫

                     (12) 

可以看出(11)式与(12)式矛盾。 

所以 ( ) ( )( )2eI t b ξ ϕ τ γτ− + +≥ ， [ ]1 2,t t t∈ ，进而 ( ) ( )( )2
2lim inf e 0

t
I t b Cξ ϕ τ γτ− + +

→+∞
≥ = > ，证毕。 

命题 3.4 由系统(1.1)的系统的第三个等式，可得带有初始条件的解 ( ), , ,S I Q R 满足 

( ) 2
3

3

lim inf 0
t

CQ t Cϕ
ξ δ→+∞

≥ = >
+

。 

命题 3.5 由系统(1.1)的第四个等式，可得带有初始条件的解 ( ), , ,S I Q R 满足 

( ) 3
4

4

lim inf 0
t

C
R t C

δ
ξ ς→+∞

≥ = >
+

。 

由命题 3.1—命题 3.4，存在以下定理： 
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定理 3.1 当 0 1R > ，系统(1)是永久的。 

4. 平衡点的渐近稳定性 

本节将讨论系统(1)平衡点的渐近稳定性，首先假设是一个常数，所以系统(1)改写成如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

10

20

3

4

d

d

S t A S t I t s s S t R t

I t S t I t s s I t

Q t I t Q t

R t Q t R t

N t S t I t Q t R t

τ

τ

λ β η ξ ς

β η ξ ϕ

ϕ ξ δ

δ ξ ς

= − − − +

= − − +

= − +

= − +

= + + +

∫

∫









                   (13) 

以下内容将在不变集 ( ) 4

1

, , , : , , , 0, AS I Q R R S I Q R S I Q R λ
ξ

 
Ω = ∈ ≥ + + + ≤ 

 
进行研究。 

引理 4.1 当 [ ],0θ τ∈ − ，若 ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,S I Q Rθ θ θ θ ∈Ω，则 ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,S t I t Q t R t ∈Ω， 0t ≥ 。 
证明：在先前证明中，可知当 0t ≥ 时，带有初始条件的解 ( ), , ,S I Q R 是正的， 
即 ( ) ( ) ( ) ( )0 0, 0 0, 0 0, 0 0S I Q R> > > > 。因此，只需证明 ( ) ( ) ( ) ( )0 0, 0 0, 0 0, 0 0S I Q R≥ ≥ ≥ ≥ 。 
因为系统(13)等式右边是完全连续且在 C 上是局部 Lipschitzian，所以当 0 b< < +∞时， 
系统(13)的解在区间 [ ]0,b 上唯一存在。 
下面说明对于所有的 ( )0,t b∈ ，有 ( ) 0S t > 。 
当 ( )0 0S > 时，由于 ( )S t 是连续的，所以当 0 1t < 时，有 ( ) 0S t > 。 
当 ( )0 0S = 时，因为 ( ) ( )0 0S A R tλ ς= + > ，所以当 0 1t<  时，有 ( ) 0S t > 。 
若 ( ) 0S t > 在 ( )0,b 不成立，则存在 ( )1 0,t b∈ 使得 ( )1 0S t = ， ( )1 0S t ≤ 成立，且当 ( )10,t t∈ ， ( ) 0S t > 。 
所以 ( ) 0S t > ，实际上，若 1t τ≤ ，由系统(13)的第二个等式，有 ( ) ( ) ( )2I t I tξ ϕ≥ − + ， 0 t τ≤ ≤ 。 
即 ( ) 0I t ≥ 在区间 [ ]0,τ 上成立。由归纳法可得当 ( ]10,t t∈ 时，有 ( ) 0I t ≥ 。 
由系统(13)的第三个等式，有 ( ) ( ) ( )3Q t Q tξ δ′ ≥ − + ， 10 t t≤ ≤ ，则 ( ) ( ) ( )30 e 0tQ t Q ξ δ− +≥ ≥ ， ( )10,t t∈ 。 
同样地，由系统(13)的第四个等式，有 ( ) ( ) ( )4R t R tξ ς′ ≥ − + ， ( )10,t t∈ ，则 ( ) ( ) ( )40 e 0tR t R ξ ς− +≥ ≥ ，

( ]10,t t∈ 。因此， ( ) ( )1 0S t A R tλ ς= + > 与上面假设 ( )1 0S t ≤ 矛盾。因此，证明了 ( ) 0S t > 在区间 ( )0,b 成

立。 
由上述证明，可得当 ( )0,t b∈ 时， ( ) 0I t ≥ ， ( ) 0Q t ≥ ， ( ) 0R t ≥ 。 

因此当 [ )0,t b∈ ，而 ( ) ( )1N t A N tλ ξ≤ − ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0 0 0 0 0 AN S I Q R λ
ξ

≤ + + + ≤ ， 

由上述不等式有 ( )
1

AN t λ
ξ

≤ ， [ )0,t b∈ 。因此， ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,S t I t Q t R t 在 [ )0,t b∈ 有界，令 b 趋向于

正无穷，有 ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,S t I t Q t R t ∈Ω， 0t ≥ 。 

定理 4.1 当 *E 时，系统(13)的无病平衡点 1E 是全局渐近稳定的，当 0 1R > 时，无病平衡点 1E 是不稳

定的且地方病平衡点 *E 是局部渐近稳定的当且仅当下列条件成立： 

( ) ( )
2 2 3

1 3 1 1
3

2
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
ϕ ξ ϕ

 +
− < + 

+  
; 

( ) ( )( )2 3 4 4
4 1 4

ξ ξ ξ ς
ξ ξ ξ

δ
 + +

+ < + 
 

; 
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( ) ( )( )2 3 4 4
4 2 2 42

ξ ξ ξ ς
ξ ξ ξ ξ

δ
 + +

+ < + 
 

.                         (14) 

1) 当 0 1R < 时，构造下列 Lyapunov 函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )24
1 2 3 10

d d
2

t

t s

qV t I t q Q t q R t q I u u s S t S
τ

η
−

= + + + + −∫ ∫  

其中 0iq > ， 1
1

AS λ
ξ

= 。 

则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )24
1 2 1min 1, , ,

2
qV t q q I t Q t R t S t S  ≥ + + + −    

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 4 1 2 3 10

1 3 2 2 4 4 1

3 4 1 2 3 10

1 3 2 4

d

d

V t S q q S S S I t s s q B q I t

q q Q t q q S S R t

S q q S S S I t s s q B q I t

q Q t q R t

τ

τ

β β η ξ ϕ ϕ

ξ δ δ ξ δ

β β η ξ ϕ ϕ

ξ δ ξ δ

= − − − − − + − +      

 − + − − + − −   

≤ − − − − − + − +      
− + − +

∫

∫



 

选择 0iq > ，满足条件： 
(i) ( )3 1 2q B qϕ ξ ϕ+ < + ； 
(ii) ( )2

4 0 4 34q S q qβ β β+ < 。 
首先 0 1R < 时意味着 1 2BSβ ξ ϕ< + ，选择 3 1q Sβ ε= + ，其中ε 为任意小正数，使得 1 2BS Bβ ε ξ ϕ+ < + 。

选择 4 0q > 满足条件(ii)，进一步选择 1 0q > ，满足条件(i)。 
所以在Ω上，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 1 1 3 2 4V t q B q I t q Q t q R tξ ϕ ϕ ξ δ ξ δ≤ − + − + − + − +                (15) 

(15)式是负定的当且仅当 ( ) 1, , ,S I Q R E= ，由引理 2.1，可得到无病平衡点是局部渐近稳定的。 
2) 当 0 1R > 时，作变换： ( ) ( ) *x t S t S= − ， ( ) ( ) *y t I t I= − ， ( ) ( ) *z t Q t Q= − ， ( ) ( ) *u t R t R= −  
系统(13)改写为下列形式： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

* *
10

* *
20

3

4

d

d

x t x t S y t s s BI x t u t

y t x t S y t s s BI x t y t

z t y t z t

u t z t u t

τ

τ

β η β ξ ς

β η β ξ ϕ

ϕ ξ δ

δ ξ ς

= − + − − + +

= + − + − +

= − +

= − +

∫

∫









              (16) 

系统(16)的线性部分为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

* *
10

* *
20

3

4

d

d

x t S y t s s BI x t u t

y t S y t s s BI x t y t

z t y t z t

u t z t u t

τ

τ

β η β ξ ς

β η β ξ ϕ

ϕ ξ δ

δ ξ ς

= − − − + +

= − + − +

= − +

= − +

∫

∫









                   (17) 

系统(17)有形如指数形式的解： 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0e ; e ; e ; et t t tx t x y t y z t z u t uλ λ λ λ= = = =                       (18) 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.117490


高珊，孙小淇 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.117490 4655 应用数学进展 
 

将(18)代入(17)可得： 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

* *
10

* *
0 2

0 3

0 4

e d 0

e d 0 0
0 0
0 0

s

s

BI S s zx
y BI S s
z
u

λ

λ

β ξ β η

β β η ξ ϕλ
ϕ ξ δ

δ ξ ς

−

−

 − + − 
  
 − +  =    − +    − +   

 

因此，可得到以下特征方程： 

( )

( ) ( )

* *
1 0

* *
1 20

1 3

1 4

e d 0

e d 0 0 0
0 0
0 0

s

s

BI S s

BI S s

τ λ

τ λ

λ β β η ς

β λ β η ξ ϕ

ϕ λ ξ ϕ
δ λ ξ ς

−

−

+

− − + + =
− + +

− + +

∫

∫  

若 ( )* * * *
1

1

, , , ,0,0,0AS I Q R E λ
ξ

 
= =  

 
，则在 1E 处的特征方程为： 

( )( ) ( ) ( )2
1 1 1 4 1 20

1

e d 0sA s
τ λλλ ξ λ ξ ς λ β η ξ ϕ

ξ
− 

+ + + − + + = 
 

∫                  (19) 

令 ( ) ( ) ( )1 1 20
1

e dsAg s
τ λλλ λ β η ξ ϕ

ξ
−= − + +∫ ， ( )0 0g < ，且当 λ → +∞时， ( )g λ → +∞，所以存在 0 0λ >

使得 ( )0 0f λ = 。 

所以(19)式至少有一正实部的解，即当 0 1R > 时， 1E 不稳定。 
下面通过分析新系统(17)在 ( )0,0,0,0 的全局稳定性来讨论系统(13)的地方病平衡点的局部渐近稳定

性。下面考虑 Lyapunov 函数 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 2

2 2 2
1 1 2 3 4

* 2
2 2 0

1 1 1 1
2 2 2 2
1 d d
2

, , , 0

t t t

t

t
t t s

t t t t t i

V h V h V h

V h w x y z u w y w z w u

V h w S y u u s

h x y z u w

τ
β η

−

= +

= + + + + + +

=

= ≥

∫ ∫
其中 ，

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 3 3 1 4 4 4

1 2 1 1 1 3 1 1 1 4 1 1 1 3 1 2 3

*
1 4 1 2 1 3 1 4 4 2 0

d

tV h w x w w y w z w w u

w w xy w w xz w w xu w w w yz

w w yu w w w uz w S y t y t s s
τ

ξ ξ ξ ϕ ξ ϕ ξ ξ ς

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ϕ

ξ ξ ξ ξ δ β η

 = − − + + − + − + +       
− + + − − + − + −

− + − + − + −∫



 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 3 3 1 4 4 4

*
2 1 2 1 1 1 3 1 1 1 4 1 1 1 3 1 2 3

*
2 22

1 4 1 2 1 3 1 4 4 0
d

2

tV h w x w w y w z w w u

w BI w w xy w w xz w w xu w w w yz

w Sw w yu w w w uz y t y t s s
τ

ξ ξ ξ ϕ ξ ϕ ξ ξ ς

β ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ϕ

β
ξ ξ ξ ξ δ η

 ≤ − − + + − + − + +       

+ − − + − − + − + −

 − + − + − + − − ∫



 

( ) ( ) ( ) ( )
*

2 22
2 0

d
2

w SV t y t y t s s
τβ

η = − − ∫  
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2
2 1 1 1 2 3 3 1 3 1 4 4 4

*
2 1 2 1 1 1 3 1 1 1 4 1 1

1 3 1 2 3 1 4 1 2 1 3 1 4 4

tV h w x w y w w z w w u

w BI w w xy w w xz w w xu

w w w yz w w yu w w w uz

ξ ξ ξ ϕ ξ ξ ξ ς

β ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ϕ ξ ξ ξ ξ δ

 ≤ − − − + + − + +   

+ − − + − − +

− + − − + − + −



            (20) 

取 1 1w = ， 1 2
2 *w

BI
ξ ξ
β
+

= ， 2 3
3w ξ ξ

ϕ
+

= ， 3 4
4w ξ ξ

δ
+

= ，则 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 4 42 2 2 22 3
1 2 1 4

3

1 3 4 1 4 2

20 x y z u

xz xu yu

ξ ξ ξ ςξ ξξ ξ ξ ξ
ϕ ξ ϕ δ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

  + + +
= − − − + − +   +   

− − − + − +

式不等式右端
         (21) 

进一步，将(21)式拆分，上式可得： 

( )
( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

3 4 42 2 2 2 22 3
1 1 2 1 4

3

3 4 4 2
4 1 3 4 1 4 2

1 1 1
2 2 2

1
2

x x y z u

u xz xu yu

ξ ξ ξ ςξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ

ϕ ξ ϕ δ

ξ ξ ξ ς
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

δ

   + ++
= − − − − + − +   +    

 + +
− + − − − + − + 

 

 

由条件(14)可知(20)式右端是负定的，进一步知 ( )( )V h t 是负定的，由引理 2.1 可得系统(15)的平衡点

( )0,0,0,0 是全局渐近稳定的，即系统(1)的地方病平衡点 *E 是局部渐近稳定的，证毕。 
本文在构建传染病模型后，计算出基本再生数、无病平衡点以及地方病平衡点。之后本文得出了当

基本再生数大于 1 时，易感者、感染者、隔离者、恢复者是有下限的，进而得出传染病是永久的，也是

本文的一个创新点。之后本文又对无病平衡点和地方病平衡点的稳定性进行了分析。虽然在本模型中加

入了隔离人群，但是实际生活中面对某种传染病爆发时，除了对感染者进行隔离处理，还通常会对易感

者进行疫苗接种来减少感染人数，所以接下来也可以在本文模型的基础上加上疫苗接种人群进行分析。 
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