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摘  要 

本文基于应力佳点对偶网格剖分以及分片三次Lagrange插值试探函数空间和分片常数检验函数空间的

三次有限体积元法和Caputo导数的L1-逼近公式构造数值格式求解一维时间分数阶扩散方程，并证明了
格式的L2范数在时间和空间方向分别 2 α− 阶和四阶收敛误差估计。通过数值实验验证了理论分析结果

以及所提格式的有效性。 
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Abstract 
In this article, the one-dimensional time fractional diffusion equation is solved by a numerical 
scheme which is constructed by the L1-formula of approximating the Caputo fractional derivative 
and a cubic finite volume element method. The cubic finite volume element method is based on the 
optimal stress points dual partition, and the trial function space of piecewise cubic Lagrange inter-
polation and the test function space of piecewise constant. The L2-norm error estimate of fourth 
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order convergence in space and 2 α−  order convergence in time is proved. Numerical experiments 
are given to verify the effectiveness of the theoretical analysis results and the proposed scheme. 
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1. 引言 

有限体积元法具有局部积分守恒的性质，能保持局部的质量、动量或能量的守恒性，与有限元方法

有同阶精度但要比有限元方法便于计算，因此有限体积元法被认为是求解偏微分方程最有效的计算方法

之一[1]。李荣华教授于 1982 年提出了基于变分形式定义的有限体积元法并奠定了理论基础[2]。此后，

线性元等低次有限体积元法得到了很好的发展，形成了比较完善的理论框架。高次有限体积元法对离散

空间的光滑度要求高，其格式构造和理论分析都比较复杂[3] [4] [5] [6] [7]。基于插值导数超收敛点(在力

学上称为应力佳点)的方法，王同科[8] [9] [10]等和李永海[11] [12]等各自研究了两点边值问题、椭圆和抛

物问题的基于应力佳点的高阶有限体积元法，并给出了数值格式的最优L2-范数等误差估计。文献[13] [14]
结合文献[9]的思想针对对流扩散方程分别构造了 Crank-Nicolson 三次有限体积元格式和时间间断时空有

限体积元格式，并分析了所提格式的 L2 模最优收敛误差估计。这些方法在不增加计算量的情况下，可达

到更高的计算精度且具有天然的梯度超收敛性。 
本文基于文献[9]的体积元构造思想，针对一维时间分数扩散方程[15]构造了一类三次有限体积元格

式，并分析了格式的 L2 模最优收敛误差估计。文献[15]利用有限元法研究了时间分数阶扩散方程，而本

文研究了该方程的三次有限体积元方法。本文方法具有局部积分守恒的性质，与三次有限元方法有同阶

精度但要比三次有限元方法便于计算。 

2. 三次有限体积元格式 

考虑下面的时间分数阶扩散方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ]
2

2

,
, , , , 0,

u x t u f x t x t a b T
t x

α

α

∂ ∂
− = ∈ ×

∂ ∂
，                       (1) 

以及初边值条件 

( ) ( ) ( ]
( ) ( ) ( )

, 0, , 0, 0, ,
,0 , , ,

u a t u b t t T
u x x x a bϕ
 = = ∈
 = ∈

                              (2) 

其中 0 1α< < ， ,f ϕ 是给定的光滑函数，Caputo 分数阶导数定义为 

( )
( )

( )
( )0

, ,1 d
1

tu x t u x s s
st t s

α

α αα
∂ ∂

=
Γ − ∂∂ −

∫ 。                          (3) 

对正整数 N，令 T Nτ = 是时间步长， ( ) ( ), ,0m
m mu u x t t m m Nτ= = ≤ ≤ 和 ( )1 2m m mu u u −= + 。分数

阶导数(3)在点 mt 处有[15] 
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α

− −
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∂  = − − + Γ −∂  
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其中 ( ) ( )1 1
1 1 1, , 1k k k m m kd d d d k kα αβ β − −
− − −= − = = + − 且 ( )2mR o ατ −= 。于是方程(1)的时间半离散形式为 

( ) ( ) ( )
1

0
1

1
2 2 2

m
m m k m m m

k m xx
k

u u u u f Rα α αβ β α τ α τ α τ
−

−
−

=

− − −Γ − = Γ − + Γ −∑ 。 

对区间 [ ],I a b= 做剖分 hI ，节点为 0 1 1 2 2 1 3n n n n na x x x x x x x b+ += < < < < < < < < < =   ，称

[ ]3 3 3,i i iI x x−= 为单元，单元内的三等分点为 3 2 3 1,i ix x− − ，令 ih 为每等分长度， 1max i n ih h≤ ≤= 。在区间 iI 上，

经过 3 3 3 2 3 1 3, , ,i i i ix x x x− − − 四点的三次插值应力佳点分别为 

3 , 3 3 , 3 3 , 3
3 5 3 5 3, ,

2 2 2i l i i i r i i i c i ix x h x x h x x h+ −
= − = − = − 。 

在这三点处，函数的三次插值导数具有四阶精度，而其余点处仅有三阶精度[9]。记 *
3 , 3 ,,i i l i cI x x =  ，

**
3 , 3 ,,i i c i rI x x =   ， ( )

***
3 , 3 1 ,,i i r i lI x x +

 =   ， ( )1,2, , 1i n= − ， ***
0 0 3,, lI x x =   ， ***

3 , 3,n n r nI x x =   。所有的
* ** ***, ,i i iI I I 构成剖分 hI 的对偶剖分 *

hI ，称 * ** ***, ,i i iI I I 分别为对应节点 3 2 3 1 3, ,i i ix x x− − 的控制体积。 
这里除了用标准 Sobolev 空间及 L2 范数

0⋅ 和 H1 半范数
1⋅ ，需要如下离散空间 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1
0 3: , , , , 0

ih h h i i h h hIU u H I u P I I I u a t u b t= ∈ ∈ ∀ ∈ = = ， 

( ) ( ) ( ){ }* ** *** *** ***
0

* ** *** *
2 : , , 0, 0

i i i nh h h i i i h h hI I I I IV v L I v I I I I v v= ∈ = ∀ ∈ = =
或 或

或 或常数 ， 

和如下离散范数 

( )2 2 2 2 2
3 3 3 2 3 1 30,

1

3 3 3 ,
8

n

h i i i i i h hh
i

u h u u u u u U− − −
=

= + + + ∀ ∈∑ ， 

( ) ( ) ( )2 2 22
3 2 3 3 3 1 3 2 3 3 11,

1

1 ,
n

h i i i i i i h hh
i i

u u u u u u u u U
h − − − − −

=

 = − + − + − ∀ ∈ ∑ ， 

其中令 ( )i h iu u x= 。定义插值算子 * :h h hU Vπ → 使得 

( ) ( ) ( )( )*
3 2 3 2 3 1 3 1 3 3

1

n

h h h i i h i i h i i
i

u u x u x u xπ ψ ψ ψ− − − −
=

= + +∑ ， 

其中 3 2 3 1 3, ,i i iψ ψ ψ− − 分别是控制体积 * ** ***, ,i i iI I I 上的特征函数。 
问题(1)~(2)的有限体积元弱形式为：对 hv V∀ ∈ ，求 ( )1

0u H I∈ 使得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
0

1
1

, 2 ,

, , 2 , 2 ,

m m

m
m k m m

k m
k
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u v u v f v R v

α

α α

α τ

β β α τ α τ
−

−
−

=

+ Γ −

= + + Γ − + Γ −∑
。 

由于 *
hπ 是 hU 到 hV 的迁移算子，上述弱形式等价于：对 hv U∀ ∈ ，求 ( )1

0u H I∈ 使得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

* *

1
* 0 * * *

1
1

, 2 ,

, , 2 , 2 ,

m m
h h

m
m k m m

k h m h h h
k

u v a u v

u v u v f v R v

α

α α

π α τ π

β π β π α τ π α τ π
−

−
−

=

+ Γ −

= + + Γ − + Γ −∑
。       (4) 

相应的有限体积元格式为：对 hv U∀ ∈ ，求 h hu U∈ 使得 
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其中 

( ) ( ) ( ) ( )
1
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3 2 3 2 3 1 3 1 3 3

1 1
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h h i h i i h i i h i
i i
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且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 2 3 , 3 , 3 1 3 , 3 , 3 3 , 3 1 ,, , , , ,h i h i l h i c h i h i c h i r h i h i r h i la u u x u x a u u x u x a u u x u xψ ψ ψ− − +′ ′ ′ ′ ′ ′= − = − = −  

( ) ( ) ( )* ** ***3 2 3 1 3, d , , d , , d
i i i

h i h h i h h i hI I I
u u x u u x u u xψ ψ ψ− −= = =∫ ∫ ∫ 。 

注：格式(5)是便于使用有限元框架进行误差分析。在实际计算中，我们可使用与格式(5)等价的下述

有限体积格式：求 h hu U∈ 使得 

( ) ( )3 ,
* * * *

3 ,

1
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1
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3 ,

1
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1
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m xm m k m m
k m xI I I Ixk
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−

−
−

=
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其中各个积分项的数值计算可参考文献[9]。该格式具有与三次有限元方法有同阶精度但要比三次有限元

方法更加便于实现。 

3. 误差分析 

首先给出误差分析所需一些基本引理和定义。 
引理 1 [9] 对任意的 h hu U∈ ，半范数

1,h⋅ 与
1⋅ 等价以及范数

0,h⋅ 与
0⋅ 等价，即 

1, 1 1, 0, 0 0,

9 10 , 0.59 1.16
20h h h h h hh h h hu u u u u u≤ ≤ ≤ ≤ 。 

引理 2 [9] 对充分小的 h， ( )*,h h ha u uπ 是正定的，即存在正常数σ ，使得 

( ) 2*
1

, ,h h h h h ha u u u u Uπ σ≥ ∀ ∈ 。 

定义 1 [9] 椭圆投影算子 ( ) ( )2 1
0:h hP H I H I U→ 使得 

( ) ( )* *, , ,h h h ha P u v a u v v Uπ π= ∀ ∈ 。 

引理 3 [9] 设 hP 是由式(9)所定义的椭圆投影算子，则对 ( ) ( )5 1
0u H I H I∀ ∈  ，有 

3 4
4 51 0

,h hu P u Ch u u P u Ch u− ≤ − ≤ 。 

引理 4 [9] 对 ,h h hu v U∀ ∈ ，迁移算子 *
hπ 满足下列不等式 

( ) ( ) 2 2* * 2
0, 1,00

0.01330682.9214 , , ,h h h h h h h h h hu u u v u v h u vπ π σ
σ

≤ − ≤ + 。 
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引理 5 [15] 设 0, 0,1, ,k k Nε ≥ =  且 0γ > ，则当 
1

1

m
m m k

k
k

ε β ε γ
−

−

=

≤ +∑ ， 

时有 ( ), 1, 2, ,m C m Nαε τ γ−≤ =  ，其中 C 只依赖于 ,T α 和 u。 
其次，利用上述引理和弱形式(4)和格式(5)得到如下误差分析结果。 
定理 1 设 ( )mu t 和 m

hu 分别是问题(1)和格式(5)的解，并 ( )2O hατ = ， ( )0
h hu P xϕ= ，则存在与剖分步

长 h 和τ 无关的正常数 C，使得 

( ) ( )4 2

0

m
m hu t u C h ατ −− ≤ + 。 

证 令 m m m m m m m m
h h h hu u u P u P u u ρ θ− = − + − = + ，则由引理 3 知 4

0 5

m mCh uρ ≤ 。将方程(4)和(5)相
减，得误差方程 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

* *

1 1
0 * * 0 *

1 1
1 1

, 2 ,

, 2 , ,

m m
h h

m m
m k m m m k

k m h h k m h
k k

v a v

v R v v

α

α

θ π α τ θ π

β θ β θ π α τ π ρ β ρ β ρ π
− −

− −
− −

= =

+ Γ −

   = + + Γ − − − −   
   
∑ ∑

     (6) 

上式中取 mv θ= ，并令 

( ) ( ) ( ) ( )* *
1 2, , , ,m m m m m m m m

h h T Tθ π θ θ θ θ π θ θ θ= + − = + 。                      (7) 

利用 Cauchy-Schwarz 不等式、引理 1 和引理 4，有 

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2*
2 0 1

, , 2
2

m m m m m m
h

ChT α
αθ π θ θ θ θ σ α τ θ

α τ
= − ≤ + Γ −

Γ −
，              (8) 

( ) ( ) 2* *

0 0 1
, , ,m k m m k m m m m

h hC aθ π θ θ θ θ π θ σ θ− −≤ ≥ 。                    (9) 

令
( )

1
0

1
1

1
2

m
m m k

k m
k

Sρ α ρ β ρ β ρ
α τ

−
−

−
=

 = − − Γ −  
∑ ，则经过展开计算和重新合并后有 

( )
1 11

02

m k m km

k
k

S d
α

ρ
τ ρ ρ

α τ

− − − −−

=

 −
=  Γ −  

∑ ， 

又由于 

( )
[ ]1

1

50,
00

1 , d maxm k

m k

m k m k t
t tt t T

x s s C uρ ρ ρ
τ τ

−

− −

− − −

∈

−
= ≤∫ 。 

因此 

[ ]
1 4

50 0,
max tt T

S CT h uα
ρ

−

∈
≤ 。                            (10) 

于是由不等式(6)~(10)，并取 ( )0
h hu P xϕ= ，利用引理 5 得 ( )4 2

0

m C h αθ τ −≤ + 。再与 4

0 5

m mCh uρ ≤

结合可得结论，证毕。 

4. 数值算例 

本节用所提格式在区间 ( ) [ ] [ ], 0,1 0,1x t ∈ × 上数值求解具有解析解 ( )2 sin 2u t x= π 的问题(1)~(2)。此时，

问题(1)~(2)的初始值 0ϕ = 。空间和时间均匀网格步长分别取为 1 3 , 1h n Nτ= = ，其中 ,n N 分别是空间

和时间剖分个数。时间和空间收敛阶计算公式分别为 
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( ) ( )
( ) ( )

ln ln
ln lntRate

N N
=

细 误 误网格 差 粗网格 差

网格剖分 粗网格剖分细
，

( ) ( )
( ) ( )

ln ln
ln lnsRate

n n
=

细 误 误网格 差 粗网格 差

网格剖分 粗网格剖分细
。 

 
当分数阶导数参数 0.2α = 时，表 1 左半部分给出了取定充分小的时间步长 0.5e 4τ = − 而空间步长

1 20,1 25,1 30,1 35h = 时的空间方向收敛阶 sRate ，右半部分给出了取定充分小的空间步长 0.5e 4h = − 而

时间步长 1 75,1 80,1 90,1 200h = 时的时间方向收敛阶 tRate 。表 2 和表 3 中分别给出了分数阶导数参数

0.5, 0.8α = 的数值计算结果，表格的结构与表 1 类似。表 1~3 中数据表明时间方向收敛阶接近 2 α− 、空

间方向收敛阶接近 4 阶与定理 1 的理论分析结果吻合。 
 
Table 1. Numerical results with 0.2α =  for the example that calculated by using the scheme 
表 1. 当取 0.2α = 时，用格式计算算例的数值结果 

h ( 0.5e 4τ = − ) 
0,

N N
h h

u u−  sRate  τ  ( 0.5e 4h = − ) 0,

N N
h h

u u−  tRate  

1/20 7.6912e−07 — 1/75 1.4774e−06 — 

1/25 3.1578e−07 3.9894 1/80 1.3161e−06 1.7913 

1/30 1.5251e−07 3.9919 1/90 1.0642e−06 1.8042 

1/35 8.2416e−08 3.9925 1/200 2.5343e−07 1.7969 

 
Table 2. Numerical results with 0.5α =  for the example that calculated by using the scheme 
表 2. 当取 0.5α = 时，用格式计算算例的数值结果 

h ( 0.25e 4τ = − ) 
0,

N N
h h

u u−  
sRate  τ  ( 0.5e 4h = − ) 0,

N N
h h

u u−  
tRate  

1/20 7.6346e−07 — 1/75 1.2441e−05 — 

1/25 3.1362e−07 3.9870 1/80 1.1296e−05 1.4955 

1/30 1.5162e−07 3.9865 1/95 8.7392e−06 1.4936 

1/35 8.2067e−08 3.9820 1/250 2.0529e−06 1.4971 

 
Table 3. Numerical results with 0.8α =  for the example that calculated by using the scheme 
表 3. 当取 0.8α = 时，用格式计算算例的数值结果 

h ( 0.015e 4τ = − ) 
0,

N N
h h

u u−  
sRate  τ  ( 0.5e 4h = − ) 0,

N N
h h

u u−  
tRate  

1/20 1.1895e−05 — 1/75 7.6119e−05 — 

1/25 2.3858e−06 3.9624 1/80 7.0473e−05 1.1941 

1/30 7.6174e−07 3.9685 1/95 5.7340e−05 1.2001 

1/35 3.1550e−07 3.9502 1/250 1.7946e−05 1.2005 

5. 结论 

针对一维时间分数扩散方程初边值问题，本文基于 Lagrange 插值多项式的应力佳点对偶剖分和 L1-
逼近公式构建了一种三次有限体积元格式，并详细推导了格式的 L2-模 ( )2 4,O hατ − 阶误差估计，其中τ 和
h 分别表示时间剖分步长和空间剖分步长。数值实验验证了该方法的有效性和理论分析结果，并且数值

结果表明本文方法拥有较高的计算精度。 
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