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摘  要 

本文介绍了指数定律和k-空间即紧生成空间相关的研究历史，并给出了k-映射的指数定律的一个证明。

本文用赋予终拓扑的方法定义了拓扑空间的k化，接下来依次引入k-空间、k-映射、k-映射空间的定义。

本文利用一系列定理说明k化了的k-映射空间中可以存在指数定律，证明了指数定律还是某种k-空间之间

的同胚。在k-空间的基础上，本文介绍了弱Hausdorff的性质以及它对k-空间性质的影响，并利用对角集
对弱Hausdorff的紧生成空间进行判定。最后，本文以数学分析中的含参积分为例说明弱Hausdorff的紧

生成空间以及对角集在 n 中的应用。为此本文还介绍了滤子基，展示了对角集在一致连续定义中的作用，
并证明了如何通过滤子基将极限的换序推广到一般情形。本文的主要结果是给出k-映射的指数定律的一

个证明，并举出了一个k-空间的具体例子，展示了对角集在k-空间判定和含参积分中的应用。 
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Abstract 
This paper introduces the research history of exponential law and k-space, which is also called 
compactly generated space, and gives a proof of exponential law of k-mapping. In this paper, the 
k-ficaton of topological space is defined by giving the final topology, and then the definitions of 
k-space, k-mapping and k-mapping space are introduced in turn. In this paper, a series of theo-
rems are used to illustrate that there can be an exponential law in k-mapping spaces with 
k-ficaton, and it is proved that the exponential law is also a homeomorphism between some 
k-spaces. On the basis of k-space, this paper introduces the properties of weakly Hausdorff and its 
influence on the properties of k-space, and uses diagonal set to determine whether a compactly 
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generated space is weakly Hausdorff. Finally, this paper takes the parametric integral in mathe-
matical analysis as an example to illustrate the application of compactly generated weakly Haus-
dorff spaces and diagonal set in n . Therefore, this paper also introduces the filter base, explain-
ing the role of diagonal set in the definition of uniform continuity, and proves how to extend the 
order change of limit to the general case through filter base. The main results of this paper are 
giving a proof of the exponential law of k-mapping, and giving a specific example of k-spaces, 
showing the application of diagonal set in k-space determination and parametric integral. 
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1. 引言 

函数族的收敛性在数学和工程中扮演着非常重要的角色。 
例如，用多项式逼近光滑函数(Taylor 级数与幂级数)，用三角函数逼近分段连续函数(Fourier 级数)

等，都是通过函数空间的正交基对函数进行逼近。 
机器学习等领域的实践表明，映射的复合可能会带来更多的结构。 
本文介绍的指数定律给出了多元映射与复合映射之间的某种同构关系：两个变量的函数可以被视为

一个变量的变量函数。 
在集合论、高等代数和数学分析中，指数定律的例子包括： 
例 1.1. 对集合 , ,X Y Z ，指数定律是指双射 

( )
( )( )( ) ( )( )( )

:

ˆ, .

ZZ Y YE X X

f z y f y z

× →



 

例 1.2. 对于有限维线性空间 , ,X Y Z 和它们之间的线性映射，有线性同构 

( ) ( )( ), , , .X Y Z X Y Z⊗ ≅    

证明由 ( ) ( )( )dim , dim , ,X Y Z X Y Z⊗ =   得到线性空间的同构。 
例 1.3. 在欧氏空间 ,X Y 中考虑 m 阶连续可微函数 ( ),mf C X Y∈ ，则对任意的 1k m≤ − ，有 

( )( )1 , , .k kf C X X Y∂ ∈   

又由多线性性质，有 
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其中 ( )1,2, ,i X i n∈ =h  。 
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特别地，对 [ ]kh ，由多项式定理，有 

( )[ ] ( )

( )

1

! ,
!

kn
kk i

i
i

k

f h f

k fα α

α α

=

=

 
∂ = ∂ 

 

= ∂

∑

∑

x h x

x h
 

其中α 为 n 重指标。由此可以得到 Taylor 定理的多元多项式表示。 
上面三个例子中的映射或是不附带任何结构，或是线性映射，或与线性映射只相差 ( )( )0o →h h 。

因此应当考虑更广的一类函数，这类函数具有某种结构(如连续性)，并研究这类映射的性质与映射族的收

敛性。为此需要引入映射空间的拓扑结构。 
数学分析中主要考虑紧集上的连续函数空间。例如，有界闭区间上的连续函数列若一致收敛，则其

极限函数也是连续的。这意味着有界闭区间上的连续函数全体作为某个拓扑空间中的集合是闭的。因此

自然地考虑定义一致收敛度量。 
一般地，需要考虑任意的拓扑空间。参考文献[1]中介绍了拓扑学中的基本内容。 
对给定的拓扑空间可以进行大量操作，例如取乘积、商、推出等。但拓扑空间全体未必有足够好的

性质，因此常只考虑某些具有特定性质的拓扑空间，例如紧致性、Hausdorff 性质等。 
函数空间拓扑的概念可以追溯到度量 

( ) ( ) ( )( ){ }, sup , ,X
c C

d f g d f c g c
∈

=  

其中 C 是紧致空间， ( ), XX d 是度量空间。 
为了考虑 C 仅局部紧的情形，R. H. Fox 在连续函数集 ( ),C Y X 上引入了紧–开拓扑，其中 Y 和 X 是

拓扑空间。对于 Y 中的紧集 C 和 X 中的开集 U，紧–开拓扑有一个子基 ( ),C U ，其中的元素是一些连

续函数 :f Y X→ ，它们满足 ( )f C U⊆ 。Fox 还开始研究这与“指数定律”的关系。 
Fox 给出了与指数定律类似的结果，即将例 1.1 中的 YX 替换为 ( ),C X Y 。这要为连续函数空间赋予

拓扑。遗憾的是，人们发现这只适用于 Y 是局部紧的情形，即具有紧集构成的邻域基，并且需要的拓扑

是紧–开拓扑。 
关于指数定律，R. Arens 和 J. Dugundji 给出了 ( ),C X Y 中拓扑的详细分析。 
指数定律的有效性对局部紧空间的限制对于拓扑学来说是困难的。E. Spanier 在参考文献[2]中提出，

这种情况可以通过使用“准拓扑空间(quasi-topological spaces)”来改善，该空间由从紧 Hausdorff 空间 C
上的一族映射 :f C X→ 确定了 X，还满足特定的公理。在这之后，参考文献[3]也对其进行了讨论。 

Hausdorff 紧生成空间最初称为 k-空间，来源于德语单词 kompakt。Hurewicz 对 k-空间进行了研究。

其他数学家如 Kelley、Dugundji、Félix、Halperin 和 Thomas 也发现了它们。 
20 世纪 60 年代，他们进行深入研究的动机来自于常见拓扑空间类别的众所周知的缺陷：这不是笛

卡儿闭范畴，通常笛卡儿积的识别映射并不总是识别映射。有两种方法可以改善这种情况。一是限制在

Hausdorff 紧生成的 Hausdorff 空间的全子范畴内，这实际上是笛卡尔闭的。另一种是考虑通常的 Hausdorff
空间，但使用紧致子集上的连续函数。 

R. Brown 在参考文献[4]中发现，在具有 Hausdorff 性质的 k-空间和连续映射的范畴中，指数定律是

满足的。参考文献[5]指出，这一类别“可能对拓扑的所有目的都是充分和方便的”。而参考文献[6]中的

论述提出了 Hausdorff 空间和 

( ) ( )( ), , ,SC Z Y X C Z C Y X× ≅  
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的定律，解释了指数定律不能在所有空间中存在。 
可以通过将紧生成表示为“具有关于紧 Hausdorff 空间到空间的所有映射的最终拓扑”将 Hausdorff 条

件移除。在参考文献[7]中，这被推广到紧 Hausdorff 空间的特定集族的情况，考虑拓扑空间之间的 -
连续映射 ( ),X Y ，其上赋予了以 

( ) ( ) ( ){ }, , :t U f X Y f t A U= ∈ ⊆   

为子基的拓扑，其中 U 是 Y 中的开集，而 :t A X→ 是“测试”映射。 
这些观点可以推广到非 Hausdorff 情形，例如紧生成的空间。这是因为 Hausdorff 空间的标识空间不

必是 Hausdorff。 
在现代代数拓扑中，该性质通常与弱 Hausdorff 性质结合。弱 Hausdorff 性质这一概念是由 M. C. Cord

引入的，以弥补使用 Hausdorff 空间范畴带来的不便。其讨论在参考文献[8]中。 
本文用了对角映射和对角集证明弱 Hausdorff 的性质，而对角集的作用在其他地方也有体现，为此本

文还介绍了滤子基。 
序列足以描述度量空间中的拓扑性质，或者更一般地，描述拓扑具有可数基的拓扑空间中的拓扑性

质。然而，在更抽象的空间中需要滤子基或网。 
滤子的研究是描述一般拓扑空间收敛性的一种非常自然的方法。滤子于 1937 年由 Cartan 引入。在

Kowalsky 的文献中可以看见拓扑的发展对滤子的影响。滤子也是泛函分析中描述非拓扑收敛概念的重要

工具。此外，Preuss 在他关于分类拓扑的书中应用了滤子。 
在拓扑空间中，滤子可以用于刻画连续性、紧性等重要概念。本文将采用滤子基说明对角集的应用。 
此外，关于滤子和滤子基的许多性质可以在参考文献[9]中找到。 
本文中对拓扑空间的一个重要操作是 k 化。而本文中定义的 k 化是给空间赋予某个终拓扑，这是基

于如下一系列事实： 
终拓扑是拓扑空间上使所有测试函数连续的最细拓扑。商空间上的商拓扑是关于单个满射函数的终

拓扑，即商映射。不相交并拓扑是关于包含映射的终拓扑。终拓扑也是拓扑空间范畴中每个直接极限所

赋予的拓扑。拓扑与一些子空间集合是一致当且仅当拓扑是由自然包含诱导的终拓扑。 
关于终拓扑的详细讨论和例子见参考文献[10] [11] [12]。 
本文由 k 化入手定义 k-空间，其中 k 化是给空间赋予终拓扑，接下来本文依次定义了 k-映射，并对

k-映射全体赋予了测试–开拓扑，使之成为 k-映射空间。 
在上述定义下，本文证明了指数定律。 
接下来本文还介绍弱 Hausdorff 性质。在 k-空间和弱 Hausdorff 性质的判定中，都出现了对角集。从

滤子基的角度可以看到对角集在定义度量空间中函数的一致连续时起到的作用。 
在本文的最后，将把含参积分作为 k-空间中的例子讨论其性质。为了一般化，本文利用滤子基直接

将定义域推广到 n 。在证明含参积分对参数的连续性时，通过一致连续的滤子基定义再次用到了对角集。 
本文的主要结果是给出 k-映射的指数定律的一个证明，并举出了一个 k-空间的具体例子，展示了对

角集在 k-空间判定和含参积分中的应用。 

2. 相关理论基础和模型 

2.1. 积空间与映射空间 

首先敘述积空间与映射空间的概念和性质。 
定义 2.1. 设{ }j j J

X
∈
是一族集合。对 J-元组 
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( ) ,j jj J
j J

x X
∈

∈

∈∏  

定义投影映射 

( )

:

.

j
j J

j j J

X X

x x

α α

α

π
∈

∈

→∏



 

定义 2.2. 设 ( ),j j j J
X τ

∈
是一族拓扑空间，对每个 j J∈ 定义 jX 的子集族 

( ){ }1 : ,j j j j jU Uπ τ−= ∈  

则 j
j J∈


 导出的拓扑τ 称为积拓扑。称 

,j
j J

X τ
∈

 
 
 
∏  

为积空间，其中每个 ( ),j jX τ 称为坐标空间。 
推论 2.1. 积空间到坐标空间的投影映射是连续映射。 
定义 2.3. 对从 J 到 Y 的映射全体 

,J
j

j J
Y Y

∈

=∏  

称其中的元素 ( )j j J
y

∈
为选择函数。 

假设(选择公理)。设 ( )j j J
y

∈
为某一集合的子集族。若 J ≠ ∅，且 ( ), jj J Y∀ ∈ ≠ ∅ ，则 

,j
j J

Y
∈

≠ ∅∏  

即选择函数存在。 
积空间有以下三个性质，证明见点集拓扑教科书，例如参考文献[1]。 
引理 2.1. 映射 : jj Jf X Y

∈
→∏ 连续当且仅当对任意 j J∈ ，有 j fπ  连续。 

引理 2.2. 积空间保持连通性和 Hausdorff 性。 
引理 2.3 (Tychonoff)。积空间保持紧致性。 
定义 2.4. 设 X 是集合， ( ), YY τ 是拓扑空间，则称 

( ){ }: ,E
YU E P X U τ∈ ⊆ ∈  

导出的拓扑为  -开拓扑。 
定义 2.5. 称映射 

( ) ( )
:

,

Xe Y X Y
f x f x
× →



 

为赋值映射。 

2.2. 度量空间 

实际应用中，常考虑度量空间。这里列出本文将用到的度量空间中的性质，许多点集拓扑学的教科

书中都有它们的证明，例如参考文献[1]。 
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引理 2.4. 给定集合 X 上的度量 d，定义标准有界度量 ( ){ }: min , ,1d d x y= ，则 d 与 d 诱导相同的拓扑。 
度量空间中可以定义收敛和一致收敛。而从点集拓扑学中知道，与一致收敛对应的还有等度连续。 
定义 2.6. 设 ( ),Y d 为度量空间， ( ),C X Y⊆ ，若对任意 0ε > ，存在 0x X∈ 的邻域 U，对任意 x U∈

和任意 f ∈ ，有 ( ) ( )( )0,d f x f x ε< ，则称 在 0x 等度连续。又若 在 x 处等度连续对任意的 x X∈ 成

立，则称 等度连续。 
完备度量空间具有更好的性质，并且给定度量空间时，完备化是唯一的。 
定义 2.7. 设 X 是度量空间， *X 是完备度量空间，若 X 与 *X 的一个稠密子集 X 等距同构，则称 *X

是 X 的一个完备化。 
引理 2.5. 等距同构意义下，每个度量空间的完备化是唯一的。 
这一引理在泛函分析或点集拓扑学中都会用到，参考文献有[1] [12]。特别地，在映射的陪域是度量

空间的情形下，还能为映射空间赋予度量。 
定义 2.8. 设 X 为拓扑空间， ( ),Y d 为度量空间，任意给定映射 Xf Y∈ ，X 的紧致子集 C 和 0ε > ，称 

( ) ( )( ){ }{ }: sup ,
x C

g d f x g x ε
∈

<  

生成的拓扑为紧收敛拓扑。 
例 2.1. 设 X 为拓扑空间， ( ),Y d 为度量空间， XY ，赋予紧收敛拓扑，则有： ( )nf f n→ →∞ 等价

于对 X 的任意紧致子集 C，有 nf C 一致收敛于 f C ，其中表示限制。 

2.3. 滤子基上的收敛 

绪论中已经简要介绍了滤子基，数学分析中的相关定理也可以用滤子基的语言证明。参考文献[13] 
[14]中给出了许多对许多在数学分析中实用的滤子基，并对滤子基的各项性质进行了证明。下面举出在本

文的例子中会用到的滤子基。 
定义 2.9. 若集合族 ( )P X⊆ 满足：∅∉，且有 

( )1 2 1 2, , , ,B B B B B B∀ ∈ ∃ ∈ ⊆ ∩   

则称为 X 上的一个滤子基。 
定义 2.10. 设 X 是集合， 1 2,  是滤子基。若满足 

( )1 2 2 2 1, , ,B B B B∀ ∈ ∃ ∈ ⊆   

则称 2 比 1 细。 
例 2.2.在 n 中考虑 0x 的邻域和去心邻域，可以得到两个滤子基 

( ){ }
( ){ }

0

0

0

0

: , : 0

: , : 0 .

x

x

B x

B x

δ δ

δ δ

= >

= > 




 

例 2.3. 设 

( ){ }0 1 1 1Ω : ; : n n na x x x x bξ ξ ξ−= = ≤ ≤ < ≤ < ≤ =  

为带标记的有限分划的集合，则 

( ) ( ){ }{ }: : ; : : 0Bδ ξ λ δ δ= = < >    

是Ω 上的滤子基。 
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例 2.4. 设 X 为拓扑空间，
0x 是 0x X∈ 的邻域基，则

0x 也构成 X 上的一个滤子基。 
反之，给定滤子基，将其作为邻域基也可生成一个拓扑。 
定义 2.11. 设 Y 是拓扑空间， :f X Y→ ，是 X 上的滤子基，若对 y Y∈ 的任一邻域 V，存在 B∈

使得 ( )f B V⊆ ，则称 y 为 f 在上的极限，记为 

( )lim .f x y=


 

特别地，本文的例子中考虑 nY =  的情形，此时滤子基上的极限具有唯一性，局部有界性和保序性，

且保持四则运算。 
定理 2.1 (Cauchy 准则)。设 ( ),Y d 是完备度量空间，则 f 在上极限存在当且仅当 

( ) ( )( )( )1 2 1 20, , , , , .B x x B d f x f xε ε∀ > ∃ ∈ ∀ ∈ <  

下面可以用滤子基的语言刻画连续性。 
引理 2.6. 对任意函数 0: Xδ >→  ，定义 

( ) ( ) ( )( ){ }0 0 0 0, : , , ,XB x x X X x B x x x Xδ δ⋅ = ∈ × ∈ ∈  

则集族 

( ){ }pw : Bδ ⋅=  

构成滤子基。 
定理 2.2. 设 ( ) ( ), , ,X YX d Y d 是度量空间，则 :f X Y→ 连续当且仅当 

( ) ( )( )
pw

1 2lim , 0.Yd f x f x =


 

为了描述一致连续性，需要引入更多度量。 
定义 2.12. 在 X X× 上定义度量 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }1 2 3 4 1 3 2 4, , , : max , , , .X Xd x x x x d x x d x x∞ =  

对 E X⊆ ，定义 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ }1 2 1 2 3 4 3 4, , : inf , , , : , .d x x E d x x x x x x E∞ ∞= ∈  

定义 2.13. 称 

( )
:

,
X X X
x x x

∆ → ×



 

为对角映射。称 ( )Δ : ΔX X= 为对角集。 
对角映射和对角集的作用在后面将会多次看到。 
引理 2.7. 对任意 0δ > ，定义 

( ) ( )( ){ }1 2 1 2: , : , , ,B x x d x x Xδ δ∞= ∆ <  

则 { }Δ : : 0Bδ δ= > 构成滤子基。 
定理 2.3. f 在 X 上一致连续当且仅当 

( ) ( )( )1 2lim , 0.d f x f x
∆

=


 

推论 2.2. pw 比 Δ 细，即按点连续是一致连续的必要条件。 
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定理 2.4. 设 X 与 Y 是滤子基，则 :X Y X Y× = ×   是滤子基。 
这一性质意味着相对于网，滤子基可以更方便地处理多变量情形。 
参考文献[9] [13] [14]中介绍了更深入的内容和许多例子。 

2.4. 极限的换序 

数学分析中常会遇到极限换序的问题，例如函数列的连续性、含参积分的连续性等。一致收敛给出

了极限换序的充分条件。 
定义 2.14.设 ,X Y 为集合， Y 为 Y 上的滤子基， ( ),Z d 为完备度量空间， : X Y ZΦ × → 。若对任意

0ε > ，存在 Y YB ∈ ，对任意 x X∈ 和 Yy B∈ ，都有 ( ) ( )( ), , Yd x y x εΦ Φ < ，则称Φ 在 X 上沿 Y 对 x 一

致地收敛到 YΦ ，记为 

( ) ( ), , .
Y Yx y x x XΦ Φ ∈  

定理 2.5. (一致收敛的 Cauchy 准则)。 

( ) ( )
( ) ( )( )( )1 2 1 2

, ,

0, , , , , , , , .
Y Y

Y

f x y f x x X

B x X y y B d f x y f x yε ε

∈

⇔ ∀ > ∃ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ <




 

定理 2.6. 设 ,X Y 为集合， ( ),Z d 为完备度量空间， , ,X Y Z   分别为 , ,X Y Z 上的滤子基。若

( ) ( )lim ,
YYf x f x y=  和 ( ) ( )lim ,

XXf y f x y=  都存在，且其中至少一个是一致的，则 ( ),f x y 的两个累次

极限和重极限均存在且相等。 
证明 不妨设 ( ) ( ),

X Xf x y f y ，则由一致收敛的定义，存在 X XB ∈ ，当 Xx B∈ ，对任意的 y Y∈ ，

有 ( ) ( )( ), ,Z Xd f y f x y ε< 。 
由于 ( ) ( ),

Y Yf x y f x→ ，取定 0x ，则由 Cauchy 准则，存在 Y YB ∈ ，有 

( ) ( )( )( )1 2 0 1 0 2, , , , , .Y Zy y B d f x y f x y ε∀ ∈ ≤  

下一步是证明 ( )lim
Y Xf y 存在：取 0 1 2, , ,X Y X YB B B x B y y B⊆ × ∈ ∈ ，则有 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 2

1 0 1 0 1 0 2 0 2 2

,

, , , , , , ,

3 .

Z X X

Z X Z Z X

d f y f y

d f y f x y d f x y f x y d f x y f y

ε

≤ + +

<

 

由 Cauchy 准则知 ( )lim
Y Xf y 存在，记为 A。 

接着证明 ( )lim ,
X Y

f x y
× 存在且等于 A：由 ( ) ( ),

X Xf x y f y 的定义，注意到 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ), , , , ,X Xd f x y A d f x y f y d f y A≤ +  

即得证。 
最后可以证明 ( )lim

X Yf x 存在且等于 A：由 ( )lim ,
X Y

f x y
× 存在和 ( )lim

Y Xf y 存在，命题得证。 
由此可以看到一致收敛和等度连续在滤子基的视角下是完全对称的。 

3. k-映射的指数定律 

3.1. k-映射和 k-映射空间 

本文将通过 k 化定义 k-空间，而 k 化是给空间赋予终拓扑。 
定理 3.1. 给定一族拓扑空间 ( ),i i i I

X τ
∈ ，一个集合 Y 和 X 上一族映射{ }:i i i I

f X Y
∈

→ ，则 Y 上存在一
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个拓扑 finτ ，使得对任意拓扑空间Z，及映射 :g Y Z→ ，有g连续当且仅当对任意的 i I∈ ，有 :i ig f X Z→

连续，并且 finτ 还是满足这一条件的最细的拓扑。称 finτ 为 Y 关于 ( )i i I
f

∈ 的终拓扑。 
证明 考虑集族 

( ){ }1: ,Y i I i iU Y f Uτ τ−
∈= ⊆ ∀ ⊆  

显然 , YY τ∅ ∈ 。设 k YU τ∈ 。由原像的性质，对任意的 k 有 

( )1 1 ,i k i k i
k k

f U f U τ− − 
= ∈ 

 
 

 

对有限的 k 有 

( )1 1 ,i k i k i
k k

f U f U τ− − 
= ∈ 

 
 

 

因此 Yτ 是一个拓扑。 
由连续映射的定义， Yτ 是满足终拓扑条件最细的拓扑，因此 finYτ τ= 即为所求。 
推论 3.1. 若为 Y 赋予关于 ( )i i I

f
∈ 的终拓扑，则 ( )i i I

f
∈ 均是连续的。 

证明 由连续映射的定义即得。 
定义 3.1. 对拓扑空间 X 和任意紧 Hausdorff 空间 C，为 X 赋予关于连续映射 :t C X→ 的终拓扑，记

为 kX，称为 k 化。若 kX X= ，则称 X 为 k-空间或紧生成空间，记为 CG。称 C 为测试空间，其上的映

射 t 称为测试映射。 
显然 kX (未必严格地)细于 X，并且有： 
推论 3.2. 2k kX X= 。 
证明 k-空间具有终拓扑，它是最细的，因此 k-空间的 k 化不会给拓扑增加更多开集。 
直接根据定义判定一个空间是否是 k-空间很不方便，引入 k-闭这一概念后，就可以利用起具有更多

性质的测试空间。 
定义 3.2. 设 X 是拓扑空间， A X∈ ，如果对任意紧 Hausdorff 空间 K 以及任意连续映射 :f K X→ ，

有 ( )1f A− 在 K 中闭，则称 A 在 X 中 k-闭。 
定理 3.2. X 是 k-空间等价于 X 中的 k-闭子空间是闭的。 
证明对任意测试空间 C，集合U X⊆ 及连续映射 :t C X→ ，X 具有关于 t 的终拓扑等价于 

( )1 .X CU t Uτ τ−∈ ⇔ ∈  

当 \X U 取 X 的 k-闭子空间时就得到了结论。 
有了上面这一定理，就可以利用原像在测试空间中的性质更方便地判定 k-空间。 
定理 3.3. 局部紧 Hausdorff 空间是 k-空间。 
证明设 X 是局部紧 Hausdorff 空间，K 是 X 的 k-闭子空间。下证 K 是闭的。 
设 x K∈ ，由于已知 X 是局部紧 Hausdorff 空间，存在 x 的邻域 U 使得U 是紧 Hausdorff 的，因此

x U K∈ ∩ 。又由于 K 是 k-闭的，考虑包含映射 :i U K→ 知U K∩ 在U 中闭，得到 x K∈ 。 
定理 3.4. 设 X 是 k-空间，Y 是任意拓扑空间，则 :f X Y→ 连续当且仅当 : kf X Y→ 连续。 
证明 由连续映射的定义得到充分性。 
反之，设 K 为 Y 的 k-闭子空间， :t C X→ 是测试映射。 f t 也是测试映射，有 

( ) ( ) ( )( )1 1 1f t K t f K− − −=  
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在 C 中闭。故 ( )1f K− 在 X 中 k-闭，因此闭，由连续映射的定义得到 : kf X Y→ 连续。 
定义 3.3. 对任意拓扑空间 ,Y Z ，定义 

( ) k, : ,YY Z Z=  

其中的元素称为从 Y 到 Z 的 k-映射。 
这一定义表明， ( ),Y Z 中的元素实际上取自 YZ 中那些在复合了测试映射 :t C Y→ 后就能成为

( ),C C Z 中元素的映射。 
例 3.1. 恒等映射 id : kY Y→ 是 k-映射，但未必是连续映射。 
例 3.2. 若 :f Y Z→ 是 k-映射，则 : k kf Y Z→ 是连续映射。 
对于拓扑空间之间的 k-映射，可以定义其映射空间中的拓扑。 
定义 3.4. 对拓扑空间 Y，拓扑空间 ( ), ZZ τ ，测试空间 C 和测试映射 :t C Y→ ，定义 

( ) ( ) ( ){ }, : , : ,Zt U f Y Z f t C U τ= ∈ ⊆ ∈   

其导出的拓扑称为 k-映射空间 ( ),Y Z 上的测试–开拓扑。 
接下来假设每个 k-映射空间中的拓扑都是测试–开拓扑τ。 
至此写出指数定律所需要的各个定义都已经给出。 
例 3.3. 若 Y 为 Hausdorff 空间，则依此定义得到 ( ),Y Z 上的紧–开拓扑。 

3.2. 指数定律 

在集合的指数定律中，只需考虑元素的对应，因此指数映射的定义是自然的。然而，尝试在 k-映射

空间中定义“指数映射”时需要处理三个问题： 
第一，将 k-映射经过“指数映射”之后，是否还能得到 k-映射？ 
第二，“指数映射”涉及多个 k-映射空间，对它们 k 化时，不同的 k 化次数是否不会影响积空间的

拓扑？ 
第三，“指数映射”是否保持了拓扑性质，即“指数映射”是不是同胚？ 
下面将看到，在 k-映射空间中，这些问题都有肯定的答案。 
首先证明将 k-映射经过“指数映射”之后，得到的仍然是 k-映射。 
定理 3.5. 设 ,X Y 和 Z 为拓扑空间， ( ), ,x X f X Y Z∈ ∈ × ，则 ( ) ( ), ,f x Y Z⋅ ∈ 。 
证明设 :t C Y→ 是测试映射，则 { }id :x t x C X Y× × → × 也是测试映射。因此 ( )id xf t× 连续， ( ),f x t⋅ 

连续，由 k-映射的定义得到 ( ) ( ), ,f x Y Z⋅ ∈ 。 
引理 3.1. 对任意 ( ),f X Y Z∈ × ，定义 

( )
( )

ˆ : ,

,

f X Y Z

x f x

→

⋅


 

则有 ( )( )ˆ , ,f X Y Z∈  。 
证明只要证明对任意测试映射 :t C X→ ，有 f̂ t 连续。 
设 , :c C s B Y∈ → 是测试映射， ( ),s U 是 ( ) ( )( )ˆ ,f t c f t c= ⋅ 在 ( ),Y Z 中的邻域。由于

:t s C B X Y× × → × 也是测试映射， ( ):g f t s= × 连续。而 { }( )g c B U× ⊆ ，即{ } ( )1c B g U−× ∈ ，c 有开

邻域 V 使得 ( )1V B g U−× ⊆ 。因此 ( ) ( )ˆ ,f t V s U⊆  ，即 f̂ t 连续。 
引理 3.2. 设 ( )( ), ,g X Y Z∈  ，定义 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.118569


顾钰晗 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.118569 5415 应用数学进展 
 

( ) ( )( )( )
:

, ,

g X Y Z
x y g x y
× →



 

则 ( ),g X Y Z∈ × 。 
证明 设 ,B C 是测试空间， : , :s B X t C Y→ → 是测试映射。考虑交换图 

( )

( ),

s t

e id ts id

g d

g

i

B C X Y Z

X C Y Z C

×

××

×

× → × →

↓ ↑
× → ×




 

由于 ( ), , ids t g s e t× ×  都连续， ( )g s t× 也连续。因此 ( ),g X Y Z∈ × 。 
有了以上两个引理，才可以放心地定义指数映射： 
定理 3.6. 对任意拓扑空间 ,X Y 和 Z，有良定双射 

( ) ( )( ): , , , .E X Y Z X Y Z× →    

证明 ( ) ( )1ˆ ,E f f E g g−= = 即为所求。 
此时的指数映射只是集合意义上的映射，其对拓扑的影响仍然未知。 
接下来处理第二个问题。 
定理 3.7. 设 Y 和 Z 为拓扑空间， :t C Y→ 为测试映射，则 

( ) ( ): id : ,e t Y Z C Zδ = × × →   

是连续映射。 
证明 设 ( ),f Y Z∈ ， c C∈ ，V 为 ( ),z f cδ= 的一个开邻域。 
由于 f t 连续，存在 c 的开邻域 U 使得 ( )f t U V⊆ 。由于测试空间 C 是局部紧的，存在 c 的紧致

邻域 B 满足 B U⊆ 。 
定义 :s t B=  ，则 s 是测试映射，且 ( )( ),s V B Vδ × ⊆ ，因此δ 连续。 
推论 3.3. 若 Y 是局部紧 Hausdorff 空间，则赋值映射 ( ): ,e Y Z Y Z× → 是连续映射。 
定理 3.8. 设 :f X Y Z× → ，则 ( ),f X Y Z∈ × 当且仅当对任意测试映射 :s B X→ 和 :t C Y→ ，有 

( ) :f s t B C Z× × →  

连续。 
证明 充分性：设 D 为测试空间， :u D X Y→ × 是测试映射，下证 f u 连续。 
设 ,X Ys u t uπ π= =  。则 

( ) Δ,f u f s t= ×    

其中 Δ : D D D→ × 为对角映射。由于 ( )f s t× 和Δ都连续，得到 f u 连续。 
必要性：若 ,s t 都为测试映射，则 s t× 也为测试映射，命题得证。 
作为推论，至此第二个问题也可以得到肯定的回答。 
推论 3.4. 设 ,X Y 为拓扑空间，则有 ( ) ( )k k k kX Y X Y× = × 。 
证明 由于 kid : kX X X→ 和 kid : kY Y Y→ 都连续，得到 

k kid : k kX Y X Y X Y× × → ×  

连续。因此 
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( ) ( ) ( )k k kid : k k k kX Y X Y X Y× × → ×  

连续。 
设 : , :s B X t C Y→ → 是测试映射，则 

( )
: k k ,
: k k k

s t B C X Y
s t B C X Y
× × → ×

× × → ×
 

都是测试映射。因此 

( ) ( ) ( )kid : k k k kX Y X Y X Y× × → ×  

连续。 
综上， ( ) ( )k k k kX Y X Y× = × 。 
由以上推论知，先 k 化，做笛卡尔积后再次 k 化得到的拓扑与直接笛卡尔积后再 k 化得到的拓扑是

相同的，因此可以定义 k-空间的乘积： 
定义 3.5. 对 k-空间 Y 和 Z，定义 

( )k : k .Y Z Y Z× = ×  

定义 3.6. 对任意拓扑空间 Y 和 Z，定义 

( ) ( )( )K , : k , .Y Z Y Z=   

有了前面的铺垫，最终可以证明 E 就是本文想要得到的“指数映射”，它不仅是集合意义上的映射，

还是同胚，保持了拓扑性质。 
定理 3.9 (指数定律)。对任意 k-空间 ,X Y 和 Z，映射空间赋予测试–开拓扑，则有如下同胚： 

( ) ( )( )kK , K ,K ,X Y Z X Y Z× ≅  

证明 定义映射 

( ) ( )( )k: K , K ,K ,
ˆ ,

E X Y Z X Y Z

f f

× →



 

其中 ( ) ( )ˆ ,f x f x= ⋅ 。E 是良定的双射。 
考虑映射 

( ) ( )1 k k: K , K ,e X Y Z X Y Z× × →  

和赋值映射 

( )2 k k k: K , ,e X Y Z X Y Z× × × →  

有 1 2 1ˆ ˆ,e e E e= = ，因此 E 连续。 
考虑 

( )( ) k k: K ,K , ,d X Y Z X Y Z× × →  

有 

( )k idY X Yd e e= ×  

是连续映射。由于 1 ˆE d− = ， 1E− 连续。 
综上，E 是同胚映射。 
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4. 具有弱 Hausdorff 性质的 k-空间 

4.1. 弱 Hausdorff 性质 

一些参考文献，例如[11] [15]中，k-空间会与弱 Hausdorff 性质一起出现。在此先给出它的定义。 
定义 4.1. 若对任意紧 Hausdorff 空间 K 以及任意连续映射 :f K X→ ，有 ( )f K 闭，则称 X 是弱

Hausdorff空间，记为WH。记弱Hausdorff的紧生成空间为CGWH (即弱Hausdorff的紧生成空间，compactly 
generated weakly Hausdorff spaces)。 

弱 Hausdorff 性质介于 1T 和 Hausdorff 性质之间。有下面两个定理： 
定理 4.1. 弱 Hausdorff 空间是 1T 空间。 
证明 只要证弱 Hausdorff 空间中的单点集是闭集。取定义中的紧 Hausdorff 空间 K 为单点集就得到

了证明。 
定理 4.2. Hausdorff 空间是弱 Hausdorff 空间。 
证明 设 X 是 Hausdorff 空间， ,K f 同弱 Hausdorff 空间的定义，则由定义知 ( )f K 是 X 的紧子集，

因此闭。 
下面这个例子说明弱 Hausdorff 空间未必是 Hausdorff 空间。 
例 4.1. 的单点紧化是弱 Hausdorff 空间，但不是 Hausdorff 空间。 
与关注原像性质的 k-闭相反，弱 Hausdorff 空间中，像的性质被保留。 
定理 4.3. 若 X 是 WH，则对任意紧 Hausdorff 空间 K 以及连续映射 :f K X→ ，有 ( )f K 紧致且

Hausdorff。 
证明 连续映射保持紧致性，因此 ( )f K 紧。 
设 ( )1 2,x x f K∈ ，则 ( )( )1 1, 2if x i− = 是不相交的闭集。因此有不交的开集 1 2,U U K⊆ 使得 

( ) ( )1 1, 2 ,i if x U i− ∈ =  

则 ( ) ( )( )\ \ 1, 2if K f K U i = 给出了 ( )1, 2ix i = 的不交的开邻域。 
推论 4.1. 若 X 是 WH，则： A X⊆ 是 k-闭的当且仅当 A 与 X 的任意紧子空间的交是闭的。 
定理 4.4. 设 X 是 CGWH， :f X Y→ 是映射，且对任意紧子空间 K X⊆ ，有 f K 连续，则 f 连续。 
证明 设 YV τ∈ ，由于 

( ) ( ) ( )11 ,Kf V K f K V τ−− ∩ = ∈  

得 ( )1
Kf V τ− ∈ ，因此 f 连续。 

定理 4.5. 若 X 是 k-空间，则 X 是 WH 当且仅当对角集 ( ){ }Δ ,X x x X X= ∈ × 在 kX X× 中是闭的。 
证明 设 K 是紧 Hausdorff 空间。 
必要性：设 1 2, :f f K X→ 是两个测试映射，记 

( )1 2 k, : ,f f f K X X= → ×  

( ) ( )1 2 .L f K f K= ∩  

f 也是测试映射。L 紧致且 Hausdorff，因此ΔL 是 kX X× 的紧 Hausdorff 子空间，在 kX X× 中是闭的。

( )1 Δf L− 在 K 中闭，因此 

( )( )1Δ ΔX f f L−=  

在 kX X× 中闭。 
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充分性：设 f 是测试映射。只要证 ( )f K 在 X 中 k-闭。设 :t C X→ 是测试映射，则 

k k:f t K C X X× × → ×  

也是测试映射。因此 

( ) ( )1 Δf t X−×  

在 kK C× 中闭，故紧致。进一步有 

( ) ( ) ( )( )11 ΔCt f K f t Xπ −− = ×  

在 C 中紧致，故闭。即 ( )f K 在 X 中 k-闭。 
在这一定理的证明中，对角集再次起到了作用。对角集可以被用来判定 Hausdorff 性质，例如参考文

献[16]。这也体现了弱 Hausdorff 性质与 Hausdorff 性质的相似之处。 
例 4.2. 若 X 是 CGWH， ( ),Y d 是度量空间，则 ( ),C X Y 在紧收敛拓扑下是 XY 中的闭集。 
参考文献[1]中有关于这一例子的详细讨论。 

4.2. 例子：含参积分 

数学分析中主要考虑 n 的情形，而 n 是局部紧 Hausdorff 空间，因此也是 k-空间。 
下面以 n 中的含参黎曼积分作为 k-映射空间中的具体例子。 
定义 4.2. 设 nD ⊆  为若尔当可测闭区域，T 为集合， :f T D× → 满足对任意 t T∈ ，有 ( ),f t ⋅ 是 D

上的黎曼可积函数，则可定义含参积分 

( ) ( ), d .
D

F t f t x x= ∫  

定理 4.6. 设 nD ⊆  为若尔当可测闭区域， mT ⊆  为开集， ( ),f C T D∈ ×  ，则 ( ),F C T∈  。 
证明 对任意 0t T∈ ，取 0t 的紧致邻域 T ′，则 f 在 T D′× 上一致连续。因此对任意 0ε > ，存在

0, , , ,t s T x y Dδ > ∈ ∈ ，使得当 ( ) ( ), ,t x s y δ− < 时有 ( ) ( ), ,f t x f s y ε− < 。取 0 ,s t y x= = ，有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

0 0

0

, d , d

, , d

,

D D

D

F t F t f t x x f t x x

f t x f t x x

Dµ ε

− = −

≤ −

≤

∫ ∫
∫  

其中 ( )Dµ 表示 D 的若尔当测度，是常数。 
此定理的证明完全采用数学分析的语言，但从一致连续性的滤子基定义中可以看到，这一证明实际

上用到了对角映射。 

5. 总结与展望 

本文首先以数学分析和高等代数中的直观例子引入了指数定律。接着介绍了相关理论基础和模型，

并通过终拓扑定义的 k 化定义了 k-映射。而为了使 k-映射全体构成拓扑空间，本文定义了测试–开拓扑。 
为了证明 k-映射的指数定律，给出了多元映射与复合映射之间的关系。对 k-映射而言，经过 k 化后

的多元映射空间与多重映射空间是同胚的，且有着具体的对应方式。 
此外，由于 k-映射常与弱 Hausdorff 性质共同起作用，本位还介绍了弱 Hausdorff 性质。而在弱

Hausdorff 性质中，对角集在判定时起到了重要作用。 
由于度量空间是 k-空间，其上的连续映射空间在紧收敛拓扑下构成了闭集。对角集可以应用于一致

连续的一般定义。在CGWH的判定中还通过对角集体现了弱Hausdorff性质与Hausdorff性质的相似之处。 
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本文最后用证明了数学分析中含参积分对参数的连续性，给出了 k-空间的一个例子。用滤子基的语

言可以更清晰地看到，对角集在一致连续中起到的作用。 
指数律结果的一个重要推广涉及闭子集上的部分映射空间。与此相关的一个有用的技巧是此类部分

映射的可表示性，这一思想来自以下结果： 
具有闭域的部分映射集 ( ),C Y X 与 ( )ˆ,C Y X 是双射的，其中 { }ˆ ,X X Xω ω= ∪ ∉ ，且 C 在 X̂ 中闭当

且仅当 C 在 X 中闭或 Cω∈ ，即{ }ω 在 X̂ 中开但不闭。 
在参考文献[17]中给出了更多相关的讨论。 
还有基于其他类型的  -开拓扑和基于图拓扑的方法，以此类应用为目的的结果可以在参考文献[18] 

[19]中找到。 
参考文献[20] [21]中有关于 k-空间的更多讨论。k-映射和 k-空间还可以用于处理微分方程对参数的依

赖性，参考文献[22]中给出了一系列定理和例子。 
指数定律还有其它形式，例如参考文献[23]。 
关于拓扑空间中滤子的作用，参考文献[24]对其作了介绍。 
进一步，用范畴的语言还可以揭示 CGWH 空间全体具有的泛性质。参考文献[25]-[32]等对范畴语言

下的 CGWH 进行了讨论。 
相对于 Hausdorff 性质，具有弱 Hausdorff 性质的紧生成空间全体在范畴论中具有更好的性质。 
记紧生成弱 Hausdorff 拓扑空间的范畴为 CGWH，记紧生成 Hausdorff 拓扑空间为 CGH。两者都是

拓扑空间的实用范畴(convenient category)，这一概念见参考文献[32]。 
然而，CGWH 还有一个进一步的关键属性：推出结构在 CGWH 中的表现优于 CGH，具体地，CGWH

在推出下是闭的，而 CGH 并没有这么好的性质。参考文献[33]中提供了更多相关内容。 
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