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摘  要 

为研究变分正则化乘性噪声去除的发展及现状，本文首先根据保真项的不同特征将模型分为方差–均值、

最大后验概率、I-散度及混合保真项乘性噪声去噪模型。其次分别对此进行了详细介绍并从保真项及正

则项的角度出发对模型进行了总结。接着通过实验对不同类型的保真项模型的效果进行直观展示，并给

出恢复图像的峰值信噪比值及实验运行时间。最后提出了自适应参数的设定、求解速度的改善、图像的

分解去噪、特定图像去噪等几个方面关于乘性噪声去除未来发展的趋向和展望。 
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Abstract 
In order to study the development and current situation of variational regularization multiplica-
tive noise removal, this paper first divides the models into variance mean, maximum a posteriori 
estimate, I-divergence, and hybrid fidelity multiplicative noise removal models according to the 
different characteristics of fidelity terms. Then it introduces them in detail and summarizes the 
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models from the perspective of fidelity terms and regularization terms. Then through experiments 
the effect of model fidelity term for different types of visual presentation, and restore the image 
peak signal-to-noise ratio value and test running time. Finally, the trend and prospect of multip-
licative noise removal in the future are put forward, such as the setting of adaptive parameters, 
the improvement of solution speed, image decomposition denoising and specific image denoising. 
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1. 引言 

随着信息科学技术的发展，高级数字图像处理广泛应用于遥感、医学等诸多领域，进而引发了学者

们对数字图像处理技术的研究。系统完整的图像处理技术，需要考虑到图像从获取、传输、输出等各个

环节，而在这多个环节中通常会不可避免地对图像产生干扰，进而破坏图像信息，因此就产生了一种处

理图像干扰的技术——图像去噪。在图像去噪的研究中，将这种对图像原有信息产生破坏的干扰称为噪

声，图像去噪的目的就是最大程度地从观测图像(含噪声图像)中得到清晰的恢复图像。本文所综述的乘性

噪声通常存在于雷达孔径图像、核磁共振图像、超声图像中，并与图像的信号强度有关，对后续研究产

生重要影响，因此乘性噪声的去除尤为重要。 
在图像去噪的过程中首先需要对噪声进行分类，一般地，根据噪声来源以及噪声与信号之间的关系，

我们可将噪声分为加性噪声和乘性噪声。其中乘性噪声与图像信号强度呈现相关关系，并随着图像信号

的变化而变化。对于含乘性噪声的图像，可表示为式(1)： 

f un=                                             (1) 

其中 f 表示观测图像，u 表示原图像，n 表示噪声。 
目前针对乘性噪声的去除方法大致可以分为四类。基于滤波器的方法[1] [2]、基于偏微方程的方法[3] 

[4] [5]、基于网络的方法[6] [7] [8]以及本文所综述的基于变分正则化的方法。综合比较这四类方法，基于

滤波的算法考虑了部分图像及噪声的数学信息，具有一定的理论基础，相对用时较短，但得到的恢复图

像质量相对较低。基于深度学习的方法相较基于滤波的方法缺少理论基础可解释性差，但在实验结果上

有优越性。基于变分正则化的图像去噪方法，相比基于滤波器的方法考虑了更多的图像结构及噪声信息，

可以更加准确地恢复图像，相比深度学习的方法有较强的理论性及可解释性，能够被大众广泛理解接受。

变分正则化图像去噪方法通常是关于建立相应的包含图像保真项以及正则项的能量泛函，再通过变分原

理[9]、偏微分等算法进行求解，最终得到极小化后的图像。 
2003 年 Rudin 等人提出了第一个变分正则化乘性噪声去除模型 RLO [10]，在模型中假定图像的噪声

服从均值为 1，方差为 2σ 的高斯分布建立保真项，利用梯度投影法进行求解，数值算法复杂度高。2008
年 Aubert 等人提出了 AA 模型[11]，模型假设图像中的噪声服从均值为 1，方差为 2σ 的伽马分布并利用

最大后验概率得到保真项，但由于保真项非凸，故存在求解难度大且对初始值敏感等问题。Shi 等人提出

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2022.119714
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


申梦婷，唐利明 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.119714 6732 应用数学进展 
 

的 SO 模型[12]通过对式(1)进行对数变换将乘性去噪问题转化为加性去噪问题，有效解决了 AA 模型非凸

且对初始值敏感的问题，但对数变换会在求解过程中产生误差从而造成恢复图像的质量不高的不良结果。

Huang 等人提出了 HNW 模型[13]，该模型在 SO 模型的基础上加入一个拟合保真项对经对数变换而产生

的图像误差进行修正，一定程度上解决了图像因对数变换而产生的相对误差。与上述方法不同，Dong 等

人在 AA 模型的基础上引入基于噪声统计性质的二次罚参数项提出了 DZ 模型[14]，解决了 AA 模型非凸

难以求解的问题；除此之外，还有 Steidl 等人提出的 I-div 模型[15]等将会在文章的第二节进行详细介绍。 
本文将从保真项的角度出发，对基于变分正则化的乘性噪声去噪模型进行综述。本文的剩余组织如

下为：第二节将根据模型保真项的类型对乘性噪声去噪模型进行重点介绍及总结；第三节根据保真项的

类型通过实验对模型的效果进行直观展示；第四节综合前几个部分的内容对乘性噪声趋向去噪提出一些

自己的看法，以及对未来此方向的发展进行展望。  

2. 乘性噪声去噪模型及总结 

基于变分正则化的乘性噪声去噪模型一般由保真项和正则项两部分组成，根据保真项或正则项的不

同可将模型进行分类。在本文中依据模型保真项的不同对乘性噪声去噪模型进行分类。将变分正则化乘

性噪声去噪模型分为方差-均值模型、基于 MAP 模型、散度模型及混合模型四类模型，并在本节进行详

细介绍。 

2.1. 方差–均值模型 

2003 年 Rudin 等人提出了变分正则化去除乘性噪声的 RLO 模型[10]，该模型假定图像中所含乘性噪

声的概率分布服从均值为 1，方差为 2σ 的高斯分布即： 

1 d 0f x
uΩ

 − = 
 ∫                                         (2) 

2
21 df x

u
σ

Ω

 − = 
 ∫                                        (3) 

其中 f 表示观测图像(噪声图像)，u 表示原图像(清晰图像)，式(3)为均值约束条件，式(4)为方差约束条件，

根据这两个条件建立模型的保真项，正则项使用全变分(TV)正则项，其模型可表示成如下形式： 

2

1 2min 1 d d 1 d d d d
u

f fx y x y u x y
u u

λ λ
Ω Ω Ω

     − + − + ∇    
     

∫ ∫ ∫                        (4) 

其中 1λ 、 2λ 为模型的正则化参数。使用梯度投影法[16]对模型能量泛函进行极小化，从而实现乘性高斯

噪声的去除。 
RLO 模型的提出对变分正则化去除乘性噪声的研究起着重要作用，为后续模型建立提供思路，但就

模型本身而言也存在一些不足。从模型正则项的角度分析，TV 正则项虽然保护图像边缘，但是会产生严

重的阶梯效应，以及会有角点模糊的现象出现。在模型的求解过程中由于模型本身的非凸性，虽然在文

章中作者对解的存在性及唯一性做了相关证明，但由于其非凸所带来的对初始值敏感及收敛速度慢的情

况仍然存在。从模型的实验结果上分析，RLO 模型在噪声水平较大时去噪效果不太理想。针对 RLO 模

型产生的这些问题，后续研究基于保真项或正则项做了相应改进并得到了相对好的实验结果。 

2.2. 基于 MAP 模型及总结 

对于 RLO 模型保真项存在的相关问题，诸多学者通过研究发现可以利用最大后验概率(MAP)推断的
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方法解决。MAP 是充分利用先验信息对后验进行极大似然估计得到的结果，该结果为设计复杂可解释的

正则化项提供直观方法[17]。因此诸多学者在 MAP 框架下推理得到变分正则化去除乘性噪声模型的保真

项，但因为直接利用噪声概率分布所得保真项的非凸性，所以基于 MAP 的保真项不大相同。本文根据

MAP 以及改变模型凸性变换所用的方法，将基于 MAP 的模型分为 MAP 模型、MAP-对数变换模型及

MAP-根次松弛模型三类，并分别对其进行详细阐述。 

2.2.1. MAP 模型 
Aubert 等人在 2008 年提出了 AA 模型[11]，该模型是在 MAP 框架下得到的乘性噪声去噪模型。AA

模型保真项假设噪声服从伽马分布，相比 RLO 模型更适用于受乘性噪声污染的图像，正则项与 RLO 模

型一致。由于后续大多数模型基于 AA 模型进行改进，故对 AA 模型的保真项的确立进行详细介绍。 
首先在建立保真项时，AA 模型做了一些假定，假定 F、U、N、S 分别观测图像集合、原图像集合、

噪声集合、像素集合，假定 f、u、n、s 是 F、U、N、S 中的随机变量，恢复图像 U 遵循 Gibbs 先验，概

率密度函数为噪声为： 

( ) ( )1 e u
ug u

Z
γφ−=                                         (5) 

Z 为常数， ( )uφ 是非负函数，噪声为均值为 1，方差为 2σ 的伽马噪声，图像是 L 种不同图像的总和，

则噪声 n 的概率密度 ( )ng n 函数可以表示为： 

( ) ( )
1e

L
L Ln

n
Lg n n

L
− −=

Γ
                                      (6) 

根据去噪原理，从观测图像中依据噪声先验最大可能地恢复原图像即 

( )MAX P U F                                          (7)
 

进一步使用贝叶斯公式则可以变换式(8)为 

( ) ( ) ( )
( )

P F U P U
MAX P U F

P F
=                                    (8) 

而通过模型的假设可以得到 ( )P F U 与 F Ug 的关系为： 

1
n F U

f fg g
u u u

   =   
   

                                      (9) 

将式(6)代入可得： 

( ) ( )

1
11 e e

L Lf fL L
Lu u

F U L

f L f Lg f
u u L u u L

−
− −−   = =   Γ Γ   

                        (10) 

根据式(6)~(11)对式(8)进行求解，化简可得： 

( ) ( ) ( ) ( )log log log logP U F P F U P U P F− = − + −                         (11) 

代入相应的概率密度函数即： 

( ) ( ) ( )log FP U F L P U U
U

γφ = + + 
 

                              (12) 

至此就可得到模型的保真项为 log d dfu x y
uΩ

 + 
 ∫ ，这一项由噪声的概率密度分布决定，不同的概率 
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密度分布就会有不同的保真项。 
在保真项的基础上添加 TV 正则项为 AA 模型即： 

min log d d d d
u

fu x y u x y
u

λ
Ω Ω

  + + ∇  
  

∫ ∫                             (13) 

其中 λ 为正则化参数。不难发现，AA 模型是一个非凸的模型，但作者在文献[11]中对模型解的存在性和

唯一性进行了证明。在模型的求解过程中，作者先使用变分法写出模型能量泛函的欧拉-拉格朗日方程，

接着使用梯度下降法求极小化后的能量泛函，最终得到去噪后的恢复图像。AA 模型可解释性以及直观性

的建模方式，为基于模型的乘性噪声去除开拓了新的道路，但客观分析，AA 模型也存在些许不足。从保

真项的角度分析，AA 模型假定噪声分布并使用 MAP 推导的方法对乘性噪声的去除有更好的效果。然而

模型却是非凸的，尽管其作者对模型解的存在性和唯一性做出了相关证明，但在实验的过程中模型存在

对初始参数敏感和收敛速度慢等问题。从正则项的角度分析，AA 模型与 RLO 模型相同都会产生严重的

阶梯效应。 

综合 RLO 及 AA 模型保真项建立的特点，Shi 等人提出了乘性去噪模型保真项的一般形式[12]，可表

示为： 
2

log d d
2

f b fa c u x y
u uΩ

  + +     
∫                              (14) 

Xu 等人利用式(14)作为保真项提出了 Xu 模型[18]，正则项使用二阶的总广义变分(TGV)，该模型可

以表示成如下形式： 

( )
2

2min log d d
2u

f b fa c u x y TGV u
u u αΩ

    + + +        
∫                       (15) 

其中 ( ) ( )2
1 2d d d dTGV u u x y x yα λ λ ε

Ω Ω
= ∇ − +∫ ∫p p ，也可表示为： ( ) ( )2

1 21 1
minTGV u uα λ λ ε= ∇ − +

p
p p ， 

a、b、c 都为常数， p是有界变形矢量场空间中的一个向量，表示一阶梯度 u∇ 的近似值， ( )ε p 表示对

称张量，定义为 ( ) ( ) 2p p pε Τ= ∇ +∇ 。在模型的求解过程中作者先将模型改写为分裂 -布雷格曼

(Split-Bregman)迭代格式，然后采用交替迭代优化方法进行求解，并在求解子问题时应用了快速傅里叶变

换、广义软阈值公式、梯度下降法。从保真项方面分析，基于最大后验概率建立的 Xu 模型，保证了建

模的准确性。在模型求解过程中使用分裂-布雷格曼的迭代格式使得模型更易求解，收敛速度加快。从正

则项角度分析，二阶 TGV 可以很大程度改善 TV 正则项产生的阶梯效应及角点模糊的情况，恢复图像有

更好的质量，但较 TV 正则项相比二阶 TGV 具有更高的时间复杂度。 
相比 Xu 模型使用二阶 TGV 缓解 TV 正则项产生的阶梯效应，Xu 等人发现变分全曲率正则项也可以

实现这一目标，因此提出了 TC 模型[19]，模型保真项与 Xu 模型相同，正则项为变分全曲率，模型可以

表示成如下形式： 
2

min log d d d d
2u

f b f ua c u x y x y
u u u

ϕ
Ω Ω

    ∇  + + + ∇•       ∇      
∫ ∫                 (16) 

其中 ( )u u∇• ∇ ∇ 为曲率，a、b、c 都为常数。通过引入辅助变量、拉格朗日乘子、交替优化方法及增广

拉格朗日的方法对模型进行求解，并在求解每一个子问题时运用快速傅里叶变换、广义软阈值公式、投

影法及梯度下降法等方法。TC 模型保真项作用同 Xu 模型相同，全曲率正则项可使模型在消除阶梯效应

方面有更好的效果，并保持图像的平滑度，另一方面二阶曲率正则项可以缓解模型因保真项对数变换产
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生的图像对比度损失。 

2.2.2. MAP-对数模型 
Shi 等人发现对图像进行对数变换之后，图像边缘和角点都没有损失，因此可对图像进行对数变换解

决保真项非凸的问题。基于此提出了两种对数变换的凸保真项，一种是对式(14)中的 u 进行 logz u= 的对

数变换即： 

( )2 2e e d d
2

Z Zbaf f a b z x y− −

Ω

 + + + 
 ∫                              (17) 

一种是先对乘性噪声乘性结构对数域变换，即将式(1)变为： 

log log logf u n= +                                       (18) 

使乘性噪声去除问题转换成为加性噪声去除问题，再在 MAP 框架下推断得到保真项，可表示为： 

( )e d df uu x y−

Ω
+∫                                        (19) 

这两种保真项都在乘性噪声去除问题的研究中起着重要的作用。这一节将依次介绍利用式(17)作为保

真项的SO [12]、HNW [13]和NLTV [20]模型，以及利用式(19)作为保真项的HAN [21]和MTGV [22]模型，

并简要阐述这些模型的优缺点。 
SO 模型[12]的保真项是基于其提出的一般性乘性噪声去噪模型进行对数变换得到的，正则项使用 TV

正则项，该模型可以表示成如下形式： 

( )2 2min e e d d d d
2

z z

Z

baf f a b z x y Z x yλ − −

Ω Ω

  + + + + ∇  
  

∫ ∫                      (20) 

其中 λ 为正则化参数， logz u= 。作者将该模型推广至非线性逆尺度空间流和与之对应的松弛逆尺度空

间流进行求解得到恢复后的图像。综合考虑，SO 模型改进 AA 模型的凸性，使得模型更易于求解，但忽

略了对数变换是非线性变换会产生对比度损失，即图像中灰度值低区域将被拓展，灰度值高的区域将被

压缩，最终造成去噪后图像质量不高的后果。 
针对 SO 模型对数变换后产生的对比度损失问题，Huang 等人在 2009 年提出了 HNW 模型[13]。该

模型的保真项的推导同 AA 模型大致相同，都是假定乘性噪声分布服从伽马分布，在同 AA 模型一样求

得保真项之后并没有直接取此保真项，而是令其保真项中 logz u= ，变换后的保真项如下： 

( )e d dZz f x y−

Ω
+∫                                        (21) 

在此模型中使用两个保真项，提出了一个无约束的 TV 去噪模型，可表示成如下形式： 

( ) ( ){ }2
1 2,

min e d d d d d dz

Z W
z f x y z w x y w x yλ λ−

Ω Ω Ω
+ + − + ∇∫ ∫ ∫                     (22) 

其中 1λ 是权衡通过 ( )e d dzz g x y−

Ω
+∫ 最大似然估计获得的图像与去噪后对数域图像的参数， 2λ 为正则化参

数，w 为去噪后的对数域图像。作者使用交替极小化算法求能量泛函的极小化，并在子问题的求解中采

用 Chambolle 投影法[23]。从模型保真项分析，HNW 模型加入调和保真项用于调节通过对数变换所带来

的误差，在实验结果上相比于 SO 模型有更好的效果。但从正则项的角度上分析，该模型并没有改变全

变分正则项所带来的阶梯效应。 
对于 SO 和 HNW 模型在恢复图像中产生的阶梯效应，chen 等人提出了 NLTV 模型[20]。NLTV 模型

的保真项沿用了 SO 模型，正则项的选择上使用非局部全变分，故模型的表达式如下： 
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( )2 2min e e d d d d
2

z z
NLZ

baf f a b z x y Z x yλ − −

Ω Ω

  + + + + ∇  
  

∫ ∫                  (23) 

其中 λ 为正则化参数， logz u= ， NLZ∇ 为模型中所定义的非局部全变分。在模型求解的过程中使用

Bregman 迭代对其进行优化求得能量泛函的极小值。NLTV 模型的非局部全变分正则项在一定程度上减

少了 TV 正则化带来的阶梯效应，削减角点模糊的现象，但非局部全变分是基于图像中相似块的，这在

一定程度上会使模型的求解速度减慢。 
同样是基于 MAP 与对数变换，HAN 模型和 MTGV 模型使用与上述不同的保真项。2013 年 Han 等

人引入非凸稀疏的正则化子提出了 HAN 模型[21]。保真项使用式(18)，正则项由 ( ) ( )1s s sψ β β= + 函数

生成，可以表示成如下形式： 

( ) ( ){ }min e d d d df u

u
u x y u x yλ ψ−

Ω Ω
+ + ∇∫ ∫                          (24) 

其中 λ 为正则化参数。由于该模型是非凸的，所以作者在求解时引入增广拉格朗日乘子法和迭代重加权

法将原始非凸问题转换为若干个凸子问题进行求解。从保真项的角度出发，HAN 模型使用先对数变换再

MAP 推断的方法，改变了 AA 模型保真项非凸的问题，但没有考虑到对数变换是非线性变换，会对图像

的对比度产生严重影响。从正则化的角度分析，HAN 使用非凸正则化更加符合图像边缘和纹理的特点，

因此保留边缘和纹理细节，并能很好地抑制阶梯效应的产生。 

Lv等人在2020年提出的MTGV模型[22]与HAN保真项相同，引入总广义变分的二阶TGV的 ( )2TGV uα

作为正则项，该模型可以表示成如下形式： 

( ) ( ){ }2min e d df u

u
u x y TGV uαλ−

Ω
+ +∫                             (25) 

其中为 λ 正则化参数， ( )2TGV uα 与 Xu 模型中二阶 TGV 是相同的定义。在模型求解时，作者通过对模型

的正则化项进行对偶表示，进而将原始问题转化为一个极大极小值问题，最终利用原始对偶算法[24]进行

求解得到极小化后的能量泛函。MTGV 保真项的作用与 HAN 模型相同。在正则项方面相比 HAN 的非凸

正则项，MTGV 求解的复杂度较低，且正则项的凸性使得解的收敛速度更快。 

2.2.3. MAP-根次松弛 
通过 m 次根松弛 AA 变分模型的 m-V 模型[25]是由 Yun 等人在 2012 年提出的模型，该模型对 AA

模型的保真项使用 m 次根变换进行松弛，其正则项仍采用 TV 正则项，该模型可以表示成如下形式： 

min log d d d dmu

fm u x y u x y
u

λ
∗ −Ω Ω

  + + ∇  
  

∫ ∫                       (26) 

( )m
u u∗=                                        (27) 

其中 m 表示进行根次松弛的根次数且必须为整数， λ 为正则化参数，式(26)极小化得到的并不是恢复的

原图像，而是恢复图像进行 m 次开方得到的，因此必须经过式(27)再进行计算，进而得到恢复图像。在

求解该模型时，作者采用线性近端交替极小化算法[26]。从模型的保真项分析，m-V 模型通过 m 次根松

弛 AA 变分模型，改变 AA 模型保真项的非凸性，但 m-V 模型要求 m 的值足够大才能使模型满足凸性。

从模型的正则项分析，m-V 模型使用全变分会产生阶梯效应等一系列问题。值得注意的是 m-V 模型采用

近端交替最小化算法，每个分量的并行计算，求解速度上较快，未来可应用于大型图像的乘性噪声去除

问题。 
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2.3. I-散度模型及总结 

与上述使用各种变换改变模型凸性的出发点相同，Steidl 等人用理论和实验证明去除泊松噪声的保真

项的 I-散度(Boltzmann-Shannon 熵的 Bregman 距离)也是可以作为乘性噪声的去除的保真项，且 I-散度本

身就具有凸性。因此 Steidl 等人提出了 I-div 模型[15]。该模型将 I-divergence 作为保真项，使用 TV 半范

数形式作为模型正则项。模型可以表示成如下形式： 

( ){ }min log d d d d
u

u f u x y u x yλ
Ω Ω

− + ∇∫ ∫                            (28) 

其中 λ 为正则化参数。首先使用 Douglas-Rachford 分裂方法[27]将能量泛函分解，然后再运用交替方向乘

子法(ADMM)对分解后的能量泛函分别求解。模型使用 I-散度作为保真项的建模方式虽然在理论上解释

性欠佳，但是实验结果表明其可以有效对乘性噪声进行去除。在这一点上可以理解为 I-散度是基于泊松

分布建立的乘性噪声保真项，其在概率密度分布图像上与伽马分布有相似性，因此保真项使用它也是可

行的。另一方面虽然这种保真项的设置使得模型建模的准确性下降，但却可以避免 MAP 保真项非凸带来

的问题，且不需要考虑经历各种变换之后模型带来的对比度损失及误差。从正则项角度分析，TV 正则项

与之前模型产生的后果一样，在这里不多做赘述。 

为解决 TV 正则项在恢复图像中产生的不良效果，Li 等人引入基于小波框架和基于 TV 正则化的两

个非凸正则项，在 2019 年提出了 Li 模型[28]。Li 模型的保真项与 I-div 模型相同，正则项由基于 TV 的

正则化和基于小波框架的正则化项构成，该模型可以表示成如下离散形式： 

( ) ( )( ) ( ){ }1 1 2 2min log d d d d iiu
u f u x y Wu x y uλ ϕ λ ϕ

Ω Ω Ω
− + + ∇∫ ∫ ∫                  (29) 

其中 1λ 、 2λ 为正则化参数， 1ϕ 、 2ϕ 是非凸函数， ( )( )
1

1
1

n

i
i

Wuϕ
=
∑ 、 ( )

2

2
1

n

i
i

uϕ
=

∇∑ 是两个非凸正则化器， 1ϕ 、 

2ϕ 的具体形式在文献[27]中有详细介绍。虽然提出的两个正则化器都是非凸的，但在文中作者证明，证

明其在一定条件下是收敛的，且模型的解唯一存在。在模型求解的过程中使用交替极小化方法进行迭代。 
Li 模型使用基于 TV 的正则项和基于小波框架的正则项，两个正则项的稀疏性使得模型在去噪的同

时能更好地保持图像边缘和纹理，在求解过程中虽然正则项是非凸的，但在可行域的条件下通过交替最

小化方法求解时，模型的子问题显现出严格凸的性质，进而可以得到模型的最优解。 

2.4. 混合模型及总结 

事实上改变凸性的方法，并非必须进行变换，通过增加二次项的方式也是可以实现的，如 DZ、TGV、

HHTV 模型的保真项。Dong 等人提出了 DZ 模型[14]，该模型在 AA 模型的基础上引入二次惩罚项，通

过对模型的两项拟合项进行二阶求导，得到模型保真项严格凸的条件是罚参数 2 6 9α ≥ ，进而基于对罚

参数的控制，建立了一个凸乘性噪声去噪模型，该模型可表示如下： 

2

min log d d 1 d d d d
u

f uu x y x y u x y
u f

α λ
Ω Ω Ω

    + + − + ∇          
∫ ∫ ∫                     (30) 

其中 α表示罚参数，λ是正则化参数。在求解该模型的过程中，作者使用求解非光滑凸优化问题的原始对

偶算法，最终得到了模型的最优解。DZ 模型增加一个带罚参数的保真项，通过调整罚参数的值用增加的

保真项的凸性掩盖 MAP 保真项的非凸性，最终使得保真项整体表现为凸性。相比基于 MAP-对数变换保

真项模型，解决了因对数变换去除乘性噪声最后做指数变换得到恢复图像的误差，在一定程度上降低了

原有对数变换模型的不准确性。在正则项上使用 TV 正则项，使得恢复图像效果不佳，为了改变这一缺
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点，Shama 等人提出了 TGV 模型[29]，Tran 等人提出了 HHTV 模型[30]。 

Shama 等人将正则项变为总广义变分的二阶 TGV ( ( )2TGV uα )提出的 TGV 模型[29]是对 DZ 去噪模型

的改进，保真项与 DZ 模型保真项相同，正则项引入全广义变分，该模型可以表示成如下形式： 

( )
2

2min log d d 1 d d
u

f uu x y x y TGV u
u f αα

Ω Ω

    + + − +          
∫ ∫                   (31) 

其中α 表示罚参数， ( )2TGV uα 与 Xu 模型的定义相同。在求解该模型时考虑到求解速度、收敛速度及模

型的非光滑性和凸性，选择了原始对偶算法对模型求解。TV 正则化所在的空间是全变差(BV)空间，因此

模型的解是分段常数，会使图像产生严重的阶梯效应，相比而言二阶 TGV 假设图像是分段多项式函数，

这更加拟合于图像的特点，能够很好地缓解阶梯效应。 
与 DZ、TGV 正则项模型不同，Tran 等人引入混合正则项提出 HHTV 模型[30]。HHTV 模型的保真

项为 DZ 模型中的混合保真项，正则项由全变分 TV 正则项和二阶 TV 正则项共同组成，该模型可表示为： 
2

2
1 2min log d d 1 d d d d d d

u

f fu x y x y u x y u x y
u u

α λ λ
Ω Ω Ω Ω

    + + − + ∇ + ∇          
∫ ∫ ∫ ∫           (32) 

其中α 表示罚参数， 1λ 、 2λ 为正则化参数。在模型的求解过程中作者使用交替方向算法，并使用快速傅

里叶变换、广义收缩公式及牛顿法求解子问题。在保真项方面该模型与 DZ、TGV 模型一致，都是用罚

参数改变保真项的凸性，要求必须给定罚参数条件。在正则项方面 HHTV 模型为了改进 DZ 模型所产生

的阶梯效应，引入二阶 TV，这样的结合使得模型在保护边缘的同时又能缓解阶梯效应。 
除上述混合保真项模型以外，Bai 在 2019 年融入罚函数的思想提出了 DCA 模型[31]。该模型的保真

项运用原有 I-散度结合方差作为原始图像与观测图像的新距离度量，因此定义了一种类似于罚函数的保

真项，正则项为总广义变分的二阶变分 ( )2TGV uα ，该模型可以表示成如下形式： 

( ) ( )
2

2min log d d 1 d d
u

uu f u x y x y TGV u
f αα

Ω Ω

   − − − +   
    
∫ ∫                   (33) 

其中第一项为 I-散度度量项，第二项为方差度量项，α 表示罚参数， ( )2TGV uα 与 TGV 模型中定义相同。

在模型的求解过程中使用凸函数差分算法[32]处理提出的非凸变分问题。从保真项分析，DCA 模型的保

真项是非凸的，增加了模型求解的复杂度。从正则项的角度，TGV 正则项假设图像由分段多项式函数组

成，与其他全变分的模型相比可以保持尖锐的边缘，并有限缓解去噪过程中产生的阶梯效应，尤其是针

对区域较为平滑的图像，去噪效果更加明显。 

3. 数值实验 

为了更加直观地感知乘性噪声保真项选取的重要作用，在这一节中对本文中提到以 TV 作为正则项

的模型进行实验展示。实验选取 camera、woman 两幅图像，设置伽马噪声水平为 K = 10、K = 20，算法

停止准则统一设置为连续迭代过程中恢复图像之间的相对误差小于 5 × 10−4 时停止。本文实验均在

Intel(R)Core(TM) i5-3470 CPU @ 3.20 GHz 3.20 GHz MATLAB R2014b 上完成，并在实验部分统一选取选

取图像的峰值信噪比[33] (peak signal-to-noise ratio value, PSNR)描述恢复图像的质量。 
图 1 为实验选取的原图像及噪声图像，第一列为原图像，第二列为噪声水平 K = 10 的噪声图像，第

三列为噪声水平 K = 20 的噪声图像。从图 1 中我们可以明显看出乘性噪声对图像的影响不仅表现在干扰

图像信息方面，还表现在图像的对比度方面。图 2、图 3 分别为六种不同模型对 K = 10 的 cameraman、
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woman 图像的去噪实验结果，从结果中我们不难发现在 AA 模型与 I-div 模型相比其他四种去噪模型可以

相对恢复图像的对比度。图 4、图 5 分别为六种不同模型对 K = 20 的 cameraman、woman 图像的去噪实

验结果，我们可以明显发现随着噪声水平的降低，模型之间的去噪效果差异减小。图 1~5 从主观上反映

了乘性噪声对图像的污染及不同模型对乘性噪声的去除效果，没有客观的数据结果。因此，文章列出在

相同条件下各模型的具体数值结果。表 1、表 2 分别为六种去噪模型在 K = 10、K = 20 噪声水平影响下

的实验数值结果，两张表用具体的实验数据展示了六种去噪模型在相同实验环境及同一停止条件下的恢

复效果和所需要的运行时间。 
 

 

 
原图                  K = 10                 K = 20 

Figure 1. Original image, noise image 
图 1. 原图像、噪声图像 

 

 
RLO                      AA                     HNW 

 
m-V                      I-div                      DZ 

Figure 2. Noise level K = 10 carmerman denoising results 
图 2. 噪声水平 K = 10 carmerman 的去噪结果 
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RLO                             AA                           HNW 

 

m-V                            I-div                            DZ 
Figure 3. Noise level K = 10 woman denoising results 
图 3. 噪声水平 K = 10 woman 的去噪结果 

 

 

RLO                            AA                            HNW 

 
m-V                            I-div                            DZ 

Figure 4. Noise level K = 20 carmerman denoising results 
图 4. 噪声水平 K = 20 carmerman 的去噪结果 
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RLO                      AA                     HNW 

 
m-V                      I-div                      DZ 

Figure 5. Noise level K = 20 woman denoising results 
图 5. 噪声水平 K = 20 woman 的去噪结果 

 
Table 1. K = 10 model running time and image PSNR after denoising 
表 1. K = 10 模型运行时间及去噪后图像 PSNR 值 

图像 模型 PSNR (db) 时间(s) 图像 模型 PSNR (db) 时间(s) 

carmerman 

RLO 23.11 6.15 

woman 

RLO 25.60 6.63 

AA 26.05 6.80 AA 27.36 6.20 

HUANG 26.48 3.56 HUANG 28.49 3.79 

m-v 26.85 1.13 m-v 28.63 1.13 

I-div 26.61 1.95 I-div 29.03 2.24 

DZ 26.43 19.71 DZ 29.06 8.35 

 
Table 2. K = 20 model running time and image PSNR after denoising 
表 2. K = 20 模型运行时间及去噪后图像 PSNR 值 

图像 模型 PSNR (db) 时间(s) 图像 模型 PSNR (db) 时间(s) 

carmerman 

RLO 24.92 4.40 

woman 

RLO 27.15 4.30 

AA 27.84 4.27 AA 29.56 6.20 

HUANG 28.04 3.50 HUANG 30.01 3.90 

m-v 27.78 1.14 m-v 30.06 1.51 

I-div 27.76 1.83 I-div 30.37 1.75 

DZ 28.17 13.18 DZ 30.29 8.80 
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另外与理论结果相同，受乘性噪声污染的图像对比度会相对缩减，这一点在图 1 中有明显体现。由

于噪声的方差与噪声水平成反比例关系，因此随着噪声水平的增加对比度呈反向增长。在实验的过程中，

我们发现如第二节所述，AA 模型对参数比较敏感，m-v 与 DZ 模型在调参时要注意参数的取值范围，因

此这三个模型在调参的过程中需要花费相对多的时间。从实验效果方面分析，AA 模型的 MAP 保真项与

I-div 模型的散度保真项在进行去噪时能更好地恢复图像的对比度，除此之外其他的基于 MAP 做变换改

变凸性的模型在对比度方面都有相对大的损失，尤其是通过对数变换使得模型凸性改变的保真项。从实

验数值结果方面分析，m-v 模型和 I-div 模型相比其他模型有较高的 PSNR 值且在相同的停止条件下实验

运行时间较短。 

4. 结论及未来发展方向 

4.1. 结论 

综合文章中所阐述的理论知识和实验结果，不难发现在变分正则化去除乘性噪声的过程中，保真项

的选取对结果的影响较大，这一点不仅在理论知识方面有所依据，在实验结果上也得到了验证，如 AA
模型和 I-div 模型明显因为保真项对图像的对比度有更好的恢复结果。一些混合保真项模型虽然在去噪结

果上与其他模型相当，但在实验运行时间上却相对较长，如 DZ 模型。从乘性噪声保真项建立的角度分

析，不同的建模方法会使模型产生不同的实验效果，同时对试验运行时间也会产生不同的影响，如 m-V
模型会在实验运行时间方面有较大优势，相对而言 DZ 模型的运行时间较长；基于 MAP-对数变换的模型

得到的实验结果不能更好地恢复图像的对比度信息。 
综上所述，本文依据保真项的类型对去除乘性噪声的变分正则化模型进行系统介绍，并给出了几种

不同的正则化模型的具体实验结果及数据，从理论和实验结果方面对去除乘性噪声的变分正则化进行了

相关分析，最终相对客观地评价了文中所提出的几种模型。引言部分阐述了乘性噪声的特点及目前为止

出现的乘性噪声去除方法，重点介绍本文所综述的变分正则化去除乘性噪声的方法。第二部分根据变分

正则化去除乘性噪声保真项的不同，将其分为方差–均值模型、基于 MAP 模型、散度模型及混合模型四

类模型并进行具体理论分析。第三部分对文中提出的正则项相同保真项不同的模型进行实验，从直观和

客观两个方面展示变分正则化去除乘性噪声中保真项的作用。最终在第四部分得出本文的结论及未来可

能的发展方向。 

4.2. 未来发展方向 

自适应参数的设定。众所周知，在现有的变分正则化乘性噪声去除的模型中，实验参数的设定都是

比较困难的。参数基本都是采用手动设定且种类多调整区间大，因此在调参做实验时需要耗费大量的时

间才可以得到理想的实验结果。特别是对于类似于 AA 模型这种对于初始值特别敏感的模型，需要花费

更多时间在调节参数方面。未来可以利用深度学习的方法训练出模型的各类参数，然后根据训练的参数

去结合噪声图像的信息建立理论的函数表达式，最终应用于图像去噪实验调整参数的过程中。 
求解速度的改善。在模型的求解过程中，很多模型都存在求解速度缓慢的问题。例如 AA 模型虽然

解是存在且唯一的，但在求解过程中解的收敛速度慢，一旦迭代次数增多就需要耗费大量的时间在运行

程序上，NLTV 模型，非局部的特征使得模型的求解速度减慢等。因此，未来一方面是对于解存在且唯

一的非凸模型收敛速度改进的算法研究，另一方面是对于凸模型求解算法的改进。 
图像的分解去噪。严格来说图像上的每一个像素点都是不同的，都含有其特有的像素信息，但图像

的区域确实可以分解的。在乘性噪声的去除中绝大多数模型都是将图像看成一个整体进行噪声的去除，

这种方式没有太多考虑图像区域的特征。根据乘性噪声图像的噪声特点，噪声是随着信号强度的增加而
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增加的，因此这些区域信息理应被考虑。未来可以根据图像中像素点所含信息的量对图像进行分解，例

如分解成平滑区域以及纹理区域，然后再考虑运用相应特征的模型对图像进行去噪。 
去噪图像对比度的改善。乘性噪声与图像信息相关的特点，使得图像受乘性噪声污染时对比度会降

低。现有的模型对于图像对比度的恢复考虑较少，因此在未来对乘性噪声去除时，可以考虑在原有去噪

的基础上增加图像对比度的正则项，最终使得观测图像能在去噪的基础上对比度也相应得到更好的恢复。 
特定图像的去噪。在工程上一般使用滤波器的方法对图像进行噪声去除，这种方法固然在速度上有

优势，但在实验效果上欠佳。截止目前，也有一些使用变分正则化处理特定图像乘性噪声的模型，如针

对于 SAR 图像的噪声去除、医学图像的噪声去除，但其在建模的过程中其实并没有太多地考虑这种图像

的特点以及去噪后图像的应用问题。未来可以基于应用中存在的问题出发，建立特定图像的乘性噪声去

除模型，使模型对于某一个问题的解决性达到最优，例如针对医学核磁共振图像产生的乘性噪声问题等。 
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