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摘  要 

本文给出了加权Sasaki度量的局部表示，利用Kozul公式研究了加权Sasaki空间的切丛几何性质，建立了

加权Sasaki空间形式中具有常截面曲率的测地线结构。 
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Abstract 
In this paper, the local representation of the weighted Sasaki metric is given, the geometric prop-
erties of the tangent bundle equipped with weighted Sasaki metric is studied by using Kozul for-
mula, and the geodesic structure with constant sectional curvature in the weighted Sasaki space 
form is established. 
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1. 引言 

有关切丛上几何与拓扑的研究一直受到众多数学家的注意，有了许多重要的结果。在文献[1]和[2]中，

为了刻画一般黎曼流形的切丛和单位切向量组成的切球面丛上的几何结构，Sasaki 引入了切丛和切球面

丛上的典型黎曼度量(称之为 Sasaki 度量)，已成为微分几何中的一种重要度量结构。进一步，在文献[3]
中，作者详细研究了切球面丛上的几何性质及其表示方法，并给出了配置 Sasaki 度量下的切丛上的曲率

形式。另一方面，在文献[3] [4] [5]中，作者刻画了切丛和切球面丛上的几何性质和测地线的结构。进一

步，Gudmundsson 和 Kappos 等作者考虑了带有 Sasaki 度量的切丛上的几何性质，并给出了李括号、

Levi-Civita 联络以及黎曼曲率的计算方法[6] [7] [8] [9] [10]。 
基于这些研究，本文主要考虑加权 Sasaki 空间的曲率形式和测地线结构。首先，给出加权 Sasaki 度

量的基本定义和相关理论；其次，利用 Kozul 公式刻画了加权 Sasaki 空间的曲率形式，建立了加权 Sasaki
空间形式中具有常截面曲率的测地线结构。 

2. 加权 Sasaki 度量基本形式 

本节主要介绍黎曼流形 ( ),M g 的切丛 TM 上的加权 Sasaki 度量。给定 m 维的光滑流形 M，其光滑结

构为 ( ){ },U x Iα α α= ∈ 。对于点 p M∈ ，设 pT M 为 M 在 p 处的切空间。对于 M 在点 p 的局部坐标系

( ),U x 和 p U∈ ，定义 

( ) ( ) ( )( )1: ,
ke

k kp

ff p f x x p
x x

− ∂ ∂
= ∂ ∂ ∂ 

                         (2.1) 

其中 { }1, ,ke k m= 
是 m 维欧式空间的标准基底，则 1, ,

k p

k m
x

  ∂ =  ∂   
 是 pT M 的一组基底。集合

( ){ }, , pTM p u p M u T M= ∈ ∈ 称为 M 的切丛，光滑映射 :TM Mπ → 为丛投影。对于局部坐标系

( ),U x ∈ ，定义 ( )1: mx U Uπ − → × 满足 

( )( )1
1

: , , , ,
m

k p m
k k

x p u p u u
x=

 ∂
 ∂ 
∑   .                         (2.2) 

在切空间 pT M 上的限制 { }:
p

m
p T M px x T M p= → × 满足 

( )1
1

: , ,
m

p k p m
k k

x u u u
x=

∂
∂∑   .                             (2.3) 

切空间 ( ),p uT TM 在点 ( ),p u 处分解为水平子空间 ( ),p uH 和垂直子空间 ( ),p uV 两部分: 

( ) ( ) ( ), , ,p u p u p uT TM H V= ⊕ .                               (2.4) 

对于向量 pX T M∈ ，X 到点 ( ),p u TM∈ 的水平提升对应向量 ( ),
h

p uX H∈ ，满足 hX Xπ∗ = ；垂直提升

对应向量 ( ),
v

p uX V∈ ，使得对所有 M 上的光滑函数 f， ( )vX df Xf= 。 

根据文献[3]，对于 TM 上包含垂直提升的向量场的运算，我们得到 
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i) [ ] ( )( ), , , ,
vhh hX Y X Y R X Y u  = −         (2.5) 

ii) ( ), ,vh v
XX Y Y  = ∇            (2.6) 

iii) , 0.v vX Y  =             (2.7) 

下面给出加权 Sasaki 度量的基本形式。 
定义 2.1. 设 ( ),M g 是一个黎曼流形，对应切丛上任意点 ( ),p u TM∈ 的 Sasaki 度量 ĝ 定义为 

i) ( ) ( ) ( ),ˆ , , ,h h
pp ug X Y g X Y=         (2.8) 

ii) ( ) ( ),ˆ , 0,h v
p ug X Y =           (2.9) 

iii) ( ) ( ) ( ),ˆ , , ,v v
pp ug X Y g X Y=        (2.10) 

对于任意的向量场 ( ),X Y C TM∞∈ 和 ( ),p u TM∈ 。 

定义 2.2. 设 ( ),M g 是黎曼流形。设 1 0f > ， 2 0f > ， ( )1 2,f f C M∞∈ 。则 M 上切丛 TM 的加权 Sasaki

度量 ˆ fg 定义如下 

i) ( ) ( ) ( ) ( )1 2,
1,ˆ , , ,f f h h

px ug X Y f p g X Y=        (2.11) 

ii) ( ) ( )1 2,
,ˆ , 0,f f v h

x ug X Y =           (2.12) 

iii) ( ) ( ) ( ) ( )1 2,
2,ˆ , , ,f f v v

px ug X Y f p g X Y=        (2.13) 

对于任意的向量场 ( ),X Y C TM∞∈ 。 

3. 加权 Sasaki 空间的切丛几何性质 

设 g 是流形 M 上的黎曼度量，记∇为对应的 Levi-Civita 联络。下面给出相关引理: 
引理 3.1. 设 ( ),M g 是黎曼流形， 1 2,ˆ f f∇ 是带有加权 Sasaki 度量 1 2,ˆ f fg 的切丛 TM 的 Levi-Civita 联络。

那么 

i) 
( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( )( )

1 2,
1 1 1,,

1

1ˆ ,
2

1  , ,
2

h

hhf f h
X p uX p u p

v
p

Y Y X f Y Y f X g X Y d f
f p

R X Y u

π π
∗

∇ = ∇ + + −

−

 

  (3.1) 

ii) ( )( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 2, 2

,,
2 1

ˆ , ,
2 2h

hvf f v v
X pp uX p u

X f fY Y Y R u Y X
f p f p

∇ = + ∇ +       (3.2) 

iii) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )( )1 2 2, 2

,
2 1

ˆ , ,
2 2v

hf f h v
pX p u

Y f fY X R u X Y
f p f p

∇ = +          (3.3) 

iv) ( )( )

( )
( ) ( )1 2,

2,
1

,ˆ ,
2v

hf f v
X p u

g X Y
Y gradf

f p
−

∇ =             (3.4) 

对于任意的 ( ) ( ), , ,X Y C TM p u TMξ∞∈ = ∈ 。 

下面考虑带有加权 Sasaki 度量的切丛 TM 的黎曼曲率张量 1 2,ˆ f fR 。 
命题 3.2. 设 ( ),M g 是黎曼流形， 1 2,ˆ f fR 是带有加权 Sasaki 度量 1 2,ˆ f fg 的切丛 ( )1 2,ˆ, f fTM g 的黎曼曲率张
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量。那么下面的公式成立 

i) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) )( )

1 2 2 2, 2
2,

1 2 1

2 2 2
2

1 2 1

,ˆ , ,
2 2 2

,
  ( , ,

2 2 2

v
hf f v v v

pp u

v
h

p

g Y Z gradf f X fR X Y Z R U X gradf
f f f

g X Z gradf f Y f R U Y gradf
f f f

 −
= +  

 
 

+ +  
 

        

(3.5) 

ii) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )

1 2
1 1 1 1

1 1 11

,
,

2 2

2 1

2

2

1ˆ , , , , , ,
2

1  , , , , ,
2

1 1  , , , ,
4 2 2 2

  
4

vh hf f h h h
X Y f f Y f p Y fp u

h vh

Y X f f X f p X f

v h
v

p X p p p

R X Y Z Z A Y Z A X Z A Y Z R X Z A Y Z u

Z A X Z A Y Z A X Z R Y Z A X Z u

X f fR Y Z u R Y Z u R u R Y Z u X
f f

Y f
f

= ∇ ∇ + + ∇ + − ∇ +

−∇ ∇ + − ∇ + + ∇ +

      − − ∇ −      
      

+ ( )( ) ( ) ( )( )

[ ]( ) [ ]( )( ) [ ]( ) ( ) ( )( )

( )( )( )

1

2

1

2
,

2

2

1

1 1, , , ,
2 2 2

1  , , , , ,
2 2

  , , ,
2

v h
v

p Y p p p

h v vh
p f pX Y

h

p p

fR X Z u R X Z u R u R X Z u Y
f

Z f
Z R X Y Z u A X Y Z R X Y u

f
f R u R X Y u Z
f

      + ∇ +      
      

− ∇ + − +

+

(3.6) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 1 1 1
1

1, ,
2

h

fA X Y X f Y Y f X g X Y d f
f

π π
∗

= + −   ， , , pX Y Z T M∈ 。 

定理 3.3. 设 ( ),M g 是黎曼流形，TM 是带加权 Sasaki 度量 1 2,ˆ f fg 的切丛。那么 TM 是平坦的当且仅当

M 是平坦的且 1f C=  (常数)。 
证明：根据命题 3.2 和

1
0fA = ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1, 0,X f Y Y f X g X Y d fπ π
∗

+ − =                     (3.7) 

根据黎曼曲率为零得到 1 2,ˆ 0f fR ≡ 。反之假设 1 2,ˆ 0f fR ≡ 并计算三个水平向量场在 ( ),0p 的黎曼曲率张

量，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) [ ]( ) ( )

1 2
1 1 1 1

1 1 1

,
,0 ,0,0 ,0 ,0

,0 ,0

ˆ , , , , , ,

  , , , ,

0,

f f h h h
f f f Y fp pp p p

f X f fp p

R X Y Z R X Y Z A Y Z A X Z A X Z A Y Z

A Y Z A X Z A X Y Z

= + − + ∇ +

− ∇ + −

=

  (3.8) 

则 0R = 且 1f C= (常数)。 
推论 3.4. 设 ( ),M g 是黎曼流形，TM 是其带加权 Sasaki 度量 1 2,ˆ f fg 的切丛。如果 1f C≠  (常数)，则

( )1 2,ˆ, f fTM g 不平坦。 

4. 加权 Sasaki 空间的测地线 

本节主要考虑 ( )1 2,ˆ, f fTM g 上的测地线结构。 

首先定义向量空间中一个点的邻域的概念。假设{ }1 2, , , nx x x
是 M 的一组基，{ }1 2, , , ny y y

是每个

切空间 ( )pT M 和 p M∈ 关于自然基 ix
∂
∂

的笛卡尔坐标。给定基底对应开单位球 { }1 2, , , nx x x 为 
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{ } { }1 2 1 2 2 2 2
1 2 1 2, , , : , 1 .n n

n j nx x x x x xα α α α α α α= + + + ∈ + + + <             (4.1) 

那么包含 { }1 2, , , nx x x 的 ( )U p 称为点 p 的邻域，直观上表示在向量空间中完全包含给定点的集

合。定义投影π 为 

( ) ( ), , , 1, 2, , 2 ,i i ix y x i j nπ = = 
                          (4.2) 

其中局部坐标 ( ),i ix y 在开集 ( )1 U TMπ − ⊂ 中。 

切丛中的任何曲线 ( ) ( )( )ˆ ,x t V tγ = 都可以被视为基流形 M 中的曲线 ( )x t 以及沿其的单位向量场

( )V t 。如果我们用带有加权 Sasaki 度量 1 2,ˆ f fg 的 TM，那么曲线 ( ) ( )( )ˆ ,x t V tγ = 是 TM 的测地线当且仅当

0x x′ ′∇ = 。结合 ( ) ( )1
nU T Mπ − ⊂ 中的诱导坐标 ix

∂ 
 
∂ 

，可以得到切向量场的基本表示: 

( )d d, .
d d

vh
x

x yT x y
t t ′

  ′= = + ∇ 
 

                           (4.3) 

对应测地线 γ 可以说是 TM 上测地线 γ̂ 的π 下的图像。设 ˆπ γ 是 M 上的浸入测地线，则 1 2,ˆ 0f f
T T∇ = 。

利用这个条件，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

22
2

1 1 2

,
, , ,

2
hh vh hx x

x x x f

g y y x ffx gradf R u y x y A x x
f f f

′ ′
′ ′ ′

′∇ ∇
′ ′ ′ ′∇ = − ∇ − ∇ −     (4.4) 

且 

0.x x y′ ′∇ ∇ =                                   (4.5) 

假设 ( )
1

, , 0fA x x x′ ′ ′ = ，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 12 , , 0.x f g x x g x x d fπ π
∗′ ′ ′ ′ ′− =                      (4.6) 

从而 

( )
( )( )1

1

d
0,  i.e. 0.

d
f x t

x f
t

′ = =                            (4.7) 

对应 M 上的任何测地线满足条件 1f c=  (常数)。最后，我们得到了 
定理 3.10. 如果 ( ) ( )( ),x t y t 是测地线且 ( )y t c=  (常数)，则 ( )

1
,x fx A x x′ ′ ′ ′∇ = − 。 

定理 3.11. 设 1γ 和 2γ 是 nM 上从同一任意点出发的两个测地线，且它们最初的切向量是不平行的。如

果 M 上两个测地线的提升是带有度量 1 2,ˆ f fg 的 TM 的测地线，那么 1f c=  (常数)。 

5. 结论 

本文主要对加权 Sasaki 空间的曲率形式和测地线结构进行讨论。给出加权 Sasaki 度量的局部表示，利

用 Kozul 公式刻画了加权 Sasaki 空间的曲率形式，并建立了加权 Sasaki 空间形式中具有常截面曲率的测地

线结构。在微分几何中对加权 Sasaki 空间的研究，对微分流形的切丛在数学和物理学的研究有促进意义。 
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