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摘  要 

为直观表示圆形编队无人机集群中各个无人机之间的相对位置，和便于后续问题的解决。我们分析了无

人机之间的几何关系，将圆环上发射信号无人机的位置关系分为四类，并建立纯方位无源定位模型，以

3架发射信号无人机之间连线的弦、方向角为圆周角确定3个圆，这3个圆的交点中距离待测无人机理想

位置最短的，便是待定位无人机的实际位置。然后为明确无人机理想位置和实际位置的差距，我们建立

偏差度指标，实现对无人机编队定位误差的形容。并在每次调整中，我们选择偏差度较小的无人机作为

发射信号无人机。最后我们通过使用基于遗传算法改进的迭代法进行计算，经历14次调整后，我们发现

无人机总体的平均偏差值变化十分平缓，所以认为此时已经达到较好的调整方案。 
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Abstract 
In order to intuitively represent the relative position of each UAV in the circular formation UAV 
cluster, and to facilitate the solution of subsequent problems. We analyze the geometric rela-
tionship between drones, the ring on the ring is divided into four categories, and establish a pure 
orientation passive positioning model, with three transmit signal drones connection between the 
string, direction Angle to determine three circles, the three circles in the intersection distance to 
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test the shortest ideal position, is the actual position of the UAV. Then, in order to clarify the gap 
between the ideal and actual position of UAV, we establish the deviation index to realize the de-
scription of UAV formation positioning error. And in each adjustment, we choose the UAV with 
less deviation as the transmit signal UAV. Finally, we used the improved iterative method based 
on the genetic algorithm. After 14 adjustments, we found that the average deviation value of the 
UAV overall changed very gently, so we thought that a better adjustment scheme had been achieved 
at this time. 
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1. 引言 

随着电子信息技术的更新迭代，探测定位技术在不断发展，同时探测定位技术在军事斗争中的地位

和作用得到不断提高。传统的有源探测定位会不断发射出电磁波，极易被对方侦查到，威胁自身生命安

全，导致生存能力下降[1]。 
相比于有源定位技术，无源探测定位技术具有很多优点，其中最重要的一点是本身不发射信号，因

此不易被对方捕获自身的位置，使得自身生存能力大大提升。因此无源定位技术得到越来越广泛的研究

和应用。本文针对无人机编队调整问题，通过纯方位无源定位方式对无人机进行调整。 

2. 国内外研究现状 

对无人机进行定位，常用的方法有以下几种：基于声学定位、图像匹配定位、有源雷达定位和无源定位。 
基于声学定位，简单来说就是通过相应的设备接受目标的声波，利用声波的传播原理，对声波信号

进行分析处理从而对目标进行定位。无人机的声源定位存在多种方法，麦克风阵列技术是声源定位和跟

踪中应用较为广泛的一种方法，麦克风阵列技术基于麦克风阵列接收空间声信号，随后将接收到的信号

进行分析处理，通过分析后的数据估算出声源所在的距离位置。但此种方法需要分析声波信号，这涉及

到数字信号处理等多种理论知识，因此研究难度较大[2]。 
图像匹配定位，就是在有变换的空间中寻找多样的变换，使其在不同时间下获得的来自不一样的传

感器、不一样的方位的图像在空间维度上具有一致性。为了得到无人机在卫星遥感图像中的位置坐标，

将航拍图像与卫星遥感图像进行匹配，使用特定的算法锁定航拍图像在遥感图像的位置坐标，从而确定

无人机的位置坐标，但由于算法存在不完善性，且算法易受卫星遥感图像自身特性的干扰，因此定位的

精度存在一定偏差度[3]。 
有源雷达定位，就是通过自身发射电磁波，对目标的电子设备进行定位，雷达利用自身的设备接收

目标反射的波动信号进行分析求解，得到目标的距离、速度等信息。雷达得益于其全天时全天候、覆盖

范围广、作用距离远、探测精度高等优点，成为对无人机进行定位的首要选择。但雷达探测可能会受到

严重的地物杂波干扰导致其接收回波的信杂噪音比低，若飞机的速度慢则会使接收回波的多普勒频率低，

同时雷达散射截面积小存在接收回波能量小的缺点。所以雷达不适用于探测低空、慢速、小型的无人机，

而且有源雷达对其他的通讯设备影响较大[4]。 
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无源定位，指的是只通过接收电磁波信号对目标进行定位的技术。接收目标发射的电磁波信号，并

对接收信号进行相应处理，通过各种定位方法以及算法得出该目标的距离信息。由于无源定位只能检测

到什么时候收到什么方位的信号，因此无论采取何种方法计算，无源定位都需要有多站提供信息。并且

侦察站应具有良好的几何布局，这可以提高无源定位的定位性能。常见的定位方法有三角交叉定位、双

曲线交叉定位等[5]。但由于无源定位存在精确性和实时性的问题，因此选择合适的算法提高定位系统的

精准度一直是无源定位研究的热点和难点。 
唐涛等人[6]利用伪线性卡尔曼滤波定位算法，该算法将非线性的观察方程表示成线性方程，对线性

方程进行扩展卡尔曼滤波。这不仅可以减少非线性观测方程对定位精度和算法稳定性的影响，同时对算

法的迭代运算量基本上没有增加。但由于线性化带来的误差，以及观察更新矩阵包含一些方位角和仰角

的观测信息，因此没有完全消除误差。 
孙霆等人[7]提出一种基于半定松弛(SDR)技术的无源定位算法，联合到达时间差(TDOA)以及到达频率

差(FDOA)，将无源定位问题转化为具有 2 此等式约束的最小二乘法问题，利用半定松弛技术把约束最小二

乘问题变成半定规划问题。该算法求解无需先验的初始解，但当算法计算量较大时，实时性无法保证。 
王小英等人[8]提出一种三维移动目标无源定位算法，基于代数几何概率，利用信号测量值的时空变

化量信息对空间移动目标进行三维定位。该算法收敛速度快且稳定性强，具有一定的实用性。但其只适

用于近空间或邻近空间高速移动目标，因此适用性受限。 
Tao Yu 等人[9]提出一种不依赖基线长度的双站无源定位算法，该方法将基线长度作为未知量求解，

利用时差和方位测量的双站定位系统具有测量冗余的特性，导出完全独立于两个站之间基线长度的位置

解。它通过两站实现单站定位，兼具测向系统设备简单、时差定位精度高的优点。但在实际检测过程中，

两站定位系统的检测精度与检测站与目标的相对位置密切相关，对于双站定位系统，可用的检测区域是

有限的，从而定位系统和目标过远，导致目标定位误差较大。 
本文根据实际问题背景，采用遗传算法对无人机进行无源定位，利用遗传算法良好的全局搜索能力

降低无源定位的定位误差，其鲁棒性高的特点也使得算法具有优秀的稳定性。 

3. 无人机编队调整方案问题背景 

在 10 架无人机构成的圆形飞行编队中，9 架无人机(编号 FY01~FY09)均匀分布在圆周上，另 1 架无

人机(编号 FY00)位于圆心，无人机自行检测高度信息，确保各无人机位于同一高度。见图 1。 
 

 
Figure 1. Schematic diagram of a formation of circular UAV 
图 1. 圆形无人机编队示意图 
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按编队要求，确定圆形编队中的圆形半径为 100 m。当初始时刻无人机位置存在偏差时，通过多次

调整，每次选择编号为 FY00 的无人机和圆周上至多 3 架无人机发射信号，其余无人机接受信号，调整

编队到理想状态，使得 9 架无人机最终均匀分布在圆周上。 
针对以上情况，根据无人机的初始位置、圆形编队半径参数，设计出无人机编队调整最优方案，使

其能够准确调整到理想位置。案例中无人机初始位置，具体数据见表。 
 

Table 1. Polar table of the initial moment of the drone 
表 1. 无人机初始时刻极坐标表 

无人机编号 极坐标(m, ˚) 

0 (0, 0) 

1 (100, 0) 

2 (98, 40.10) 

3 (112, 80.21) 

4 (105, 119.75) 

5 (98, 159.86) 

6 (112, 199.96) 

7 (105, 240.07) 

8 (98, 280.17) 

9 (112, 320.28) 

4. 模型准备 

4.1. 无人机的几何关系探索 

发射信号的无人机位置关系存在以下 4 种可能： 
1) 发射信号的无人机相邻，则与 FY00 相夹 40°； 
2) 发射信号的无人机相隔 1 个，则与 FY00 相夹 80°； 
3) 发射信号的无人机相隔 2 个，则与 FY00 相夹 120°； 
4) 发射信号的无人机相隔 3 个，则与 FY00 相夹 160°。 
以 FY05、FY00 为固定发射例，FY04 为待定位例，则无人机的方向信息示意图，见图 2。 
通过图 2 我们可以将发射信号无人机与接收信号无人机的位置分为夹与临两种状态，见图 3。 
图 3 中上部分为夹的状态，下部分为临的状态。 

4.2. 根据几何特征的定位分析 

由问题背景所给的条件：1) 发射信号的无人机位置无偏差且编号已知的；2) 接收信号的无人机位置

是存在偏差的。 
在无偏差的情况下，9 架无人机均匀分布在圆周上，根据题给条件 1，发射信号无人机的位置无偏差，

因此发射信号无人机的排布满足正九边形的几何特征。具体体现在：无偏差时，发射信号无人机之间的

角度关系与距离关系是确定的，即图 4 中紫色线段长度、发射无人机之间的圆心角可知。 
考虑发射信号无人机与接收信号无人机的位置为夹和临时的几何特征。 
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Figure 2. Launch signal UAV possible location relationship 
图 2. 发射信号无人机可能位置关系 

 

 
Figure 3. The possible positional relationship between transmitting signal UAV and receiving signal UAV 
图 3. 发射信号无人机和接收信号无人机可能位置关系 
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通过图 5 和图 6 我们可以发现，位置为夹或者临时，待定位无人机都是以发射信号无人机之间的连

线为弦和方向信息 1 2 3, ,α α α 而确定圆的公共交点。 
 

 
Figure 4. Angle and distance relationship between transmitting signal drones without deviation 
图 4. 无偏差时发射信号无人机之间角度与距离关系 

 

 
Figure 5. Geometric features when the positions of the transmit signal UAV and the receiving signal UAV are sandwiched 
图 5. 发射信号无人机与接受信号无人机位置为夹时的几何特征 

 

 
Figure 6. Geometric features when the positions of the transmit signal UAV and the receiving signal UAV are adjacent  
图 6. 发射信号无人机与接收信号无人位置为临时几何特征 
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4.3. 无人机偏差范围的合理分析 

初始偏差范围： 
计算未知编号的数目时，在保留模型的准确性并使得模型更加易算，现分析无人机的偏差范围。根

据题给条件我们可以知道，无人机编号固定并且在编队中与其他无人机的相对位置关系保持不变，即以

无人机 FY02 为例，FY02 总是位于 FY03 的东南方向，FY02 总是位于 FY01 的西北方向。据此，得到无

人机的初始偏差范围，见图 7。 
 

 
Figure 7. Initial UAV deviation range 
图 7. 无人机初始偏差范围 

 
偏差范围的进一步优化： 
通过无人机的相对位置关系，我们可以得到初始偏差范围，结合问题背景中表一所给数据，分析得

到无人机的距离偏差值总是小于 12；无人机的角度偏差值总是小于 0.30 度，据此，我们认为，距离偏差

值与角度偏差值不会发生过大波动，假设距离偏差范围是在 12 以内，角度偏差值范围是在 0.3 度以内。 
得到进一步优化后的无人机偏差范围，见图 8。 

 

 
Figure 8. Further optimized UAV deviation range 
图 8. 进一步优化后的无人机偏差范围 

 
其中，淡蓝色区域为初始误差范围；淡绿色区域为角度确定的偏差范围(为了表示更清晰，调大了偏
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差角度范围，实际角度范围应为 1 度，即正负 0.5 度)；淡紫色区域为距离确定的偏差范围(图像中调大了

偏差距离范围，实际距离范围应为无人机距圆心距离正负 15 厘米)；深蓝色为各偏差范围的重合区域，

该重合区域中的任意点都是合理偏差范围内的，使得： 
1) 发生偏差的无人机与其他无人机的相对位置关系恒定； 
2) 角度偏差合理； 
3) 距离偏差合理。 

5. 模型建立 

5.1. 无人机定位原理分析 

在模型准备中，我们知道，待定位无人机位置可以由三个圆的交点得到，并且这三个圆都是通过发

射信号无人机的连线为弦、方向信息 1 2 3, ,α α α 为圆周角所确定的。因此，在以发射信号无人机的连线为

弦、方向信息 1 2 3, ,α α α 为圆周角所确定的圆的公共交点中，必定有一个是待定位无人机所处的位置。 
根据发射信号无人机之间的距离、角度关系和方向信息，我们可以确定出 6 个圆，见图 9。 

 

 
Figure 9. Possible circular schematic 
图 9. 可能圆示意图 

 
图 9 中，蓝色的圆 1 2,A A 是通过方向信息 1α 确定的；红色的圆 1 2,B B 是通过方向信息 2α 确定的；绿色

的圆 1 2,C C 是通过 3α 确定的。 
在确定一组圆 , ,n n nA B C 时，可以得到三个圆的几何关系，由于存在 6 个圆(3 组，每组 2 个)，对应

23 种情况，见图 10。 
将圆上的点整理到集合上表示为： 

1 1 1

2 2 2

, ,
A B C
A B C

  
  
    

其中， 1 2,A A 为 1α 与对应弦所确定两个圆上点的集合； 
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Figure 10. Possible circle intersection situation 
图 10. 可能圆相交情况 
 

1 2,B B 为 2α 与对应弦所确定两个圆上点的集合； 

1 2,C C 为 3α 与对应弦所确定两个圆上点的集合。 
则 8 种情况可以表示为： 

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

, , , , , , ,

A A A A A A A A

B B B B B B B B

C C C C C C C C

       
              
       
       
              

 

即： 

1 1 1 1 1 2 2 2 2, , ,A B C A B C A B C        
对 { }1,2n∀ ∈ ，当 n n nA B C  等于一点时，则无人机位置唯一确定； n n nA B C  等于多个点时，则

说明无人机位置需要筛选。结合模型准备中确立的偏差范围，以拟测位置与无偏差理想位置之间的距离

为标准，距无偏差理想位置最短的拟测位置便是待测无人机位置。 

5.2. 纯方位无源定位模型 

以 O (FY00 无人机位置)为极点，设发射信号的无人机为 A (FYOA)、B (FY0B)，设圆形编队的半径

为 D，以 OA 为极轴，则 FY0A 和 FY0B 的极坐标为： ( ),0D 、 ( ), BD θ ， Bθ 为 A、B 夹角。 

以 OA 为弦及对应圆周角确定圆的示意图(OB、AB 形同)，见图 11。 
以 OA 为弦，对应方向信息夹角为圆周角时，弦长 L OA D= =  

易得： 
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Figure 11. The circle was determined with OA as the string and the corresponding circular angle 
图 11. 以 OA 为弦及对应圆周角确定圆 

 

( )

( )

, 90
2sin

, 90
2sin 180

D

r D

α
α

α
α

 ≤
= 
 >
 −







                               (1) 

令圆心 C 为 ( )0 0,ρ θ ，则由两点间距离公式得： 

( )

2
0 0

2 2
0 0 02 cos

OC r r

AC D D r

ρ ρ

ρ ρ θ

 = = ⇒ =


= + − =
                           (2) 

进而可以确定圆的极坐标方程为： ( )2 2 2
0 0 02 cos rρ ρ ρρ θ θ+ − − =  
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( )
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, 90
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, 90
2sin 180
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α
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=


 ≤
 = 

 >
 − 







                              (3) 

以 OB 为弦，对应方向信息夹角为圆周角时，弦长 L OB D= =  

同理易得： 
圆的极坐标方程为： ( )2 2 2

0 0 02 cos rρ ρ ρρ θ θ+ − − =  

( )

( )

0

, 90
2sin

, 90
2sin 180

r
D

r D

ρ

α
α

α
α

=


 ≤
 = 

 >
 − 







                              (4) 

以 AB 为弦，对应方向信息夹角为圆周角时。 
可得圆的极坐标方程为： ( )2 2 2

0 0 02 cos rρ ρ ρρ θ θ+ − − =  (公式推导见附录) 
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                   (5) 

至此，我们得到了 6 个圆的极坐标方程，进而可以得到 1 2 1 2 1 2A A B B C C 的表达式，通过对的分组求交

集，就可以得到公共交点(拟定位点)，综上所述： 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
1 0 0 0 0 0

2 2 2
2 0 0 0 0 0

, | 2 cos , arccos , ,
2

, | 2 cos , arccos , ,
2
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ρ θ ρ ρ ρρ θ θ θ ρ

ρ θ ρ ρ ρρ θ θ θ ρ

   = + − − = = = =   
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          (6) 
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        (7) 
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           (8) 

5.3. 拟测位置的筛选 

当拟测位置集合 J 含有两个元素时，即 ( ){ }1 1, ,J ρ θ= ∅ ，那么拟测位置 ( )1 1,ρ θ 就是待定位无人机的

位置。 
当 J 含有多个元素时，即 ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , , ,n nJ ρ θ ρ θ ρ θ= ∅ ，那么拟测位置中必定包含待定位无人

机的位置。 
在模型准备中，我们确定了合理偏差范围的存在，依据这种思想，在拟测位置中，距离 

( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , , , ,n nρ θ ρ θ ρ θ
中，距离待定位无人机无偏差理想位置距离最近的拟测位置即是待定位无人机

的位置。 
设拟测位置与无偏差理想位置的距离为，目标函数如下： 

min iS  
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( )
( )

2 2 2
s.t.

,
i i Lcj i Lcj Lcj i

i i

S

J

ρ ρ ρ ρ θ θ

ρ θ

 = + − −

 ∈

                           (9) 

解得的位置便是待定无人机的位置。 

5.4. 偏差分析 

为了衡量无人机的偏差大小，建立偏差度指标 E， iE 表明 i 编号无人机的偏差度。 
设第 i 个无人机第 N 次调整的位置为 ( ),iN iNρ θ  (例：当 N=0 时，表示第 i 个无人机的初始位置)则： 

( )2 2 2 cosi iN iN iN RE D Dρ ρ θ θ= + − −                           (10) 

其中，( ), RD θ 为 i 编号无人机的无偏差理想位置 RiL ，不同的无人机所对应无偏差理想位置是固定不变的。 

iE 值最小的就是最需要选定的发射信号无人机。至此，确定出发射信号无人机的待选优先级，但是

在题目中，每次调整至多选择除 FY00 之外的三架发射信号无人机，所以我们还需考虑在第 N 次调整时，

选择发射无人机的数目。 
由于假定发射信号无人机无偏差时会产生有偏差的理想位置，因此，设立理想位置偏差度指标为 EiR ，

对于不同的发射信号无人机的位置，我们可以得到不同的接收信号无人机的偏差理想位置，进而求出理

想位置偏差度指标。 
设第 i 个无人机 N 次调整的偏差理想位置为 ( ),iNR iNRρ θ  

( )2 2 2 cosEi iNR iNR iNR RR D Dρ ρ θ θ= + − −                          (11) 

进一步，设在第 N 次调整后位置的全局偏差度为 AE， 
9

1
Ei

i
AE R

=

= ∑                                      (12) 

通过 AE 的大小，我们就可以评判出当前无人机位置的全局层面的调整的有效性。在选定 3 架无人

机发射信号时，我们能得到唯一的发射信号 AE；在选定 4 架无人机发射信号时，我们会得到多个 AE。 
在选择 4 架无人机发射信号时，我们只需要选择 4 架无人机中的 3 架即可确定其他无人机的位置，

因而选定 4 架无人机时，是以每 3 架无人机为一组，得到 4 个待定无人机位置，通过对这 4 个位置的偏

差度分别进行计算，选择其中偏差度最小的即可。之后，再对比不同增设数量情况下的 AE，就能判定增

设发射无人机的数目及编号。 

6. 算法设计 

针对无人机的纯方位无源定位，需要以三台无人机为发射站。由本文题意可知，圆心必为一个发射

站，那么还需两台发射站对某一无人机进行定位。由于纯方位无源定位中接收的信息只有三个方位角，

见图 12。 
这就导致通过传统数学方法确认无人机的具体坐标实现难度较大，且结果存在不准确性。遗传算法

是一种基于自然选择原理和自然遗传机制的寻优算法，由于遗传算法的群体搜索特性，得到无人机准确

的位置[10]。遗传算法思路如下： 
假定发射信号无人机是位于理想位置，那么我们可以根据方向信息建立适应度函数。由于初始时刻

位置已知，此时我们可以求出每架无人机与其他无人机对应的方向信息。那么，从而建立适应度函数： 

1 1 2 2F α α= ∂ − + ∂ −  
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其中， 1 2,∂ ∂ 为待测无人机与任意两架无人机(除圆心所在的无人机)的理想方位信息， 1 2,α α 为待测无人

机与任意两架无人机(除圆心所在的无人机)的实际方位信息。具体算法流程见图 13。 
 

 
Figure 12. Schematic diagram of the UAV orientation information 
图 12. 无人机方位信息示意图 

 

 
Figure 13. Flow chart of the genetic algorithm 
图 13. 遗传算法流程图 
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通过遗传算法得到除发射信号无人机的以外所有点需要移动的坐标后，我们通过迭代法进行逐步动

态寻优操作。即找到使得偏差平均值的减小量最大的发射信号无人机。具体算法流程，见图 14。 
 

 
Figure 14. Flow chart of iterative optimization algorithm based on genetic algorithm 
图 14. 基于遗传算法迭代寻优算法流程图 

 
本文针对两种情况进行分析，首先通过遗传算法求出非发射无人机的位置信息，通过遍历得到全局

偏移量最小的无人机作为发射站。最后迭代求解得到编队方案。 

7. 算法实例分析 

针对表 1 中无人机初始时刻极坐标表，通过遗传算法定位进行迭代，得到增加的发射站如表 2 所示，

本文发现每次增设的发射站(除圆心外)为两架，即每次设置的发射站皆为三架，这说明设置三架发射站对

于偏差平均值的影响比设置四架发射站更佳。 
通过每次具体的调整位置，并绘制每次调整方案中偏差平均值的变换折线图，如图 15 所示，我们发

现当调整次数到达 14 次时，再进行调整其偏差度平均值不会出现较为明显的减少情况，所以认为当调整

次数达到 14 次时，已经得到较好的调整方案，并且偏差平均值随着每一次的迭代下降，说明算法具有合

理性。 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.1111823


刘唯灏 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.1111823 7800 应用数学进展 
 

Table 2. Standard test system result data 
表 2. 标准试验系统结果数据 

次数 作为发射信号无人机的编号 次数 作为发射信号无人机的编号 

1 1、2 8 1、7 

2 1、3 9 1、4 

3 1、4 10 1、2 

4 1、6 11 1、9 

5 1、4 12 1、6 

6 1、5 13 1、3 

7 1、6 14 1、8 

 

 
Figure 15. Line plot of change of deviation mean 
图 15. 偏差平均值的变化折线图 

 
Table 3. The drone’s final adjustment position table 
表 3. 无人机最终的调整位置表 

无人机编号 极坐标(m, ˚) 无人机编号 极坐标(m, ˚) 

0 (0, 0) 5 (99.97, 159.98) 

1 (100, 0) 6 (99.87, 199.99) 

2 (100.02, 39.99) 7 (100.02, 239.98) 

3 (99.81, 79.90) 8 (100.01, 279.97) 

4 (99.97, 119.97) 9 (99.87, 319.89) 

 
由表 3 可知最终调整方案的极坐标位置与理想位置的偏差极小，可以认为无人机基本位于理想位置。 

8. 结语 

基于遗传算法的无人机纯方位无源定位解决了无人机调整编队问题，通过设计的遗传算法定位可清
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晰地知道每一次具体方案，同时偏差平均值可以反映出每一次调整方案后的效果。本文对纯方位无源定

位的研究提供了一定思路，由于遗传算法的可扩展性，对于其他问题的研究具有一定的借鉴意义。 
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附录 

以 ab 为弦时圆的方程的推导 

弦长 ( ) ( )2 2 22 cos 2 2cosB BL AB D D D Dθ θ= = + − = −  

易得： 

( )
( )

( )
( )

2 2cos
, 90

2sin

2 2cos
, 90

2sin 180

B

B

D

r
D

θ
α

α

θ
α

α

 −
 ≤
= 

−
> −







                             (13) 

令圆心 C 为 ( )0 0,ρ θ ，则由两点间距离公式得： 

( )
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联立得： 
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1cos cos
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其中，
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2sin 180 , 90
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联立可得： 

( )( )2 2 2 2 2
0 0

12 cos 2cos 2 0
2 B BT T D T Dρ θ ρ θ − + + − = 

 
                   (16) 

根据
2 4

2
b b acx

a
− ± −

= ，解得： 

2 2
0 2 2

1 4 1 4 1cos cos cos
2 2 2B B BD

T T
ρ θ θ θ     = ± + −     

     
                   (17) 

由 cos 1θ ≤ 易得： 

2 2 2
2 2

4 1 4 1 1cos cos cos
2 2 2B B BT T
θ θ θ     + − ≥     

     
                      (18) 

所以， 

0 0
1 1cos cos 0
2 2B BDρ θ θ ρ    ≤ − ⇒ ≤        

                        (19) 

由 0 0ρ > 得： 

2 2
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1 4 1 4 1cos cos cos
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T T
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