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摘  要 

基于随机白噪声扰动与系统状态和平衡状态的偏差成正比，本文提出并研究了一类随机的食饵–捕食者

离散时滞模型。通过Lyapunov泛函及随机微分方程动力系统的相关理论，得到了该系统正平衡状态的局

部渐近均方稳定性及两个边界平衡状态的几乎确定的渐近稳定性的充分条件。理论的结果得到了数值模

拟的支持。 
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Abstract 
Based on the fact that the stochastic white noise perturbations are proportional to the deviation of 
the system state from the equilibrium state, a stochastic prey-predator discrete delay model is 
proposed and studied in this paper. By the approach of Lyapunov functional and related theories 
of dynamical systems of stochastic differential equations, the sufficient conditions for local asymp-
totic mean square stability of positive equilibrium state and almost surely asymptotic stability of 
two boundary equilibrium states are established. The obtained main results are supported by nu-
merical simulations. 
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1. 引言 

生物系统是一个非常复杂的系统，它与人类的生存、人们的健康和社会的发展密切相关。研究生物

系统的动态特性具有重要意义。捕食是物种之间的重要相互作用的活动表现，其动力性行为被广泛研究

[1] [2] [3]。在现实世界中，人口增长可以分为几个生理功能差异显著的阶段，例如幼年、成年和老年，

幼年通常不具有生育能力、捕食能力和传播能力。因此，许多学者考虑具有阶段结构的种群模型[4] [5] [6]。
参考文献[4]，我们提出并研究了以下阶段结构的具有时滞的食饵–捕食者微分动力系统： 
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其中 ( )jx t 和 ( )x t 分别代表时间 t 的幼年和成年食饵密度， ( )y t 代表时间 t 的捕食者密度。假设幼年食饵

的繁殖率与现有的成年食饵种群的繁殖率成正比，其比例常数为α ，γ 是幼年食饵种群的死亡率。时滞τ
表示食饵种群从出生到成年的时间， ( )e x t− −γτα τ 表示幼年食饵种群向成年食饵种群的转变。成年食饵种

群的死亡率为 1µ 和增长率为 m，捕食者种群的死亡率为 2µ 和增长率为 w。β 为捕食系数， ( )0 1b b< ≤ 为

捕食者捕食食饵的转化率，又称消化系数。 
对于哺乳动物来说，幼年食饵隐藏在自己的巢穴中，由父母抚养，它们不需要外出觅食，因此不容

易受到捕食者的攻击，也不会受随机因素的影响。因此，本文引入了以下带有时滞 k 的食饵–捕食者微

分动力系统： 
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随机因素的影响在生物系统各要素之间非常常见，如人与人之间的交流，总是存在许多不确定因素。

在一个生态系统中，各种随机因素的干扰无处不在，当随机因素的影响很小时，许多模型可能会忽略，

但是忽略随机因素的作用可能导致相当大的偏差[7] [8] [9]，一个合理的解释是，当外界干扰越小时，生

态系统偏离平衡状态越小，各个种群之间越容易达到平衡。因此，与确定性模型相比，随机模型将更好

地描述生物系统本身并反映实际问题的本质。许多学者将布朗运动作为随机因素添加到确定性生物模型

中，然后利用随机微分方程理论研究随机动力学行为。参考文献[10] [11]，对噪声的一个合理的数学解释
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是所谓的白噪声，它正式被认为是布朗运动 ( )B t 的导数，即 ( ) ( )B dB dt t t= 。参考文献[12]，假设系统

受到随机白噪声扰动的影响，该随机白噪声扰动与系统状态 ( ) ( )( ),u t v t 和平衡状态 ( )* *,u v 的偏差成正

比。当偏差越大，随机扰动也越大，当处于平衡状态时，随机扰动为零。这种随机扰动也被许多研究者

所接受并应用[13] [14]。于是，得到了具有时滞 k 的食饵–捕食者随机微分动力系统： 
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其中 ( )1,2i i =σ 表示随机白噪声扰动的强度。 ( )( )B 1,2i t i = 是定义在完全概率空间 { }( ), , ,t t R
F F +∈

Ω Ρ 上的

布朗运动。 , , ,m wα β 和 ( )1,2i i =µ 是正常数， 0 1b< ≤ ， ( )e k x t k− −γα 表示幼年食饵向成年食饵的转变，

时滞 k (正整数)表示食饵从出生到成熟的时间。 
大部分的随机系统都是研究连续时间情况下的模型，但是由差分方程组成的离散时间模型比连续时

间模型更合适。因为实际情况下的数值模拟，离散时间模型比连续时间模型的效果更好。此外，关于差

分方程描述的随机离散模型的稳定性的研究也很少。于是，本文通过 Euler-Maruyama 离散化方法[15]得
到具有时滞 k 的食饵–捕食者随机离散系统，并研究该系统在平衡态的稳定性。 
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其中 h 是步长，初始条件 ( ) ( ) ( ) ( )0, 0, 1,2, , 0 0, 0 0u k v k k u v− ≥ − ≥ = > > ， ( )( )1 1,2i n i+ =ξ 是一个相互

独立的适应{ }n n
F F

∈Ζ
∈ 的随机变量序列，且满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )20, 1, 0 ,i i i jn n n n i jΕ = Ε = Ε = ≠ξ ξ ξ ξ                 (5) 

其中 E 是期望。 
系统(4)有两个边界平衡点： 
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本文主要研究具有时滞 k 的食饵–捕食者随机离散系统(4)的正平衡点和边界平衡点的稳定性。首先

给出了一些定义、定理和规范形式，在正平衡状态和边界平衡状态下线性化系统(4)，分别得到了具有随

机扰动的非线性差分方程在正平衡状态下的渐近均方稳定性的充分条件和边界平衡状态的几乎确定的渐

近稳定性；并通过给定参数对模型进行了数值模拟验证结论的正确性。 

2. 正平衡状态的渐近均方稳定性 

由于本文的目的是考虑这些平衡点的稳定性，为此需将非线性的随机离散系统线性化。记正平衡点

( )3 1 2,E c c ，令 ( ) ( ) ( ) ( )1 2,x n u n c y n v n c= − = − ： 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.1112943


储家蕊 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.1112943 8939 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )

2
1 1 1 1

1 2 1 1

1 2 2 2

2
2 2 2

1 e

1 ,

1

1 ,

kx n x n x n k c x n c m x n c

x n c y n c h hx n n

y n y n b x n k c y n k c y n c

w y n c h hy n n

γα µ

β σ ξ

β µ

σ ξ

− + = + − + − + − +
 − + + + +
 + = + − + − − − + 


 − + + +

            (6) 

对平移变换后的(6)进行 Jaccobi 线性化，得到正平衡状态下的具有时滞 k 的食饵–捕食者随机离散线

性系统： 
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对于边界平衡点 ( )1 0,0E ，令 ( ) ( ) ( ) ( ),x n u n y n v n= = ： 
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对平移变换后的(8)进行 Jaccobi 线性化，得到边界平衡状态 ( )1 0,0E 下的具有时滞 k 的食饵–捕食者

随机离散线性系统： 
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记边界平衡点 ( )2 0 ,0E c ，令 ( ) ( ) ( ) ( )0 ,x n u n c y n v n= − = ： 
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对平移变换后的(10)进行 Jaccobi 线性化，得到边界平衡状态 ( )2 0 ,0E c 下的具有时滞 k 的食饵–捕食

者随机离散线性系统： 
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令 ( ) ( ) ( )( )z n x n y n ′= ，平衡状态 ( )* *,E u v ，系数矩阵： 
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以及 
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得到规范形式： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 .z n Az n Bz n k n z nθ ξ+ = + − + +  

定义 2.1 对于两个对称矩阵 P 和 Q，如果 P Q> ，则 P Q− 是正定矩阵。 
定义 2.2 对于任意 Lyapounvo 函数 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , 0 , 1 , ,V n V n z k z z z n= −   ，定义算子： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1, , , 0 , 1 , , 1 , , , 0 , 1 , , .V n V n z k z z z n V n z k z z z n∆ = + − + − −     

定义 2.3 如果 0∀ >ε ， 0∃ >δ  ( ( ) 2
0zΕ < δ )，使得 ( ) 2

z nΕ < ε ，则系统(7)的零解是均方稳定的；

如果 ( ) 2
lim 0
n

z n
→∞

Ε = ，则是渐近均方稳定的。 

引理 2.1 ([16]的定理 1.1) 对于线性化后的系统(4)，假设存在满足 ( )( ) 2
10, 0V ≤φ δ φ 的非负泛函

( ) ( )( ), 1 , ,i iV V i z z n=  和 ( ) 2
2iV z iΕ∆ ≤ − Εδ ，那么系统(7)的零解是渐近均方稳定的。其中 i∈Ζ， 1 2,δ δ 是

正常数。 
引理 2.2 ([16]的引理 1.3) Q 为正定的 n n× 矩阵，对矩阵 , na b R∈ ，有 

1 ,a b b a a Qa b Q b−′ ′ ′ ′+ ≤ +                              (12) 

其中 ' 代表转置。 
定理 2.1 假设对于某个正定的 2 2× 矩阵 P 和 Q，若矩阵方程 

1 ,P A DA D A QA C B DB B D Q DB−′ ′ ′ ′ ′− = − + + + +                  (13) 

有半正定解 D，则系统(7)的零解是渐近均方稳定的。 
证明考虑一个由 ( ) ( ) ( )1 2V n V n V n= + 定义的 Lyapounvo 函数，其中 ( ) ( ) ( )1V n z n Dz n′= ， 
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均为正定对称矩阵。 

首先计算 ( )1V n∆ 的期望值： 
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通过引理 2.2，令 ( )a Az n= 和 ( )b DBz n k= − ，由(12)有 
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根据(5)，计算 ( )( ) ( )( )1 1n D n′ + +θ ξ θ ξ 的期望值： 
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   + + 
   = Ε     + +    
 + + +

= Ε  + + + 
 

=  
 

 

因此有： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1
1 ,V n z n A DA D A QA C z n z n k B DB B D Q DB z n k−′ ′ ′ ′ ′ ′ ′Ε∆ ≤ Ε − + − + − + −  

其中
2

11 1
2

22 2

0
0

d h
C

d h
 

=  
 

σ
σ

， ( )1 1B DB B D Q DB B DB D Q D B− −′ ′ ′ ′ ′+ = + 。 

现在，设 ( ) ( ) ( ) ( )1X n z n B DB D Q D Bz n−′ ′ ′= + ，定义 ( ) ( )
1

2

n

i n k
V n X i

−

= −

= ∑ 。则 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

2
1

1

1 .

n n

i n k i n k
V n X i X i

X n X n k

z n B DB D Q D Bz n

z n k B DB D Q D Bz n k

−

= + − = −

−

−

∆ = −

= − −

′ ′ ′= +

′ ′ ′− − + −

∑ ∑

 

接下来，计算 ( )V n∆ 的期望值： 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

1 2

1

1 1

1

2

V n V n V n

z n A DA D A QA C z n z n k B DB D Q D Bz n k

z n B DB D Q D Bz n z n k B DB D Q D Bz n k

z n A DA D A QA C B DB BD Q DB z n

z n P z n z n Pz n

z nδ

−

− −

−

Ε∆ = Ε∆ +Ε∆

′ ′ ′ ′ ′ ′≤ Ε − + − + − + −

′ ′ ′ ′ ′ ′+ Ε + − − + −

′ ′ ′ ′ ′= Ε − + − + +

′ ′= Ε − = −Ε

≤ − Ε ，

 

其中 1P A DA D A QA C B DB B D Q DB−′ ′ ′ ′ ′− = − + + + + ，δ 是一个正常数。因此得到系统(4)的零解是渐近均

方稳定的。 
应用定理 2.1 去分析系统(7)，系统(7)的系数矩阵： 

1 1 2 1

2 2 2 1

1 2 0
, ,

0 1 2

kh mc h c h c h e h
A B

h wc h b c h b c h

γµ β β α
µ β β

−− − − −   
= =   − −   

 

求解矩阵方程(13)得到： 
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( )
( ) ( )( )

( )
( )

2 2 2 2 2 2
11 11 1 2 12 2 22

22 2 2
11 11 11 1 1 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 12 12 2 22 11 12 22 12 22 12

2
11 22 12

1 2 e

e 2 1

2 e 2
,

e

k

k

k

k

p d h b c h d b c h d

h d d q h c mh c c h

b c h d q b c h d q d q d d q

q q q

γ

γ

γ

γ

σ αβ β

α µ β

αβ β

= − − −

− + + + + + −

− − +
+

−

 

( )( ) ( )( )
( )

( )
( )

2 2 2 2
12 12 1 2 22 1 12

12 12 2 2 1 1 1 2

2 2 2 2 2
1 2 22 11 12 22 12 22 12

2
11 22 12

2 2
1 12 12 11 12 22 11 22 12 12 22 11

2
11 22 12

e

2 1 2 1

2

,
e

k

k

p d b c c h d b c h d

d q h c wh h c mh c c h

b c c h d q d q d d q

q q q

b c h d q d d q d d q d d q

q q q

γ

γ

β αβ

µ µ β

β

αβ

−= − −

− + + − + + + −

+ −
−

−

− + −
+

−

                (14) 

( ) ( )( )

( )

22 2 2 2 2
22 22 2 22 22 2 2 1 22

2 2 2 2 2 2
1 22 11 12 22 12 22 12

2
11 22 12

1 2 1

2
.

p d h d q h c wh b c h d

b c h d q d q d d q

q q q

σ µ β

β

= − − + + − −

+ −
−

−

 

注 2.1 不难看出，系统(7)的零解的稳定性等同于线性化的系统(4)的正平衡解 ( )1 2,c c 的局部稳定性。

如果在平衡点 ( )3 1 2,E c c 处存在正定矩阵 P 和 Q，以及一个半正定解 D 满足矩阵方程(13)，则系统(7)的零

解是渐近均方稳定的。 
理论上，可以求解 11 12 22, ,p p p ，然后验证是否存在正定矩阵 P 和 Q，以及一个半正定解 D 满足矩阵

方程(13)。然而，因为涉及太多的参数，所以本文只提供一个具体的例子。 
设 D Q I= =  (单位矩阵)，选择参数 1 21, 0.1, 1, ln 2, 0.1, 0.6518, 0.9058h m k b w= = = = = = = =γ σ σ ,

1 20.0254, 0.2740= =µ µ 及初始条件 ( ) ( ) ( )1 1 0 0, , 0.5,0.4u v u v− − = = 。 
代入系统(4)，得到正平衡点 ( )3 0.9482,0.3798E = ；系数矩阵： 

0.4052 0.9482 0.5 0
, ,

0 0.0380 0.2498 0.6237
A B

−   
= =   
   

 

求解矩阵方程得到
0.3114 0.1991
0.1991 0.3122

P
− 

=  − 
。 

由注 2.1，矩阵 P 是正定的，因此系统(7)的零解是渐近均方稳定的，系统(4)的正平衡点 

( )3 0.9482,0.3798E = 是局部渐近均方稳定的。数值模拟见图 1，图中显示加入随机扰动后，系统(4)的正

平衡状态收敛于 ( )0.9482,0.3798 。 

3. 边界平衡状态的几乎渐近稳定性 

当我们用定理 2.1 讨论其他 2 个边界平衡点时，没有一个具有均方稳定性。当这种情况发生时，Palmer 
[17]通过离散化的 Itô 公式研究了线性随机差分方程的几乎确定的渐近稳定性。 

定义 3.1 如果 ( ){ }lim 0 1
n

z n
→∞

Ρ = = ，则线性化的系统(4)的零解是几乎渐近稳定的。 

引理 3.1 ([17]中的引理 5.3) ( )u n 是差分方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ,u n u n rhu n hu n n+ = + + +σ ξ  

的解， , ,n r R∈Ζ ∈σ ， 0h > 且足够小，则有以下结论： 
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1) 当且仅当 22 0r − <σ ，几乎确定的有 ( )lim 0
n

u n
→∞

= ； 

2) 当且仅当 22 0r − >σ ，几乎确定的有 ( )lim
n

u n
→∞

= ∞。 

 

 
Figure 1. The positive equilibrium ( )3 1 2,E c c  is local asymptotically mean square stable 

图 1. 正平衡状态是 ( )3 1 2,E c c 局部渐近均方稳定的 
 

考虑边界平衡点 ( )1 0,0E ，对应系数矩阵： 

1

2

1 0 e 0
, ,

0 1 0 0

kh h
A B

h

−−   
= =   −   

γµ α
µ

 

无法找到半正定解 D 使矩阵方程(13)成立。线性化的系统(4)为系统(9)： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

2 2 2

1 1 e 1 ,

1 1 1 .

kx n h x n hx n k hx n n

y n h y n hx n n

γµ α σ ξ

µ σ ξ

− + = − + − + +


+ = − + +
              (9) 

对系统(9)的第二个差分方程，应用引理 3.1。因为 ( ) ( )1,2 , 1,2i ii i= =µ σ 均为正常数， 2
2 22 0− − <µ σ ，

则 ( )lim 0
n

y n
→∞

= 是肯定的。 

对于对系统(9)的第一个差分方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 e 1 1 ,kx n h h x n hx n n−+ ≤ + − + +γα µ σ ξ  

因为 lim e 0,k

k
k n−

→∞
= ∈ →∞γα ，则有 ( )lim 0

n
x n

→∞
= 。 

注 3.1 若 1e k− >γα µ ，则系统(4)的边界平衡状态 ( )1 0,0E 是几乎渐近稳定的。 
选择参数： 1 2 1 20.25, 0.1, 1, ln 2, 0.5, 0.6518, 0.9058, 0.0254, 0.2740h m k b w= = = = = = = = = =γ σ σ µ µ  

及初始条件 ( ) ( ) ( )1 1 0 0, , 0.5,0.4u v u v− − = = 。 
数值模拟结果见图 2，系统(9)的零解是混乱且不规则的，对应的边界平衡状态 ( )1 0,0E 是不稳定的。 
选择参数： 1 2 1 20.25, 0.1, 1, ln 2, 0.9, 0.6518, 0.9058, 0.2540, 0.2740h m k b w= = = = = = = = = =γ σ σ µ µ

及初始条件 ( ) ( ) ( )1 1 0 0, , 0.5,0.4u v u v− − = = 。 
数值模拟见图 3，系统(9)的零解收敛于 ( )0,0 ，对应的边界平衡状态 ( )0,0E 是几乎渐近稳定的。 
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Figure 2. The boundary equilibrium state ( )1 0,0E  is unstable 

图 2. 边界平衡状态 ( )1 0,0E 是不稳定的 
 

 
Figure 3. The boundary equilibrium state ( )1 0,0E  is almost surely asymptotic stable 

图 3. 边界平衡状态 ( )1 0,0E 是几乎渐近稳定的 
 

考虑边界平衡点 ( )2 0 ,0E c ，对应系数矩阵： 

1 0 0

2 0

1 2 0
, ,

0 1 0

kh mc h c h e h
A B

h b c h

γµ β α
µ β

−− + −   
= =   −   

 

无法找到半正定解 D 使矩阵方程(13)成立。线性化的系统(4)为系统(11)： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 0 0

1 1

2 0 2 2

1 1 2 e

( ) ( 1),

1 1 1 .

kx n h mc h x n c hy n hx n k

hx n n

y n h y n b c hy n k hx n n

γµ β α

σ ξ

µ β σ ξ

− + = − − − + −


+ +


+ = − + − + +

               (11) 

对系统(11)应用引理 3.1，若 ( ) 2
1 0 12 0mc− + − <µ σ ，则 ( )lim 0

n
x n

→∞
= ，且 ( )lim 0

n
y n

→∞
= 是肯定的。 
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注 3.2 若 ( ) 2
1 0 12 0mc− + − <µ σ 且 1e k− >γα µ ，则系统(4)的边界平衡点 ( )2 0 ,0E c 是几乎渐近稳定的。 

选择参数： 1 2 1 20.125, 0.9, 1, ln 2, 0.1, 0.6518, 0.9058, 0.2540, 0.2740h m k b w= = = = = = = = = =γ σ σ µ µ
及初始条件 ( ) ( ) ( )1 1 0 0, , 0.5,0.4u v u v− − = = 。 

数值模拟结果见图 4，系统(11)的零解是混乱且不规则的，对应的边界平衡状态 ( )2 0.2733,0E 是不稳

定的。 
 

 
Figure 4. The boundary equilibrium state ( )2 0 ,0E c  is unstable 

图 4. 边界平衡状态 ( )2 0 ,0E c 是不稳定的 
 

选择参数： 

1 2 1 20.125, 0.9, 1, ln 2, 0.9, 0.6518, 0.9058, 0.4254, 0.2740h m k b w= = = = = = = = = =γ σ σ µ µ ， 初 始 条 件

( ) ( ) ( )1 1 0 0, , 0.5,0.4u v u v− − = = 。 
进行数值模拟，结果见图 5，系统(11)的零解收敛于 ( )0.083,0 ，对应的边界平衡状态 ( )2 0 ,0E c 是几乎

渐近稳定的。 
 

 
Figure 5. The boundary equilibrium state ( )2 0 ,0E c  is almost surely asymptotic stable 

图 5. 边界平衡状态 ( )2 0 ,0E c 是几乎渐近稳定的 
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4. 总结 

在本文中，提出并研究了随机的食饵–捕食者离散时滞模型，并假设随机白噪声扰动与系统状态和

平衡状态的偏差成正比。对于正平衡状态，通过 Lyapunov 函数方法得到了渐近均方稳定性的充分条件。

但是，应用这种方法来获得另外两个边界平衡状态的均方稳定性似乎并不容易。对于边界平衡状态，通

过使用离散化的 Itô 公式和相关定理研究了它们的几乎确定的渐近稳定性。同时，本文提供了一种解决随

机离散时滞模型在正平衡状态下判断渐近均方稳定性问题的通用结论。获得的理论结果得到了数值模拟

的有力支持。只要系统参数和白噪声强度满足我们给出的条件，系统就会稳定在平衡状态。将来，我们

可以将随机离散模型与神经网络模型结合，复杂神经网络加入随机扰动后，已成为重要的研究方向。通

过大量数据的拟合，其结果也更具实际意义。 
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