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摘  要 

针对弹性波点源的反演问题，构建基于全连接神经网络的点源位置和强度参数反演模型。以远场数

据作为输入，以点源位置和强度参数作为输出，设计全连接神经网络，使用Adam优化算法更新网络

的权重和偏置，进而反演点源的位置和强度。数值实验说明该方法对点源位置和强度反演问题是有

效的。 
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Abstract 
Aiming at the inverse point sources problem of elastic wave, the location and magnitude parame-
ters inversion model is constructed based on fully connected neural network. Take far-field data 
as input, and take the location and magnitude parameters of point sources as output. We design a 
fully connected neural network and use Adam optimization algorithm to update the weight and 
bias of the model. Further, we can reconstruct the location and magnitude of the point sources. 
Numerical experiments show that this method is effective for inverse problem of location and 
magnitude of point sources. 
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1. 引言 

反源问题在天线合成、医学诊断和地震监测等科学领域和工程应用中都有着非常广泛的应用[1] [2]。
它是从波场数据确定未知点源的某些参数，如个数、位置和强度等。许多研究者从理论和数值的角度对

源的重建进行了讨论[3] [4]。然而，反源问题的解通常不是唯一的，因此人们通常将源项限制在一些理想

模型中。文献[5]给出了一种实时重建多运动点/偶极子源的代数方法。Chen 等[6]提出了改进基本解方法，

并在数值模拟中考虑了多个静止点源和一个移动点源的重建问题，然而这个方法受到点源之间距离的限

制，对于距离较近的两个点源重建成一个源点。Zhang 等[7]通过向反源系统添加一些参考点源作为额外

的人工源来恢复辐射场，然后使用傅里叶方法求解无相位信息的多频反源问题。Wang 等[8]对于 Lamé
系统中的矩张量点源，提出了一些新的采样型数值方案，这个方法的精度依赖于采样网格的选取。 

近年来，神经网络方法被广泛应用于反问题的求解[9] [10] [11]。张平等[12]基于神经网络和门控思想

构建点源位置参数反演模型，求解单频声波反源问题，数值实验说明点源之间距离的大小对反演结果影

响较为微弱。陈柳[13]基于深度神经网络模型，预测恢复出区域内的源函数。Zhang 等[14]使用神经网络

设计了一个参数反演模型，通过声波场数据来识别和预测移动点源的轨迹。本文针对弹性波反源问题，

构建基于全连接神经网络的点源位置和强度参数反演模型，从相关的远场数据确定有限数量的点源位置

和强度信息。这个方法的优点是简单易实现，同时噪声水平测试和有限观测孔径实验说明模型具有很好

的鲁棒性。 

2. 弹性波反源问题 

考虑二维弹性波反源问题，在各向同性均匀介质中来自源项 ( )xS 的弹性波场 ( )2 2∈ u 满足 Lamé
系统： 

( ) ( )2 2, .x xµ λ µ ω∆ + + ∇∇⋅ + = − ∈u u u S                         (1) 

这里 λ ，µ 为 Lamé 常数，满足 0µ > ， 2 0λ µ+ > ， 0ω > 为弹性波的角频率。在物理上，弹性波场

u具有以下分解形式 
,p s= +u u u  

其中 pu 和 su 分别为 p-波和 s-波，且满足 Kupradze-Sommerfeld 辐射条件 

1 2 1 2lim 0, lim 0.p s
p p s sr r

r ik r ik
r r→∞ →∞

∂  ∂ − = − =   ∂ ∂  

u u
u u                      (2) 

这里 r x= ， pk 和 sk 分别为 p-波波数和 s-波波数，且有 

, .
2p sk kω ω

λ µ µ
= =

+
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假设方程(1)中源项 ( )xS 由有限数量的分离良好的点源组成，可以表示为 

( ) ( )
1

,
N

j j
j

x xδ
=

= −∑S p z                                  (3) 

其中δ 为 Dirac 分布， 2
j ∈p 表示第 j 个源的强度， 2

j ∈z 表示第 j 个源的位置， 1,2, ,j N=  ，N 是

点源的个数。此外，散射场 u在无穷远处有以下渐近形式： 

( ) ( ) ( ), , 3
2

e e 1ˆ ˆ; , ; , ; , , ,
p sik x ik x

p sx x x O x
x x x

∞ ∞

 
 = + + → +∞  
 

u z p u z p u z p              (4) 

其中 x̂ x x= 表示观测方向，i 表示虚数单位， ( ), ˆ; ,p x∞u z p 和 ( ), ˆ; ,s x∞u z p 分别表示 pu 和 su 的远场模式。

反源问题是根据固定频率的远场数据 ( ), ˆ; ,p x∞u z p 和 ( ), ˆ; ,s x∞u z p ，确定源的位置 ( )1 2, , , N= z z z z 和强度

( )1 2, , , N= p p p p 。 

3. 神经网络模型 

建立求解弹性波点源位置和强度反演问题的神经网络模型。首先给出以下符号说明。 
说明 1：{ } 1, ,

ˆi i M
x

= 

表示观测方向的离散集，其中 M +∈ 是观测点个数。给定源的位置和强度，我们 

得到观测的远场数据记作 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), ,ˆ ˆ; , , ; , 1 , 2 , , 2 ,p sx x u u u M∞ ∞ = u z p u z p                     (5) 

其中 

( ) ( )
( )

,

,

ˆ ; , , 1, 2, , ,
ˆ ; , , 1, 2, , 2 .

p i

s i M

u x i M
u i

u x i M M M
∞

∞ −

 ==  = + +





z p
z p

 

说明 2：假设第 j 个点源的位置为 2
j ∈z ，对应的强度为 2

j ∈p ， 1,2, ,j N=  ，点源的信息参数

记作 

( ) ( ) ( ) ( )( ), 1 , 2 , , 2 ,N= z p c c c                                (6) 

其中 

( )
, 1, 2, , ,

, 1, 2, , 2 ,
j

j N

j N
j

j N N N−

==  = + +





z
c

p
 

N 是点源的个数。 
于是，可将利用远场数据反演点源位置和强度转化为反演参数 ( ),z p 的问题。 

构建模型 

以 ( ) ( ) ( )( )1 , 2 , , 2u u u M 和 ( ) ( ) ( )( )1 , 2 , , 2Nc c c 为输入、输出，构建一个基于全连接神经网络的 

参数反演模型，其中神经网络的隐藏层层数为 2，结构如图 1 所示。 
为了计算方便，假设 0 1 2 3, , ,x x x x 分别为输入层、隐藏层和输出层的节点，参数 1l

jiw + 表示节点 l
ix 和 1l

jx +

之间的权值，参数 l
jb 表示 1l

jx + 对应的偏置，其中 1,2,3l = ，记 

( )1 2, , , ,
l

l l l l
kx x x

Τ
= x  

{ }
1

1 1

1, , , 1, ,
,

l l

l l
ji i k j k

w
+

+ +

= =
=

 

w  
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( )11 2, , , ,
l

l l l l
kb b b
+

Τ
= b  

那么，全连接神经网络可以写作 

( )
1 1 1

1 1

,
1, 2,3,

,

l l l l

l l l
σ

+ + +

+ +

 = + =
=

h w x b

x h
                             (7) 

其中σ 表示激活函数，这里使用 ReLU 函数作为隐藏层中的激活函数 ( )
, 0

ReLU
0, 0
x x

x
x
>

=  ≤
。 

 

 
Figure 1. Structure diagram of fully connected neural network 
图 1. 全连接神经网络结构图 

 
假设 ( ) ( ) ( )( )3 1 , 2 , , 2N= x c c c 为模型的真实输出， ( ) ( ) ( )( )3 ˆ ˆ ˆˆ 1 , 2 , , 2N= x c c c 为模型的预测输出， 

则通过平方误差定义的损失函数为 

( ) ( ) ( )( )
2 23 3

1

1 ˆˆ, .
2

N

j
L j j

=

= −∑x x c c                               (8) 

更新模型就是更新模型中的权重和偏置，使用 Adam 优化算法更新模型。 
至此，本文构建了反演点源位置和强度参数的神经网络模型。最后，给出重建方案的算法。 

 
算法：从远场数据反演点源位置和强度的神经网络方法 

步骤 1 固定频率 pk 和 sk ，给定源的位置和强度 ( ),z p ，得到对应的远场数据 ( ) ( )( ), ,ˆ ˆ; , , ; ,p sx x∞ ∞u z p u z p ； 

步骤 2 对参数反演模型中输入远场数据 ( ) ( )( ), ,ˆ ˆ; , , ; ,p sx x∞ ∞u z p u z p ； 

步骤 3 模型反演得位置和强度参数 ( )ˆˆ,z p ； 

步骤 4 使用真实参数 ( ),z p 和反演参数 ( )ˆˆ,z p 计算损失函数(8)； 

步骤 5 
判断损失函数 L ε< 或达到最大迭代次数：是，继续步骤 6；否，利用 Adam 算法更新模型参数，然

后返回步骤 2； 

步骤 6 模型输出反演参数 ( )ˆˆ,z p 。 

4. 数值实验 

通过数值实验说明模型可以有效解决点源位置和强度反演问题，并使用带有噪声的远场数据进行数
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值实验证明模型的有效性和鲁棒性。 
在所有的数值例子中，Lamé 常数取 1λ = ， 1µ = ，并选择以原点为中心半径 8R = 的圆为测量曲线Γ，

在Γ上从与 x 轴正半轴的交点开始逆时针均匀分布 10 个测量点。神经网络的一些参数设置如表 1 所示，

这些参数的取值是通过多次实验得到的，并且参考了文献[9] [10] [12] [14]。 
 

Table 1. Parameter setting of neural network 
表 1. 神经网络的参数设置 

参数 参数值 

隐藏层层数 2 

隐藏层节点数 256 

学习率 10−3 

批量大小 128 

样本总数 2 × 104 

4.1. 单点源位置和强度的反演 

根据测量的远场数据，分别反演强度随机、位于不同象限的 4 个单点源位置和强度，反演结果如表

2 所示。 
 
Table 2. Inversion of the location and intensity of four single point sources 
表 2. 4 个单点源位置和强度的反演 

真实源 重构源 
相对误差% 

位置 强度 位置 强度 

(3, 2) (5, −7) (2.952, 1.956) (4.998, −6.951) 1.1 

(−3, −2) (−1, 4) (−2.961, −2.055) (−1.042, −4.051) 2.3 

(−4, 1) (−3, −2) (−4.097, 1.033) (−2.978, −1.953) 2.2 

(0, −4) (4, 3) (0.057, −3.948) (4.020, 3.022) 0.7 
 

表 2 分别给出了真实源和重构源的具体值，以及二者之间的相对误差。从表 2 中可以看到，4 个点

源的位置和强度有较好的反演效果。这说明点源的位置不会影响模型的反演。 

4.2. 多点源位置和强度的反演 

在实验 4.1 的基础上，反演强度随机、位于不同位置的多点源位置和强度。3 个点源和 7 个点源的位

置和强度反演效果见表 3 和表 4。 
 
Table 3. Inversion of location and intensity of three point sources 
表 3. 3 个点源位置和强度的反演 

 
真实源 重构源 

相对误差% 
位置 强度 位置 强度 

S1 (2, 2) (−5, 2) (1.973, 2.023) (−5.017, 1.994) 0.8 

S2 (−3, 1) (2, 4) (−3.059, 0.943) (2.009, 4.028) 2.2 

S3 (−4, −3) (−2, −5) (−3.957, −3.018) (−2.013, −4.971) 1.4 
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Table 4. Inversion of location and intensity of seven point sources 
表 4. 7 个点源位置和强度的反演 

 
真实源 重构源 

相对误差% 
位置 强度 位置 强度 

S1 (1, 2) (−4, 6) (1.058, 1.995) (−3.982, 5.973) 1.3 

S2 (−3, 1) (−2, 4) (−2.939, 0.967) (−1.978, 3.988) 1.7 

S3 (−4, −3) (−5, −5) (−4.024, −2.854) (−4.970, −4.994) 1.4 

S4 (−2, 4) (3, 4) (−1.950, 3.985) (3.003, 3.966) 1.0 

S5 (4, −2) (−1, −3) (4.019, −2.013) (−1.005, −2.996) 0.5 

S6 (3, 3) (1, 2) (2.965, 2.951) (0.988, 1.993) 1.1 

S7 (−1, −5) (−7, 1) (−0.983, −5.020) (−6.989, 1.007) 0.7 
 

从表 3 和表 4 可以看到多点源位置和强度反演的相对误差均控制在 0%~2.3%之间。对比表 2 可以说

明：点源个数的增加，不影响模型反演结果的准确性。 

4.3. 噪声水平测试 

在本实验中，对实验 4.2 中 3 个点源的测量数据加入不同水平的噪声，来测试模型的稳定性。在数

据中添加一些随机扰动，则噪声数据表示为 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,ˆ ˆ ˆ ˆ; , , ; , 1 ; , , ; ,p s p sx x x x
ε

εγ∞ ∞ ∞ ∞= +u z p u z p u z p u z p  

其中 ε 表示噪声水平，γ 是一个由均匀分布产生的随机数 ( )1,1U − 。噪声水平 ε 分别选取 5%、10%和 20%。 
 
Table 5. Test of different noise levels for point source location and intensity inversion 
表 5. 点源位置和强度反演的不同噪声水平测试 

噪声水平 ε  点源 重构位置 重构强度 相对误差% 

5% 

S1 (1.963, 2.027) (−5.014, 1.967) 

1.9 S2 (−2.969, 0.927) (2.019, 3.955) 

S3 (−3.926, −3.148) (−2.000, −5.002) 

10% 

S1 (1.885, 1.998) (−4.956, 1.975) 

2.4 S2 (−2.902, 0.918) (1.995, 3.978) 

S3 (−3.878, −3.109) (−2.010, −4.960) 

20% 

S1 (1.896, 2.088) (−4.901, 1.966) 

3.6 S2 (−2.883, 0.949) (1.898, 3.965) 

S3 (−3.869, −3.094) (1.967, −4.910) 
 

从表 5 中可以清晰的看到，随着噪声水平的增加，重构的结果逐渐变差，相对误差也随之增加。与

表 3 中点源真实的位置和强度对比，噪声水平越大反演的源的位置距离真实位置越远。加 10%以下噪声

时对位置和强度的反演结果无明显影响；当噪声水平增加到 20%时，反演的位置和强度偏离真实值。模

型具有一定稳定性。 

4.4. 有限观测孔径测试 

通常在实际应用中全孔径测量远场数据是会受到限制的，往往只能在有限的观测点收集远场数据。 
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本实验以实验 4.2 中 3 个点源的位置和强度为例，观测孔径分别取为
30,
4

 π
  

， 0,
2

 
  

π
和 0,

4
 
  

π
。为了比 

较源位置和强度反演准确度，图 2 给出了不同观测孔径下位置和强度的反演效果图。 
 

 
30,
4

 π
  

                       0,
2

 
  

π                        0,
4

 
  

π  

Figure 2. Inversion of point source location and intensity under different observation apertures 
图 2. 不同观测孔径下点源位置和强度反演 
 

图 2 中圆点所在的位置代表源的位置，圆点的半径大小代表源强度的模。由图 2 可知：当观测点位

置不变时，随着观测孔径的减小，观测点个数减少，导致从远场数据中获取的点源位置和强度信息减少，

使得位置和强度参数的反演误差增大，反演效果降低。对位于第一象限的点源来说，观测孔径在减少，

但反演需要的信息获取的足够多，所以这个点的反演效果明显优于其他源。 

5. 结论 

本文针对弹性波反源问题，构建了基于全连接神经网络的点源位置和强度参数反演模型，根据测量

的远场数据反演点源的位置和强度。数值实验表明该模型效果良好，并且具有一定的鲁棒性。在以后的

工作，我们将会考虑更加复杂的情况，例如移动点源的反演。 
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