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摘  要 

本文结合模糊理论和软集理论研究了模糊软赋范空间的距离，借助模糊软赋范空间的距离提出了模糊软

集中的t最佳逼近。利用t最佳逼近的概念进一步研究了模糊软赋范空间的t最佳逼近集，并证明了这些集

合上的相关定理。 
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Abstract 
In this paper, the distance of fuzzy soft normed space is studied by combining fuzzy theory and soft 
set theory. The best approximation of fuzzy soft set is proposed by the distance of fuzzy soft normed 
space. Using the concept of best approximation, we further study the best approximation sets of 
fuzzy soft-normed Spaces, and prove related theorems on these sets. 
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1. 引言 

模糊集理论是由 L. Zadeh [1]在 1965 年提出的，是基于粗糙集的有辅助函数和距离函数。2003 年 Bag 
T，Samanta S K [2]研究了有限维模糊赋范空间的相关性质。1999 年，Molodtsov [3]首次提出软集理论，

解决了传统数学工具无法解决的问题，2001 年，Veeramani [4]在模糊度量空间中引入了最佳逼近的概念。

2008 年，VAEZ P S M，Karimi [5]研究了模糊赋范空间中的 t 最佳逼近。本文结合模糊理论和软集理论，

讨论了模糊软赋范空间上的 t 最佳逼近，并证明了这个集合的几个定理。本文结合软集，在模糊软赋范

空间上进一步研究 t 最佳逼近集。 

2. 软线性赋范空间 

定义 2.1 [3] 设 U 是全空间，E 是一个参数集。令 ( )P U 表示 U 幂集，A 是 E 的一个非空子集。( ),F A
称为 U 上的软集，其中 F 是由 ( ):F A P U→ 的映射，即 U 上的软集是宇宙 U 的子集的参数化族。 

定义 2.2 [3]如果对于任意 e E∈ ， ( )F e φ= ，则软集 ( ),F E 称为 X 上的一个软空集。 
定义 2.3 [6]如果任意的 e E∈ 有 ( )F e X= ，则软集 ( ),F E 是 X 上的一个绝对软集。令 X 是数域

( )K K R= 上的一个向量空间，参数集 E 为实数集 R。 
定义 2.4 [6] 设 X 是一个非空集，A 是一个非空参数集。函数 : A Xε → 是 X 的一个软元。如果对

e A∀ ∈ ， ( ) ( )e F eε ∈ ，则 X 的一个软元 ε 属于软集 F，记为 Fε ∈ 。因此，对于 X 的每一个软集 F 关于

参数集 A，有 ( ) ( ){ },F e e F e Aε ε= ∈ ∀ ∈ 。 
注意到每一个单元软集(一个软集 ( ),F E ，对于 e E∀ ∈ ， ( )F E 是一个单元集)可以用包含 e E∀ ∈ 的元

素来标识单元集。 
定义 2.5 [2] 设 R 是实数集， ( )RB 是 R 的非空子集族，E 是一个参数集。则映射 ( ): RF E B→ 是一

个软实数集。如果一个实数集是一个单元集(一个软集 ( ),F E ，对于 e E∀ ∈ ， ( )F E 是一个单元集)，则称

它为一个软实数。 
将包含所有软实数的集合记为 ( )R A ，包含所有非空软实数的集合记为 ( )R A ∗

。 
设 X 是一个非空集， X 是一个绝对软集，即 ( ),A F Xλ λ∀ ∈ = ， ( ),F A X=  。设 ( )S X 为 X 上所有

软集 ( ),F A 的集族，对于 Aλ∀ ∈ ， ( )F λ φ≠ 。 
设 ( ) ( ) ( ),F A S Xφ≠ ∈  ，所有软集 ( ),F A 的集族记为 ( ),SE F A 。 
定义 2.6 [6] 映射 ( ) ( ) ( ): Rd SE X SE X A ∗× →  称为软集 X 上的一个度量空间，则 d 满足： 
1) ( ), 0, ,d x y x y X≥ ∀ ∈ 

     ； 
2) ( ), 0d x y =  ，当且仅当 x y= ； 
3) 对于 ,x y X∀ ∈ 

   ， ( ) ( ), ,d x y d y x=    ； 
4) 对于 , ,x y z X∀ ∈ 

   ， ( ) ( ) ( ), , ,d x z d x y d y z≤ +

     。 
在 X 上定义距离 d 软度量空间记为 ( ), ,X d A 或 ( ),X d 。 
定义 2.7 [6] 设 V 是数域 K 上的一个向量空间，A 是一个参数集。G 是 ( ),V A 上的一个软集。如果对

于 Aλ∀ ∈ ， ( )G λ 是 V 的一个向量子空间，则称 G 为 V 的一个软向量空间或软线性空间。 
定义 2.8 [6] 设 G 是 V 在数域 K 上的一个软向量空间。G 上的一个软元称为 G 的一个软向量。类似
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的，软集 ( ),K A 的一个软元称为软标量，K 为一个标量域。 
定义 2.9 [6] 设 ,x y  是 G 上的软向量， k是一个软标量，则对 Aλ∀ ∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )x y x yλ λ λ+ = +    ， ( )( ) ( ) ( )k x k xλ λ λ⋅ = ⋅ 

   

,x y k x+ ⋅  任然是 G 的软向量。 
定义 2.10 [6] 设 X 是绝对软向量空间，即对 Aλ∀ ∈ ， ( )X Xλ = 。映射 ( ) ( ): RSE X A ∗⋅ → 是软向

量空间 X 的一个软范数，则： 
1) 0,x x X≥ ∀ ∈ 



   ； 
2) 0x x θ= ⇔ =   ； 
3) 对 ,x X k K∀ ∈ ∈ ， x xα α⋅ =   ； 
4) 对 ,x y X∀ ∈ 

   ， x y x y+ ≤ +

    。 
在 X 定义了软范数 ⋅ 的软向量空间称为软赋范线性空间，记为 ( ), ,X A⋅ 或 ( ),X ⋅ 。 

模糊软赋范空间 

定义 2.11 [5] 设二元运算 [ ] [ ] [ ]: 0,1 0,1 0,1∗ × → 是连续的 t 范，则： 
1) ∗满足结合律和交换律； 
2) ∗具有连续性； 
3) 对 [ ]0,1a∀ ∈ ， 1a a∗ = ； 
4) 当 [ ]( ), , , , 0,1a c b d a b c d≤ ≤ ∈ ，有 a b c d∗ ≤ ∗ 。 
定义 2.12 如果 X 是一个绝对软向量空间，则 ( ), ,X N ∗ 称为模糊软赋范线性空间。设∗是一个连续的

t 范，N 是 ( )X R A ∗× 上的一个模糊软集( ( )R A ∗
为一个非负软实数集)，对 ( ),x y SE X∀ ∈ 

   ， ( ),t s R A ∗∈

  有 
1) ( ), 0N x y >   ； 
2) ( ), 1 eN x t x θ= ⇔ =

  ； 

3) 对 0α∀ ≠  ， ( ), , tN x t N xα
α

 
⋅ =   

 





  



； 

4) ( ) ( ) ( ), , ,N x t N y s N x y t s∗ ≤ + + 

      ； 
5) ( ) ( ) [ ], : 0,1N x R A ∗⋅ → 是连续的； 
6) ( )lim , 1

t
N x t

→∞
=





 。 

定义 2.13 设{ }nx 是模糊软赋范线性空间 ( ), ,X N ∗ 的一个序列，如果对 n p∀ ≥  (p 是一个正整数)， 
( ]0,1α ∈ ， ( )lim , 1n p nt

N x x t+→∞
− =







  。则{ }nx 在模糊软赋范线性空间 ( ), ,X N ∗ 上是一个收敛序列。 

引理 2.14 设 N 是一个模糊软范数，则： 
1) 对于 x X∀ ∈ 

 ， ( ),N x t 是非减的； 
2) ( ) ( ), ,N x y t N y x t− = − 

    。 
证明：1) 令 t S< 

 。则 0k s t= − > 




 有 

( ) ( )
( ) ( )
( )

, , 1

, 0,

, .

N x t N x t

N x t N k

N x s

= ∗

= ∗

≤



 

 







 

 

3) 
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( ) ( ) ( )( )

( )

, 1 ,

,
1

, .

N x y t N y x t

tN y x

N y x t

− = − −

 
 = −
 − 

= −

 

   



 





 

 

定理 2.15 设 ( ), ,X N ∗ 是一个模糊软赋范线性空间， 0t >  是一个软实数。定义一个中心为 x半径为

0 1r< < 
 ， ( )t R A ∗∈  的开球 ( ), ,B x r t  和闭球 , ,B x r t    : 

( ) ( ) ( ){ }, , : , 1B x r t y SE X N x y t t= ∈ − > −

  


       

( ) ( ){ }, , : , 1B x r t y SE X N x y t t= ∈ − ≥ −   


  

       

引理 2.16 如果 ( ), ,X N ∗ 是一个模糊软赋范线性空间，则 
1) ( ),x y x y→ +   是连续的； 
2) ( ),c x c x→ ⋅    是连续的。 

3. t 最佳逼近 

定义 3.1 设 A 是模糊软赋范线性空间的一个非空子集。对 x X∈ 

  ， ( )t R A ∗∈  ， 

( ) ( ){ }, , sup , :d A x t N y x t y A= − ∈

 

      

把 A 中的一个元素 y 称为 A 中的一个元素 x的最佳逼近元，如果 

( ) ( ), , ,N y x t d A x t− = 

    

定义 3.2 设 A 是模糊软赋范线性空间 ( ), ,X N ∗ 的一个非空集。对 x X∈ 

 ， ( )t R A ∗∈  。A 中所有元素 x
的最佳逼近元构成的集合记为 t

AP   ( ) ( ){ }: , , ,t
AP y A d A x t N y x t= ∈ = −

 

     。 
如果对 x X∀ ∈ 

  在 A中至少存在一个最佳逼近元，则把 A称为一个 t 最佳逼近(t-Chebyshev)集。 
定义 3.3 如果对 x X∀ ∈ 

  ， 0 1r< < 
 ， , ,B x r t A   

 是 X 的一个紧子集，则模糊软赋范线性空间

( ), ,X N ∗  的一个非空闭子集是 t 有界紧的。 
定理 3.4 设 A 是模糊软赋范空间 ( ), ,X N ∗ 的一个非空子集，则 
(1) 对 ,x y X∀ ∈ 

   ， ( )t R E ∗∈  ，有 ( ) ( ), , , ,d A y x y t d A x t+ + = 

    ； 
(2) 对 ,x y X∀ ∈ 

   ， ( )t R E ∗∈  ， ( ) ( )t t
A AP x y P x y+ = + 

   ； 

(3) 对 x E∀ ∈   ， ( )t R E ∗∈  ， ( ) { }\ 0R Eα ∗∈  ， ( ), , , , td A x t d A xα α
α

 
⋅ ⋅ =   

 





    ； 

(4) 对 x E∀ ∈   ， ( )t R E ∗∈  ， ( ) { }\ 0R Eα ∗∈  ， ( ) ( )t t
x AP x P xα

α α α⋅ = ⋅



 

   ； 
(5) A 是一个 t 最佳逼近集当且仅当 A y+ 是一个 t 最佳逼近集，对 v X∀ ∈ 

  。 
(6) A 是一个 t 最佳逼近集当且仅当 Aα ⋅ 是一个 tα ⋅  最佳逼近集，对 ( ) { }\ 0R Aα ∗∀ ∈  。 
证明：(1) 对 ,x y X∀ ∈ 

   ， ( )t R E ∗∈  ， 

( ) ( ) ( )( ){ }
( ){ }

( )

, , sup , :

sup , :

, , .

d A y x y t N z y x y t z A

N z x t z A

d A x t

+ + = + − + ∈

= − ∈

=

 

       



  





 

(2) 通过(1)， ( )0
t
Ay P x y∈ +

    当且仅当 y A∈  ， ( ) ( )0, ,d A x y t N x y y+ = + −

     当且仅当 0y y A− ∈   ，
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( ) ( )0, , ,d A x t N x y y t= + − 

    当且仅当 ( )0
t
Ay y P x− ∈ 

   ；即 ( )0
f

Ay P x y∈ +


    。 
(3) 

( ) ( ){ }
( )( ){ }

, , sup , :

sup , :

sup , :

, , .

d A x t N x z t z A

N x z t z A

tN x z z A

td A x

α α α α

α

α

α

⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ ∈

= ⋅ − ∈

   = − ∈      
 

=   
 

 

     



  



  









 

(4) 通过(3) ( )0
A

Ay P xα
α α⋅∈ ⋅



   当且仅当 0y Aα∈ ⋅ ， 

( ) ( )0, , ,d A x t N x y tα α α α α⋅ ⋅ = ⋅ − 

        

0y A
α
∈





， ( )0 , , ,yN x t d A x t
α

 − = 
 



 

 



当且仅当 0y A
α
∈





，(5)是(2)的直接结果，且(6)是从四开始的。 

推论 3.5 设 M 是 X 的子集。则： 
(1) 对 ( )t R E ∗∀ ∈  ， x X∈ 

  和 y M∈ 

  ， ( ) ( ), , , ,d M x y t d M x t+ = 

   ； 
(2) 对 ( )t R E ∗∀ ∈  ， x X∈ 

  和 y M∈ 

  ， ( ) ( )t t
M MP x y P x y+ = + 

   ； 
(3) 对 ( )t R E ∗∀ ∈  ， x X∈ 

  和 ( ) { }\ 0R Eα ∗∈ ， ( ) ( ), , , ,d M x t d M x tα α = 

   ； 
(4) 对 ( )t R E ∗∀ ∈  ， x X∈ 

  和 ( ) { }\ 0R Eα ∗∈ ， ( ) ( )t t
M MP x P xα αα α⋅ ⋅⋅ = ⋅ 

 

   。 
定理 3.6 设 ( ), ,X N ∗ 是模糊软赋范空间。如果 X 是一个有限维空间，则对 X 中的任意非空闭集 A，

是一个 t 最佳逼近集。 
证明 假设 A 是 X 的一个非空闭集。对 \x X A∈ 

  ， ( )t R E ∗∈  。 
选取 0r ， 0 1r< < 

 ， ( )0 , ,r d A x t= 

  。如果 ( )0 0 1r r r> < <  
   ，则 y A∃ ∈  使得 ( ),N x y t r− >    。因此

( ), ,y B x y t A∈ 

   
 ， ( ), ,B x y t A φ≠

 
 。对 

0
0, 0 1 1

1
rn N r

n
∀ ∈ < − + <

+


 
 ， ( )0

0, 1 , 1,2,
1

t
n

rA A B x r t n
n

 = − + = + 






 
   

t
nA是 X 的一个非空 t 有界紧子集， 1 2

t tA A⊃ ⊃ 

。因为对 n N∀ ∈ ， 0 0
11

1
r r

n
 

> − + 


  ，有 

( ) ( ) 1, , , , 1
1

d A x t d A x t
n

 
> − + 

 


   

因此， na A∃ ∈ 使得 

( ) ( ) 1, , , 1
1nN a x t d A x t

n
 

− > − + 
 


    

因此 t
n na A∈ 

  。因为 t
nA∀ 

是 X 的一个闭紧子集， 0 1 1, t
n na a A∞
=∃ ∈ 

 
 。有 

( ) ( ) ( )0
1, , , , , 1

1
d A x t N a x t d A x t

n
 

≥ − ≥ − + 
 

  

     

对 ( )1,2,n =  。因为 ( )0 , ,r d A x t= 

  ， ( )01 , ,r d A x t− = 

  有 

( ) ( )0 0, , ,N a x t r d A x t− = = 
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因此 0 1,a a  是 x的最佳逼近，即是 ( )0 1, t
Aa a P x∈ 

    。因此，A 是一个最佳逼近集。 
定义 3.6 对 x X∈ 

  ， 0 1r< < 
 ， ( )t R A ∗∈  ， 

( ){ }, , : ,S x r t y X N x y t= ∈ −   

 

       

( ) ( )1 , ,t
Aq x d A x t= −



   

定理 3.7 设 ( ), ,X N ∗ 是一个模糊软赋范空间，A 是 X 的一个子集， \x X A∈ 

  ， ( )t R A ∗∈  。因此有： 

( ) ( ) ( ), , , ,t t t
A A AP x A B x q x t A S x q x t   = =   
  

 

    
   

证明：结论 

( ) ( ) ( ), , , ,t t t
A A AP x A S x q x t A B x q x t   ⊆ ⊆   
  

 

    
   

可以很容易通过定义里的 ( )t
AP x

 和 ( )t
Aq x

 。相反，令 ( ), ,t
Ay A B x q x t ∈  




   
 ，则当 y A∈  有， 

( ) ( ) ( ), 1 ,t
AN y x t q x N y x t− ≥ − ≥ −

 
 

      

因此 y A∈  ， 

( ) ( ), , ,N y x t d A x t− = 

    

这证明 ( )t
Ay P x∈ 

   。因此， ( ) ( ), ,t t
A AA B x q x t P x  ⊂ 
 



  
 ，定理得证。 

注：设 ( ), ,X N ∗ 是一个模糊软赋范空间，A 是 X 的一个子集， \x X A∈ 

  ， ( )t R A ∗∈  。则 

( )( ), ,t
AA B x q x t φ=



 
  

因为，如果 ( )( ), ,t
Ay A B x q x t∈ 



   
 ， ( ) ( ) ( ), , , , ,d A x t N x y t d A x t≥ − ≥ 

  

    这是矛盾的。 
引理 3.8 设 ( ), ,X N ∗ 是一个模糊软赋范空间，A 是 X 的一个子集， \x X A∈ 

  ， ( )t
AP x φ≠

且 0 1r< < 


使得： 

, , , ,A B x r t S x r tφ ≠ ⊆       

   
  

则有 

( )t
Ar q x= 

   

因此， ( ), , t
AA B x r t P x=  




 
 。 

证明：如果 ( )t
Ar q x< 

 ，则根据 ( )t
Aq x

的定义，有 , ,A B x r t φ=   
 ，矛盾。如果 ( )t

Ar q x> 

  ，因为

( )t
AP x φ≠

，则有 

( ) ( ), , , ,t
AP x A B x r t A B x r tφ ≠ = ⊆  


 

   
   

定义 3.9 设 ( ), ,X N ∗ 是一个模糊软赋范空间，0 1r< < 
 ， ( )t R A ∗∈  。则称 A X⊂ 

 是 , ,B x r t    的一个

支集，或如果 ( ), , , , 1d X B x r t t =  

 

  且 ( ), ,A B x r t φ= 
 ，则 A 是 , ,B x r t    的支集。 

4. 结论 

本文结合模糊理论和软集理论研究了模糊软集中的 t 最佳逼近。利用 t 最佳逼近的概念进一步研究了

t 最佳逼近集，证明了这些集合上的相关定理。未来将对模糊软赋范线性空间的其他性质进行研究。 
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