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摘  要 

考虑二维情况下非均匀介质内的声波混合障碍反散射问题。在非均匀介质折射率是二元函数时，提出了

一种同时重构裂缝和不可穿透障碍的贝叶斯方法。将混合障碍物的位置信息作为贝叶斯方法的先验信息，

使用马尔科夫链蒙特卡罗(MCMC)算法重构裂缝和不可穿透障碍的形状参数。数值实验的结果表明，该

方法能有效重构非均匀介质内混合障碍的形状。 
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Abstract 
In this paper, the problem of acoustic wave inverse scattering by mixed obstacles in inhomogene-
ous media in two dimensions is considered. In the case that the refractive index of inhomogeneous 
media is a binary function, a Bayesian method for simultaneously reconstructing cracks and im-
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penetrable obstacles is proposed. The position information of mixed obstacles is taken as the 
prior information of Bayesian method. Markov chain Monte Carlo (MCMC) algorithm is used to 
reconstruct the shape parameters of cracks and impenetrable obstacles. The results of numerical 
experiments show that this method can effectively reconstruct the shape of mixed obstacles in in-
homogeneous media. 
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1. 引言 

非均匀介质中的障碍反散射问题是一个受到关注的问题，这类反问题在雷达扫描、医学成像以及隐

形技术等方面都有重要的实际意义。 

下面给出非均匀介质内混合障碍散射问题的数学描述。设 D 是嵌入在非均匀介质内的不可穿透障碍

物，Γ是嵌入在非均匀介质内的裂缝。利用非均匀介质的折射率 ( ),n x y 来刻画介质的性态，其中 ( ),n x y
是关于 ,x y 的二元函数。散射总场 u 可以分解为 s iu u u= + 。这里 iu 是入射场，形式为时谐声平面波

( ) ei ikd xu x ⋅= ，其中 1i = − 为虚数单位， 2x R∈ ，d 为入射方向， su 为非均匀介质内的散射场。散射总场

u 满足如下的 Helmholtz 方程： 

( ) ( )2 2, 0, in \ ,u k n x y u R D∆ + = Γ                               (1) 

这里 k 表示在介质内的波数。而且 u 需要满足障碍物边界 D∂ 以及裂缝Γ上 Dirichlet 条件： 
0, on ,u D= ∂                                         (2) 
0, on .u = Γ                                          (3) 

su 满足无穷远处的 Sommerfeld 辐射条件 

lim 0, .
s

s

x

ur iku r x
r→∞

 ∂
− = = ∂ 

                               (4) 

此外散射场 su 具有如下的渐进形式 

( ) ( )e 1ˆ, , ,
ik x

su x u x d o x
xx

∞
  

= + →∞      
 

其中 x̂ x x= ，在所有方向上一致成立， ( )ˆ,u x d∞ 是散射场 su 的远场模式。本文拟采用有限元方法求解

散射远场u∞ 。 
本文考虑的反散射问题是在给定入射场 ( ) ei ikd xu x ⋅= ，已知非均匀介质的折射率 ( ),n x y ，固定波数 k

和入射方向 d 的情况下，通过散射远场重构障碍物 D 和裂缝Γ的形状参数。 
针对模型(1)~(4)，学者们在有关重构非均匀介质内障碍物问题方面，进行了理论分析以及算法设计。

Rondi 通过低频声学成像确定了非均匀介质内障碍物的形状和位置，并且证明了已知非均匀介质中可以唯
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一确定该障碍物[1]。Nachman 证明了在一个已知的非均匀介质内，通过固定频率下的散射远场可以唯一

确定障碍物，而不需要边界条件作为先验信息[2]。Xiaodong Liu 考虑分段均匀介质中不可穿透障碍反散

射问题，证明了由平面入射波的远场模式可以唯一确定障碍物及其边界条件[3]。Haihua Qin 考虑重建可

穿透的非均匀介质和其中埋藏的不可穿透障碍物，给出数值算例验证了算法的准确性[4]。Fioralba Cakoni
开发了重构裂缝形状的线性采样法[5]。Jianli Xiang 考虑了时谐弹性波混合障碍反散射问题，改进了因式

分解法重构不可穿透障碍物及裂缝的形状[6]。但是上述两篇文献在求解反问题时提出的都是定性方法，

不能给出较为精准的定量结果。并且当空间中存在折射率为函数形式的介质时，重构介质内埋藏的障碍

物以及裂缝依旧是十分困难的。 
在非均匀介质内反散射问题的计算中通常会遇到数据缺失的情况，相关研究表明，机器学习方法可

以在一定程度上弥补数据缺失产生的影响。近些年，贝叶斯方法也被广泛应用于反问题领域，它为我们

提供了一个从统计角度思考反问题的新思路。A. M. Stuart 给出了求解反问题的贝叶斯理论框架，以及基

于贝叶斯方法的反问题适定性定理的证明[7]。S. L. Cotter 等人给出了求解偏微分方程的贝叶斯理论框架

并给出了相关的定理及证明[8]。Jiangfeng Huang 等人研究了散射体在以常值分段函数定义的非均匀介质

中的声波反散射问题的贝叶斯方法[9]。Zhaoxing Li 等人考虑使用扩采样法结合贝叶斯方法，基于有限孔

径数据，重构声软障碍物[10]。Yanfang Liu 等人考虑了直接采样法和贝叶斯方法相结合，利用部分测量

数据数据重构移动源[11]。[10] [11]两篇文献都给出了数值算例，在数据缺失的情况下贝叶斯方法也能反

演出不错效果。更多关于求解反散射问题的贝叶斯方法的文献可以参考[12] [13]。 
本文拟使用贝叶斯方法，在非均匀介质的折射率为二元函数的情况下，给定一定先验信息，重构非

均匀介质内混合障碍物的形状，并给通过数值实验证明算法的有效性。 

2. 基于贝叶斯方法的参数反演模型 

本节提出了一种重构折射率为多元函数情况下的非均匀介质中混合障碍物边界的贝叶斯方法。假设

障碍物 D 的边界 D∂ 具有如下的参数表达： 

( ) ( )( )1 2: , cos ,sin 0 2 .D c c r θ θ θ θ∂ = + ≤ ≤ π，  

其中 ( )1 2,c c 是指障碍物 D 的位置， ( )r θ 是障碍物 D 的半径， ( )r θ 具有如下的傅里叶展开形式： 

( ) ( )0
1

cos sin , 1,2, , .
J

j j
j

r a a j b j j Jθ θ θ
=

= + + =∑   

假设裂缝Γ具有以下的参数表达： 

( ) ( )3 4, cos , sin ,c c d eθ θΓ = +  

其中 ( )3 4,c c 是指裂缝Γ的位置。 

设本文中待反演参数集合为 q，q 可表述为： 

( ) ( ){ }1 , 2 .q q q=  

其中 ( ) ( )1 2 0 1 11 , , , , , , , , 1, 2, ,j jq c c a a b a b j J= =  ， ( ) ( )3 42 , , ,q c c d e= 。 
根据散射远场 ( )ˆu x∞ 和障碍物 D 的关系，定义正散射问题算子： 

( ) ( )ˆ .u x G D∞ =  

由于障碍物 D 可参数集合 q 决定，那么上式可写为 

( ) ( )ˆ ,u x G q∞ =  
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其中非线性观测算子 ( ): NG R C S→ 是参数空间到散射远场空间的抽象映射。通过考虑在测量过程中产

生的噪声η，本文反问题模型为如下形式： 

( ) ,y G q η= +  

其中 ( )G q 是真实的远场散射数据，y 为带有噪声的观测值，q 是待反演的障碍物参数，观测噪声η满足

( )2~ 0,Nη σ 。这样便得到如下的贝叶斯形式： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

|
| .

| d
p y q p q

p q y
p y q p q α

=
∫

 

根据概率分布与概率密度之间的关系，Radon-Nikodym 导数如下： 

( )
( )( )2

2
0

d
exp ,

d 2
y y g qu

p
u σ

 − ∝  
  

 

其中 yu 是 q 的后验分布， 0u 是 q 的先验分布，σ 是噪声η的标准差。通过上述分析，我们通过贝叶斯方

法将反散射问题转化为未知参数 q 的后验概率分布函数的求解。本文采用 MCMC 算法通过不断的迭代得

到参数数据，最后对迭代得到的数据取均值作为后验分布的信息。算法流程如下表 1。 

 
Table 1. MCMC algorithm for solving the scattering problem of mixed obstacles in inhomogeneous media 
表 1. 求解非均匀介质内混合障碍散射问题的 MCMC 算法 

MCMC 算法 

步骤 1 
根据先验信息，给定初始边界参数 ( ) ( ){ }0 0 01 , 2q q q= ， ( )0,1β ∈ 是一个常数， 

并给定最大迭代次数 K。 

步骤 2 
根据模型(1)~(4)，计算出在参数为 0q 时的散射远场数据，并计算出该模型参数对应的 

条件概率密度 ( )0p q 。 

步骤 3 
根据提议分布对参数 iq 进行迭代更新得到新的参数 *q ，并计算模型在参数 *q 下对应的 

概率密度 ( )*p q ，其中 ( )* 21 iq qβ βω= − + 。 

步骤 
产生一个 0~1 之间的随机数 u，如果

( )
( )

*

max 1,
i

p q
u

p q

  <  
  

，则接受该测试参数并设定为 

当前模型参数，即 *
1iq q+ = ，否则不接受该测试参数 1i iq q+ = 。 

步骤 5 重复步骤 3 和 4 直至达到迭代次数。 

步骤 6 将迭代得到的 q 取均值作为反演的形状参数。 

3. 数值实验 

本节通过一些数值实验验证上文所提出的方法对于混合障碍物声波反散射问题的有效性。实验中设

定入射波形式为时谐声平面波 ei ikx du ⋅= ，波数 2k = ，入射方向 ( )1,0d = ，观测方向为 64 个。 
对于贝叶斯方法，考虑带有噪声的远场数据重构混合障碍物的边界： 

( ) ( ), ˆ ˆBayesu x u xσ η∞ ∞= +  

其中η是服从正态分布 ( )20,N σ 的随机噪声，并且设置每组实验贝叶斯方法的迭代次数为 20,000 次。 
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3.1. 非均匀介质折射率不同时，混合障碍重构 

本组实验主要考虑不同折射率下，贝叶斯方法重构混合障碍物形状的效果。考虑如下花生形状的障

碍物和裂缝： 

( ) ( ) [ ]{ }2 20, 3 cos 0.25sin cos ,sin : 0,2 ,D t t t t t∂ = + + ∈ π−
 

( ) ( ) 7 30,2 0.7sin ,cos : , ,
10 2

t t t 
Γ

π π 
 = + ∈ 

   

噪声η 取 1%。非均匀介质的折射率分别取 ( ), 2n x y x y= + + 和 ( ) 2 2, 3n x y x y= + + 。将圆心在

( )0, 3− 半径为 1 的圆作为障碍物 D 的初始猜测，将圆心在 ( )0,2 半径为 1 的一段圆弧作为裂缝Γ的初始猜

测。在这一初始猜测下，贝叶斯方法的重构结果如图 1 所示。从图中可见随着折射率函数中 ,x y 次数的

变化，障碍物和裂缝的重构效果并没有随之变化，并且得到的效果都很好，关于 ,x y 是更高次的情况下，

同样能取得不错的反演效果。以下几组实验，非均匀介质折射率默认取 ( ), 2n x y x y= + + 。 
 

 

( ), 2n x y x y= + +                             ( ) 2 2, 3n x y x y= + +  

Figure 1. Bayesian reconstruction results of mixed obstacles under different refractive indexs 
图 1. 不同折射率下混合障碍贝叶斯方法重构结果 

3.2. 不同噪声水平下，混合障碍重构 

本组实验主要考虑不同折射率下，贝叶斯方法重构混合障碍物形状的效果。考虑如下花生形状的障

碍物和裂缝： 

( ) ( ) [ ]{ }2 20, 3 cos 0.25sin cos ,sin : 0,2 ,D t t t t t∂ = + + ∈ π−
 

( ) ( ) 7 30,2 0.7sin ,cos : , ,
10 2

t t t 
Γ

π π 
 = + ∈ 

   

噪声η取 5%、10%。我们将圆心在 ( )0, 3− 半径为 1 的圆作为障碍物 D 的初始猜测，将圆心在 ( )0,2 半

径为 1 的一段圆弧作为裂缝Γ的初始猜测。在这一初始猜测下，贝叶斯方法的重构结果如图 2 所示。从

图中可见，随着噪声不断增大，对障碍物和裂缝的重构效果也逐渐变差。 
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5%η =                                         10%η =  

Figure 2. Bayesian reconstruction results of mixed obstacles under different noise levels 
图 2. 不同噪声水平下混合障碍贝叶斯方法重构结果 

3.3. 有限孔径数据下，混合障碍重构 

本组实验主要考虑不同观测孔径下，贝叶斯方法重构混合障碍物形状的效果。考虑如下花生形状的

障碍物和裂缝： 

( ) ( ) [ ]{ }2 20, 3 cos 0.25sin cos ,sin : 0,2 ,D t t t t t∂ = + + ∈ π−
 

( ) ( ) 7 30,2 0.7sin ,cos : , ,
10 2

t t t 
Γ

π π 
 = + ∈ 

 
 

噪声η取 1%。在贝叶斯方法求解过程中考虑使用有限孔径数据，有限孔径分别选为 [ ]0,π 和 [ ]0, 2π ，

观测点分别为 32 个和 16 个。图 3 为贝叶斯方法使用有限孔径数据的重构结果。从图中可见对于所观测

的有限孔径部分障碍物的重构效果会更好，这是由于观测信息主要来源于有限孔径部分。并且随着观测

孔径越来越小时重构的效果会越来越差，因为随着观测孔径变小，所获得的关于障碍物的信息就会越少。 
 

        

[ ]0,π                                           
2

0, 
  

π

 
Figure 3. Bayesian reconstruction results of mixed obstacles under different observation apertures 
图 3. 不同观测孔径下混合障碍贝叶斯方法重构结果 
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4. 结论 

本文利用贝叶斯方法相重构非均匀介质内混合障碍物的形状。给定障碍物及裂缝的位置作为先验信

息带入贝叶斯方法中重构障碍物，从而增快 MCMC 算法的收敛速度。实验结果表明，该方法确实能够很

好的重构出障碍物及裂缝的形状。在未来，我们考虑增加障碍物的个数以及裂缝的个数进行研究。 
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