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摘  要 

Sombor 指标是最近由 Gutman 引入的概念，是一种新的基于顶点度的拓扑指标，它是由

( ) ( )( ) ( )( )( )
( )

∑
i j

G i G j
x x E G

SO G d x d x
22

∈

= + 表示，其中 ( )G id x 和 ( )G jd x 分别表示顶点 ix 和 jx 在G中的

度。这种新的拓扑不变量被应用于化学图论领域。本文研究了扇图、轮图、一种特殊的仙人掌图、蝴蝶

结图、荷兰风车图、棒棒糖图、杠铃图和风筝图以及四角格子图、六角格子图等化学图的Sombor指标。 
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Abstract 
Sombor index is a concept recently introduced by Gutman. It is a new topological index based on 

vertex degree and represented by ( ) ( )( ) ( )( )( )
( )

∑
i j

G i G j
x x E G

SO G d x d x
22

∈

= + , where ( )G id x  and 

( )G jd x  and degrees of vertices mean ix  and jx  in G. In this paper, this new topological index is 
applied in the area of chemical graph theory. In this paper, we study Sombor index of some chemical 
graphs such as fan graphs, wheel graphs, special cactus graphs, bow graphs, dutch windmill graphs, 
lollipop graphs, barbell graphs, kite graphs quadrangular grid graphs and hexagonal grid graphs. 
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1. 引言 

在本文中图 G 是具有顶点集 ( )V G 和边集 ( )E G 的简单图，记图 ( ) ( )( ),G V G E G= 。图 G 中，边数

记为 ( )e G ，点数(阶)记为 ( )v G ， G∆ 表示图 G 的最大度， Gδ 表示图 G 的最小度。 ( )G id x 表示点 ix 在图

G 中的度数。 tC 表示 t 阶的圈， tP 表示 t 阶的路， nK 表示 n 阶的完全图。 
在图自同构下不变的数称为图不变量，它通常被称为图的结构不变量。拓扑指标(TI)一般指与分子图

论有关的图不变量。目前已有各种基于顶点度的图不变量被广泛介绍和研究[1]，它们通常被称为“拓扑

指标”[2]，其通式为： 

( ) ( )( )
( )

,
i j

G i G j
x x E G

TI F d x d x
∈

= ∑  

其中的函数 ( ),F a b 具有交换律，即 ( ) ( ), ,F a b F b a= 。有序对 ( ),a b ，其中 ( )G ia d x= 和 ( )G jb d x= 是边

( )ij i je x x E G= ∈ 的度坐标。例如 ( ) ( )( ) ( ) ( ),G i G j G i G jF d x d x d x d x= + 或 ( ) ( )G i G jd x d x 第一或第二 Zagreb 

指标，或者 ( )( ) ( )( )22
G i G jd x d x+ 是 Sombor 指标[3]。 

Sombor 指标的灵感来自于边的度半径的几何解释，对于图 G 的 Sombor 指标 SO(G)定义为： 

( ) ( )( ) ( )( )( )
( )i

22

j
G i G j

x x E G
SO G d x d x

∈

= +∑  

Gutman 在文献[3]中建立了与 Sombor 指标相关的几个数学性质。这种新的拓扑指标被应用于化学图

论领域，引起了化学图论研究人员的兴趣。化学图论中的分子图是化合物分子的结构表示，化合物分子

中的每个原子都能看作是简单图中的一个点，每条边可以看作是原子之间的化学键，所以，可以用图论

中的一个图来表示化合物的分子结构，将图论研究引入到化学领域中。化学家们发现，分子图拓扑指标

值不仅可以在分子的结构及其性质之间建立联系，还可以定量的表达分子的结构。拓扑指标实际上通过

转换化学结构生成的数值，这个数值会影响化合物的某些物理–化学性质。研究各类图的拓扑指标对科

研以及生活的应用有着重大的意义。 
Sombor 指标自提出以来，受到了许多研究人员的关注，得到了很多新的研究成果。Randhir 和 Patekar

在文献[4]中得出了 m -分裂图和正则图的 m -影子图的 Sombor 指标；Liu 等人在文献[2]中得出了图的

Sombor 指标在各种结构参数下的界，以及 Sombor 指标与其他数值之间的关系，即一些树类、圈图、连

通图以及化学图在各种结构参数下的界；Réti 等人在文献[5]中推导了 Sombor 指标的一些界，并利用已

有的结果建立了附加界，刻画出了具有最大 Sombor 指标的图，并提出了一个关于高圈图的最大 Sombor
指标的猜想；Cruz 等人在文献[6]中确定了至多有三个分支顶点的树的 Sombor 指标的极值等。 

学者们对某些特殊的简单图作了研究，但是对于一些特殊的简单图以及格子图的 Sombor 指标还未被

研究得出精确的值，这方面存在欠缺。本文主要计算了还未被研究的一些特殊图类以及四角格子图和六
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角格子图的 Sombor 指标。 
Sombor 指标和图中的顶点度有直接的关系，根据所要研究的图的结构特点，我们可以先通过观察该

图顶点数较少的情况，把它的顶点特征推广到任意顶点数的情况，给出对应图边集的划分，然后算出最

后结论。 
下面是本文所要研究的图的定义： 
定义1. 笛卡尔积[7]：设G和H是两个简单图，则图G和H的笛卡尔积由G H� 表示(如图1为 9 8P P� )，

定义为： 

( ) ( ) ( )V G H V G V H� = ×  

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }, , :E G H u v u v v v uu E G u u vv E H′ ′ ′ ′ ′ ′� = = ∈ ∨ = ∈且 且  

定义 2. 半笛卡尔积[8]：设 G 和 H 是两个连通的二部图，其分部集为白色和黑色，G 是对称的，且

H 连通保圈可定向。则图 G 和 H 的半笛卡尔积由G H 表示(如图 2 为 8 8P P )，定义为： 

( ) ( ) ( )V G H V G V H= ×  

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }, , :E G H u v u v v v uu E G u u vv E uH v′ ′ ′ ′ ′ ′= = ∈ ∨ = ∈且 且 且 和 取相同颜色 ，其中 v v′→

在 H 的连通保圈定向上。 
 

 

Figure 1. 9 8P P�  
图 1. 9 8P P�  

 

 

Figure 2. 8 8P P  
图 2. 8 8P P  
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定义 3. 特殊的仙人掌图[9]：在圈 nC 的每个点上连接一个 3 阶圈 3C ，则得到一类特殊的仙人掌图，

由 3nC C 表示(如图 3 为 5 3C C )，它的点集和边集为 

( ) { }3 | 1, 2, , ; 1, 2,3n ijC CV v i n j= = =  

( ) ( ){ } ( ){ }3 1 1 1 1| 1, 2, , | 1, 2, , ; 1, 2,3n i iji i jE C C v v i n v v i n j+ += = = =     

定义 4. 轮图：通过将圈 nC 上的每个点和一个外点都连边的图，由 nW 表示(如图 4 为 8W )。 
定义 5. 扇图：轮图 nW 删去圈上的任意一条边而得到的图，由 nF 表示。 
定义 6. 蝴蝶结图：两个点数相同的扇图 nF 通过粘贴中心点而得到的图，由 ,n nB 表示。 
定义 7. 荷兰风车图：通过粘贴 n 个圈 4C 的一个公共顶点而得到的图，由 ( )4 2nD n ≥ 表示(如图 5 为

4
4D )。 

 

 

Figure 3. 5 3C C   
图 3. 5 3C C  

 

 
Figure 4. W8 
图 4. W8 

 

 

Figure 5. 4
4D   

图 5. 4
4D  

 
定义 8. 棒棒糖图：将一个路 1bP + 连接在圈 aC 上，由 ,a bN 表示。 
定义 9. 杠铃图：由两个互不相交的圈 aC ， bC 和一个路 ( )1 1bP b+ ≥ ，其中这两个圈 aC 和 bC 通过 1bP +

连接，由 , ,a b cD 表示。 
定义 10. 风筝图：将一个路 1bP + 连接在 aK 上，由 ,a bL 表示(如图 6 所示)。 
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Figure 6. La,b 
图 6. La,b 

2. 一些特殊图的 Sombor(SO)指标 

在本章将要讨论扇图，轮图，一种特殊的仙人掌图，蝴蝶结图，荷兰风车图，棒棒糖图，杠铃图以

及风筝图的 Sombor 指标，并得出确切的值。 
定理 1. 荷兰风车图 ( )4 2nD n ≥ 的 Sombor 指标为 

( ) ( )2
4 4 2 1nSO D n n= + + ( )2n ≥  

证明. 依次给出 ( )4
nD 的阶数和边数，显然有 ( )4 3 1nv D n= + 和 ( )4 4ne D n= 。根据荷兰风车图的定义， 

当 2n ≥ 时它的最小度
4

2nD
δ = 和最大度

4
2nD

n∆ = ， 4
nD 中恰有 2n 条边连接最小度点，有 2n 条边连接最小 

度点和最大度点，所以它的 Sombor 指标为 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )

4 4 4 4

2 2 2 2

4

22 2 2

2

2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 4 4 2 4 4

4 2 1

n n n n
n

i j i jD D D D
SO D n v v n v v

n n n

n n n

n n

δ δ δ= + + + ∆

= + + +

= + + +

= + +

               □ 

定理 2. 轮图 nW 的 Sombor 指标为 

( ) ( )( )23 2 9 3nSO W n n n= + + ≥  

证明. ( ) 1nv W n= + 和 ( )  2ne W n= ，当 3n ≥ 时最小度 3
nWδ = ，最大度

nW n∆ = ，由于 nW 恰有 n 条边

连接最小度点和最大度点，n 条边连接最小度点，它的 Sombor 指标为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 22 2

2 2 2 2

2

3 3 3

3 2 9

n n n nn W i W j W i W jSO W n v v n v v

n n n

n n

δ δ δ= + + + ∆

= + + +

= + +

                   □ 

定理 3. 扇图 nF 的 Sombor 指标为 

( ) ( ) ( ) ( )2 23 3 2 2 13 2 9 2 4 3nSO F n n n n n= − + + − + + + ≥  

证明. ( ) 1nv F n= + 和 ( ) 2 1ne F n= − ，当 3n ≥ 时最小度 2
nFδ = ，最大度

nF n∆ = ，因为 nF 恰有 2 条

边连接最大度点和最小度点，( )2n − 条边连接最大度点和 ( )1
nFδ + 度点，2 条边连接最小度点和 ( )1

nFδ +

度点， ( )3n − 条边连接 ( )1
nFδ + 度点，它的 Sombor 指标为 
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( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2 22

2 22 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

3 1 1 2 1

2 1 2

3 3 3 2 2 3 2 3 2 2

3 3 2 2 13 2 9 2 4

n n n n

n n n n

n F i F j F i F j

F i F j F i F j

SO F n v v v v

n v v v v

n n n n

n n n n

δ δ δ δ

δ δ

= − + + + + + +

+ − ∆ + + + ∆ +

= − + + + + − + + +

= − + + − + + +

         □ 

定理 4. 蝴蝶结图 ( ), 2n nB n ≥ 的 Sombor 指标为 

( ) ( )
( ) ( )

,
2 2

4 2 2 5 , 2

4 13 8 1 2 2 9 4 6 3 2, 3
n n

n
SO B

n n n n n

 + == 
 + + + − + + − ≥

当

当
 

证明. ( ), 1 2n nv B n= + 和 ( ),  4 2n ne B n= − ，当 2n = 时最小度
,

2
n nBδ = ，最大度

,
4

n nB∆ = ，当 3n ≥ 时

最小度
,

2
n nBδ = ，最大度

,
2

n nB n∆ = 。对于 2n = ， ,n nB 恰有 2 条边连接最小度点，4 条边连接最小度点和 

最大度点，所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

, , , ,

2 22 2
2,2

2 2 2 2

2 4

2 2 2 4 2 4

4 2 2 5

n n n n n n n nB i B j B i B jSO B v v v vδ δ δ= + + + ∆

= + + +

= +

 

对于 3n ≥ ， ,n nB 恰有 4 条边连接 ( ),
1

n nBδ + 度点和最小度点，有 4 条边连接最小度点和最大度点，

( )2 2n − 条边连接 ( ),
1

n nBδ + 度点和最大度点， ( )2 3n − 条边连接 ( ),
1

n nBδ + 度点，因而 

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )( ) ( )( )
( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

, , , ,

, ,

, ,

2 2 2 2

,

2 2

2 2

2 22 2 2 2 2 2

2 2

4 1 4

2 2 1

2 3 1 1

4 3 2 4 2 2 2 2 3 2 2 3 3 3

4 13 8 1 2 2 9 4 6 3 2

n n n n n n n n

n n n n

n n n n

n n B i B j B i B j

B i B j

B i B i

SO B v v v v

n v v

n v v

n n n n

n n n n

δ δ δ

δ

δ δ

= + + + + ∆

+ − + + ∆

+ − + + +

= + + + + − + + − +

= + + + − + + −

            □ 

定理 5. 特殊的仙人掌图 3nC C 的 Sombor 指标为 

( ) ( )( )3 2 3 2 2 5 3nSO C C n n= + ≥  

证明. ( )3 3nv C C n= 和 ( )3 4ne C C n= ，由定义可知最小度
3

2
nC Cδ =


，最大度
3

4
nC C∆ =


，当 3n ≥ 时，

恰有 n 条边连接最小度点，n 条边连接最大度点，2n 条边连接最小度点和最大度点，所以它的 Sombor
指标为 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )

3 3 3 3

3 3

2 22

2

3

2

2
2

8 32 2 20

2 3 2 2 5

n n n n

n n

i j i jn C C C C C C C C

C C Ci jC

SO n vC C v n v v

n v v

n n n

n

δ δ

δ

= + + ∆ + ∆

+ ∆ +

= + +

= +

   

 



         □ 
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定理 6. 棒棒糖图 ,a bN 的 Sombor 指标为 

( ) ( ), 2 4 2 5 3 13a bSO N a b= + − + +  

证明. ( ),a bNv a b= + 和 ( ),a bNe a b= + ，它的最小度
,

1
a bNδ = ，最大度

,
3

a bN∆ = ， ,a bN 恰有 1 条边连

接最小度点和 ( ),
1

a bNδ + 度点，有 3 条边连接最大度点和 ( ),
1

a bNδ + 度点，有 ( )4a b+ − 条边连接 ( ),
1

a bNδ + 度 

点，所以它的 Sombor 指标为 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( ) ( )( )( )
( )

( )

, , , ,

, ,

2 22 2

,

2 2

2 2 2 2 2 2

1 3 1

4 1 1

1 2 3 3 2 4 2 2

5 3 13 2 4 2

a b a b a b a b

a b a b

a b N i N j N i N j

N i N j

SO N v v v v

a b v v

a b

a b

δ δ δ

δ δ

= + + + ∆ + +

+ + − + + +

= + + + + + − +

= + + + −

           □ 

定理 7. 杠铃图 , ,a b cD 的 Sombor 指标为 

( ) ( ), , 6 13 2 6 2a b cSO D a b c= + + + −  

证明. ( ), , 1a b cv a cD b= + + − 和 ( ), ,a b cDe a b c= + + ，它的最小度
, ,

2
a b cDδ = ，最大度

, ,
3

a b cD∆ = ， , ,a b cD

恰 
有 6 条边连接最小度点和最大度点，有 ( )6a b c+ + − 条边连接最小度点，因此它的 Sombor 指标为 

( ) ( ), , 6 13 2 6 2a b cSO D a b c= + + + −                            □ 

定理 8. 对于风筝图 ,a bL ，它的 Sombor 指标为 

( ) ( )2, 2 5 2 1 2bSO L b= + −  

( ) ( )3, 2 1 2 5 3 13bSO L b= − + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
,

15 2 4 1 2 2 4 1 2 2 1 4
2a bSO L b a a a a a a a = + − + − − + + + − − + ≥ 

 
 

证明. ( ),a bLv a b= + 和 ( ) ( ),
1 1
2a be a aL b= − + ，它的最小度

,
1

a bLδ = ，最大度
,a bL a∆ = ， 

当 2a = 时， 2, 2b bL P +≅ ，由于路 nP 的 ( ) ( )2 5 2 3 2nSO P n= + − ， ( )3n ≥ ， 

( ) ( ) ( ) ( )2, 2 2 5 2 2 3 2 2 5 2 1 2b bSO L SO P b b+= = + + − = + − ; 

当 3a = 时， 3, 3,b bL N≅ ，由定理 6 可得 

( ) ( ) ( )3, 3, 2 1 2 5 3 13b bSO L SO N b= = − + +  

当 4a ≥ 时， ,a bL 恰有 1 条边连接最小度点和 ( ),
1

a bLδ + 度点，有 ( )2b − 条边连接 ( ),
1

a bLδ + 度点，有 1

条连接最大度点和 ( ),
1

a bLδ + 度点，有 ( )1a − 条边连接最大度点和 ( ),
1

a bL∆ − 度点，有 ( )( )1 1 2
2

a a− − 条边连
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接 ( ),
1

a bL∆ − 度点，因此它的 Sombor 指标为 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
,

15 2 4 1 2 2 4 1 2 2 1
2a bSO L b a a a a a a = + − + − − + + + − − + 

 
, ( )4a ≥         □ 

3. 格子图的 Sombor(SO)指标 

在本章中将要计算四角格子图和六角格子图的 Sombor 指标的确切值，并得出格子图的 Sombor 指标

与它因子图的 Sombor 指标之间的关系式。 

3.1. 四角格子图的 Sombor(SO)指标 

平面四角格子图是由两条路 mP ， nP 做笛卡尔积得到的图，由 m nP P� 表示；环状四角格子图是由两个

圈 mC 和 nC 做笛卡尔积得到的图，由 m nC C� 表示；柱状四角格子图是由圈 mC 和路 nP 做笛卡尔积所得到的

图，由 m nC P� (或 n mP C� )表示。 
定理 9. 平面四角格子图 m nP P� ( ), 3m n ≥ 的 Sombor 指标为 

( ) ( ) ( ) ( )10 4 2 4 7 7 6 2 8 13 , 3m nSO P P m n mn m n m n� = + − + − − + + ≥  

证明 .  ( )m nv P P mn� = 和 ( ) 2m ne P P mn n m� = − − ，平面四角格子图的最大度 4
m nP P�∆ = ，最小度 

2
m nP Pδ � = ，当 , 3m n ≥ 时， m nP P� 恰有 8 条边连接最小度点和 ( )1

m nP Pδ � + 度点，有 ( )2 2 12m n− − 条边连接

( )1
m nP Pδ � + 度点，有 ( )2 2 8m n− − 条边连接最大度点和 ( )1

m nP Pδ � + 度点，有 ( )2 5 5 12mn n m− − + 条边连接 

最大度点，所以它的 Sombor 指标为 

( ) ( )( )( ) ( )( )
( ) ( )( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

2 2

2 2

2 2

22

8 1

2 2 12 1 1

2 2 8 1

2 5 5 12

m n m n

m n m n

m n m n

m n m n

m n P P i P P j

P P i P P j

P P i P P j

P P i P P j

SO P P v v

m n v v

m n v v

mn n m v v

δ δ

δ δ

δ

� �

� �

� �

� �

� = + +

+ − − + + +

+ − − + + ∆

+ − − + ∆ + ∆

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2

8 3 2 + 2 2 12 3 3 2 2 8 3 4

2 5 5 12 4 4

8 13 6 6 36 2 10 10 40 8 20 20 48 2

8 13 8 14 14 12 2 10 10 40

10 4 2 4 7 7 6 2 8 13

m n m n

mn n m

m n m n mn n m

mn m n m n

m n mn m n

= + − − + + − − +

+ − − + +

= + + − + + − + − − +

= + − − + + + −

= + − + − − + +

           □ 

由于路 nP 的 ( ) ( )2 5 2 3 2nSO P n= + − ( )3n ≥ ，则两条路 mP ， nP ( ), 3m n ≥ 的 Sombor 指标与平面四

角格子图的 Sombor 指标之间的关系式为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 1 2 1 10 4 5 4 5 40 8 13 , 3m n n mSO P P m SO P n SO P m n m n� = − + − + − + + − + ≥ . 

定理 10. 环状四角格子图 m nC C� ( ), 3m n ≥ 的 Sombor 指标为 

( ) ( )8 2 , 3m nSO C C mn m n� = ≥  

https://doi.org/10.12677/aam.2023.123130


阿丽米热·吐尔洪，买吐肉孜·买司地克 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.123130 1289 应用数学进展 
 

证明. 由文献[4]可知，若图 G 是 n 阶的 k-正则图，则 G 的 Sombor 指标为 ( )
2

2
nkSO G = ，显然，环 

状四角格子图 m nC C� 是一个 mn 阶的 4-正则图，则 

( ) ( )
24 16 8 2 , 3

2 2m n
mn mnSO C C mn m n� = = = ≥                       □ 

由于圈 nC 的 ( ) 2 2nSO C n= ，则两个圈 mC 和 nC ( ), 3m n ≥ 的 Sombor 指标与环状四角格子图的

Sombor 指标之间的关系式为： 

( ) ( ) ( )2m n m nSO C C SO C SO C� = ⋅ . 

定理 11. 柱状四角格子图 m nC P�  (或 n mP C� ) ( ), 3m n ≥ 的 Sombor 指标为 

( ) ( ) ( )10 2 4 7 2 , 3m nSO C P m mn m m n� = + − ≥ . 

证明. ( )m nv C P mn� = 和 ( ) 2m ne C P mn n� = − ，它的最小度 3
m nC Pδ � = ，最大度 4

m nC P�∆ = ，当 , 3m n ≥  
时， m nC P� 恰有 2m 条边连接最小度点，2m 条边连接最小度点和最大度点， ( )2 5mn m− 条边连接最大度

点，那么它的 Sombor 指标为 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )
( )

( )

2 22 2

22

2 2 2 2 2 2

2 2

2 5

2 3 3 2 3 4 2 5 4 4

2 18 2 25 2 5 32

10 2 4 7 2

m n m n m n m n

m n m n

m n C P i C P j C P i C P j

C P i C P j

SO C P m v v m v v

mn m v v

m m mn m

m m mn m

m mn m

δ δ δ� � � �

� �

� = + + + ∆

+ − ∆ + ∆

= + + + + − +

= + + −

= + −

        □ 

因为路 nP 的 ( ) ( )2 5 2 3 2nSO P n= + − ( )3n ≥ ，圈 mC 的 ( ) 2 2mSO C m= ，则圈 mC 和路 nP ( ), 3m n ≥
的 Sombor 指标与柱状四角格子图的 Sombor 指标之间的关系式为： 

( ) ( ) ( )( )( )5 10 2 4 2 5 , 3
2m n m nSO C P SO C m m SO P m n� = + + − ≥ . 

3.2. 六角格子图的 Sombor(SO)指标 

平面六角格子图是由两条路 mP ， nP 做半笛卡尔积得到的图，由 m nP P 表示；环状六角格子图是由

两个圈 mC 和 nC 做半笛卡尔积得到的图，由 m nC C 表示；柱状六角格子图是由圈 mC 和路 nP 做半笛卡尔

积所得到的图，由 m nC P (或 m nP C )表示。 
定理 12. 平面六角格子图 m nP P (m 为偶数)的 Sombor 指标为 

( )
( ) ( )

( )

2 10+ 6 15 10 23 2 2 5 13,
9 232 10+ 6 23 2 2 5 13,
2 2

m n

mn m n m n m
SO P P

mn m n m n n

 − − + + + −
=   − − + + + −  

 


为偶数

为偶数
 

证明. ( )m nv P P mn= ，当 n 为偶数时， ( ) ( )3 1
2m ne P P n m= − ，当 n 为奇数时， 

( ) 2 3m ne P P mn m n= − − ，平面六角格子图的最小度 1
m nP Pδ = ，最大度 3

m nP P∆ = ，当 n 为奇数时， m nP P  
恰有 2 条边连接最小度点和最大度点，有 ( )2 5 4 7mn m n− − + 条边连接最大度点，有 ( )1n + 条边连接 
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( )m n m nP P P Pδ∆ −  度点，有 ( )2 2 10m n+ − 条边连接 ( )m n m nP P P Pδ∆ −  度点和最大度点，因此它的 Sombor 指 
标为 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

22

22

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 5 4 7

1

2 2 10

2 1 3 2 5 4 7 3 3 1 2 2 2 2 10 2 3

2 10 2 5 4 7 18 1

m n m n

m n m n

m n m n m n m n

m n m n m n

m n P P i P P j

P P i P P j

P P P P i P P P P j

P P P P i P P j

SO P P v v

mn m n v v

n v v

m n v v

mn m n n m n

mn m n n

δ

δ δ

δ

= + ∆

+ − − + ∆ + ∆

+ + − ∆ + − ∆

+ + − − ∆ + ∆

= + + − − + + + + + + + − +

= + − − + + +

 

 

   

  



( )
( ) ( )

8 2 2 10 13

2 10 6 15 10 23 2 2 5 13

m n

mn m n m n

+ + −

= + − − + + + −

 

当 n 为偶数时， m nP P 恰有 2 条边连接最小度点和最大度点，
3 92 7
2 2

mn m n − − + 
 

条边连接最大度 

点， ( )1n + 条边连接 ( )m n m nP P P Pδ∆ −  度点， ( )2 2 10m n+ − 条边连接 ( )m n m nP P P Pδ∆ −  度点和最大度点，则

它的 Sombor 指标为 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( ) ( )( )

22

22

2 2

2 2

2

3 92 7
2 2

1

2 2 10

m n m n

m n m n

m n m n m n m n

m n m n m n

m n P P i P P j

P P i P P j

P P P P i P P P P j

P P P P i P P j

SO P P v v

mn m n v v

n v v

m n v v

δ

δ δ

δ

= + ∆

 + − − + ∆ + ∆ 
 

+ + − ∆ + − ∆

+ + − − ∆ + ∆

 

 

   

  



 

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2 2 2 2 2 2 23 92 1 3 2 7 3 3 1 2 2 2 2 10 2 3
2 2

3 92 10 2 7 18 1 8 2 2 10 13
2 2
9 232 10 6 23 2 2 5 13
2 2

mn m n n m n

mn m n n m n

mn m n m n

 = + + − − + + + + + + + − + 
 

 = + − − + + + + + − 
 
 = + − − + + + − 
 

    □ 

由于路 nP 的 ( ) ( )2 5 2 3 2nSO P n= + − ( )3n ≥ ，则两条路 mP ， nP ( ), 3m n ≥ 的 Sombor 指标与平面六

角格子图的 Sombor 指标的关系式为： 
当 n 为偶数时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 2 9 4 23 2

2 5 13 2 5 2 5 4 12

m n n mSO P P m SO P nSO P mn m n

m n m n

= + + + − − +

+ + − − − + +


 

当 n 为奇数时， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 112 23 2
2 2

2 5 13 2 5 2 5 4 12

m n n mSO P P m SO P nSO P mn n

m n m n

 = + + + − + 
 

+ + − − − + +


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定理 13. 环状六角格子图 m nC C  ( , 4m n ≥ ， ,m n 为偶数)的 Sombor 指标为 

( ) ( )9 , 4, ,
2m n

mnSO C C m n m n= ≥ 为偶数 . 

证明. 由文献[4]可知，若图 G 是 n 阶的 k-正则图，则 G 的 Sombor 指标为 ( )
2

2
nkSO G = ，显然，环 

状六角格子图 m nC C 是一个 mn 阶的 3-正则图，则 

( )
23 9

2 2m n
mn mnSO C C = =                                □ 

由于圈 nC 的 ( ) 2 2nSO C n= ，则两个圈 mC ， nC  ( , 4m n ≥ ， ,m n 为偶数) Sombor 指标与环状六角格

子图的 Sombor 指标的关系式为： 

( ) ( ) ( )( )1
2m n m nSO C C SO C SO C mn= ⋅ + . 

定理 14. 柱状六角格子图 m nC P  ( , 4m n ≥ ，m 为偶数)的 Sombor 指标为 

( ) ( ) ( )32 13 3 5 2 , 4,
2m nSO C P m m n m n m= + − ≥ 为偶数 . 

证明 . ( )m nv C P mn= 和 ( ) ( )1 3 1
2m ne C P m n= − ，它的最大度 3

m nC P∆ = ，最小度 2
m nC Pδ = ，

m nC P 恰有 2m 条边连接最大度点和最小度点， ( )1 3 5
2

m n − 条边连接最大度点，则它的 Sombor 指标为 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )

( )

( )

22

22

2 2 2 2

2

1 3 5
2

12 3 2 3 5 3 3
2

12 13 3 5 18
2
32 13 3 5 2
2

m n m n

m n m n

m n C P i C P j

C P i C P j

SO C P m v v

m n v v

m m n

m m n

m m n

δ= ∆ +

+ − ∆ + ∆

= + + − +

= + −

= + −

 

 



                   □ 

由于路 nP 的 ( ) ( )2 5 2 3 2nSO P n= + − ( )3n ≥ ，圈 mC 的 ( ) 2 2mSO C m= ，则圈 mC 和路 nP  ( , 4m n ≥ ，

m 为偶数)的 Sombor 指标与柱状六角格子图的 Sombor 指标之间的关系式为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )26 1 3 17 2 3 2 5 , 4
2 2m n m nSO C P SO C m n m SO P m n= − − + − ≥ . 

定理 15. 柱状六角格子图 m nP C  ( , 4m n ≥ ， ,m n 为偶数)的 Sombor 指标为 

( ) 9 10 2 2 13
2m nSO P C n m n = − + 

 
 . 

证明 . ( )m nv P C mn= 和 ( ) 3
2m ne P C mn n= − ，柱状六角格子图的最大度 3

m nP C∆ = ，最小度

2
m nP Cδ = ，当 , 4m n ≥ ， ,m n 为偶数时，它恰有 n 条边连接最小度点，有 2n 条边连接最大度点和最小度
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点，有
3 4
2

mn n − 
 

条边连接最大度点，所以它的 Sombor 指标为 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 22 2

22

2 2 2 2 2 2

2

3 4
2

32 2 2 2 3 4 3 3
2

38 2 13 4 18
2

9 10 2 2 13
2

m n m n m n m n

m n m n

m n P C i P C j P C i P C j

P C i P C j

SO P C n v v n v v

mn n v v

n n mn n

n n mn n

n m n

δ δ δ= + + + ∆

 + − ∆ + ∆ 
 

 = + + + + − + 
 

 = + + − 
 

 = − + 
 

   

 



        □ 

由于路 mP 的 ( ) ( ) ( )2 5 2 3 2 4mSO P m m= + − ≥ ，圈 nC 的 ( ) 2 2nSO C n= ，路 mP 和圈 nC 的( , 4m n ≥ ，

,m n 为偶数)的 Sombor 指标与柱状六角格子图的 Sombor 指标之间的关系式为： 

( ) ( ) ( )( )( )26 5 4 2 2 5 , 4
2 2m n n mSO P C SO C n m n SO P m n = + − + − ≥ 

 
 . 

4. 总结 

本文主要通过观察图的结构特点，给出对应图的边集的划分，进而确定了扇图、轮图、一种特殊的

仙人掌图、蝴蝶结图、荷兰风车图、棒棒糖图、杠铃图、风筝图以及四角格子图和六角格子图的 Sombor
指标，并且得出了四角格子图和六角格子图的 Sombor 指标与它们的因子图的 Sombor 指标之间的关系，

由于格子图的复杂性，对于 Sombor 指标的研究没有得到精美的结果，这个问题可继续研究。本文丰富了

此领域格子图的研究成果。还可以进一步拓展研究未被研究的图的笛卡尔积和半笛卡尔积的 Sombor 指

标，并得出与它的因子图的 Sombor 指标之间的关系。 
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