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摘 要

本文研究全测地黎曼叶状结构中关于广义 Bott 联络的测地线理论, 并将部分 Hopf-Rinow 定理
推广到全测地黎曼叶状结构上. 它已被推广到一般的可求长的度量空间和伪厄米流形上. 在我们研
究的过程中, 高斯引理的不成立带来了一些困难. 从而我们引入了自然距离 δ, 并得到若 (M, δ) 完

备则测地线完备. 但由于条件的局限性, 另一面不成立.
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Abstract

In this paper, we study the theory of geodesics with respect to the generalized Bot-
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t connection on totally geodesic Riemannian foliations, and part of the Hopf-Rinow
theorem is generalized to totally geodesic Riemannian foliations. It has been gener-
alized to length-metric spaces and pseudo-Hermitian manifolds. In the course of our
research, the invalidity of Gauss lemma poses some difficulties. Thus we introduce the
natural distance δ, and state that if (M, δ) is complete, then the geodesic is complete.
However, due to the limitations of the conditions, the other side is not true.
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1. 引言

Hopf-Rinow 定理说明了黎曼流形中度量完备和测地线完备的等价性. Hopf-Rinow 定理也已
被推广到一般的可求长的度量空间, 具体可参见 Bridson 和 Haefliger 的文章 [1] 和 Gromov 的文
章 [2].

全测地黎曼叶状结构有水平测地线, 黎曼几何有测地线, 这两个测地线的概念都对应着某个常
微分方程的解而且它们都可引导出指数映照. 此外, 它们都是度量空间且度量的距离函数都可以由
相应的联络来导出.

Sasakian 流形是一个特殊的全测地黎曼叶状结构. Dong 和 Zhang 在 [3] 中, 研究了 Sasakian
流形中的 Hopf-Rinow 定理, 即: 若 Sasakian 流形 M 在由 Tanaka-Webster 联络 ∇ 的指数映照所
定义的距离函数 δ 下是完备的, 则 (M,∇) 也是完备的, 即 exp∇ 在整个 TM 上有定义. 进一步, 如
果 M 关于黎曼联络是完备的, 则它在 Tanaka-Webster 联络下也是完备的.

而本文的主要目的就是将 Hopf-Rinow 定理推广至全测地黎曼叶状结构上, 主要结果如下：

定理 1.1. 䇴 (M,F , g) ᱥޞ⎁൦唄ᴲਬ⣬㔉ᶺ,∇ Ѱᒵѿ Bott 㚊㔒,δ ᱥ M рⲺ䐓⿱࠳ᮦ. 㤛
(M, δ) ᱥᇂ༽Ⲻ, ࡏ (M,∇) ҕᱥᇂ༽Ⲻ, ঩ exp∇ ൞᮪Ѡ TM рᴿᇐѿ.

黎曼几何中的 Hopf-Rinow 定理说明 (M,∇R) 的完备性等价于 (M,d) 的完备性, 而由下文我
们知道 (M,d) 完备可以引出 (M, δ) 的完备性, 再根据定理 1.1, 我们得到如下定理：
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定理 1.2. 䇴 (M,F , g) ᱥޞ⎁൦唄ᴲਬ⣬㔉ᶺ,∇ Ѱᒵѿ Bott 㚊㔒, ∇R Ѱ唄ᴲ㚊㔒. 㤛 (M,∇R)

ᱥᇂ༽Ⲻ, ࡏ (M,∇) ҕᱥᇂ༽Ⲻ.

2. 预备知识

全测地黎曼叶状结构的简介可以参看 [4] 和 [5]. 设 (M, g) 是 n+ p 维黎曼流形, F 是 M 上余

维为 p 的叶状结构. 一般, 在黎曼流形 (M, g) 上有 Levi-Civita 联络, 我们用 ∇R 表示, 但这种联络
不适用于研究叶状结构, 因为水平丛和垂直丛可能不平行. 更适合研究叶状结构的是我们接下来介
绍的广义 Bott 联络 ∇. 根据 Levi-Civita 联络, 广义 Bott 联络可以写成

∇XY =



πH(∇R
XY ) X,Y ∈ Γ (H)

πH ([X,Y ]) X ∈ Γ (V ) , Y ∈ Γ (H)

πV ([X,Y ]) X ∈ Γ (H) , Y ∈ Γ (V )

πV

(
∇R

XY
)

X,Y ∈ Γ (V )

其中下标 H(或 V ) 表示在水平 (或垂直) 上的投影. 对任意的 ξ ∈ Γ(V ), 若 ∇ξgH = 0, 则称叶状结
构 F 为黎曼叶状结构；若 F 为全测地黎曼叶状结构, 则有 ∇g = 0. 我们把三元组 (M,F , g) 称

为具有黎曼叶状结构 F 的黎曼流形, 此时称 g 为 bundle-like 度量.

参照 [6], 我们给出本文所需的广义 Bott 联络的一些性质. 首先它满足 ∇HgH = 0 和

∇V gV = 0. 我们记广义 Bott 联络 ∇ 的挠率为 T , 则有

T (X,Y ) = ∇XY −∇Y X − [X,Y ], X, Y ∈ Γ(TM).

因为本文是在全测地黎曼叶状结构上, 所以 T 还满足下列等式

T (X,Y ) = −πV ([πH(X), πH(Y )]). (2.1)

设 (M,F , g) 是全测地黎曼叶状结构, ∇ 是它的广义 Bott 联络. 我们称一条 C1 曲线

γ : [0, l] → M 是 ∇-测地线, 如果在 [0, l] 上几乎处处有 ∇γ′γ′ = 0(参考 [7] ).

类似黎曼几何, 由常微分方程理论可知经过点 p 沿着 v 方向的 ∇-测地线总是存在的. 由于广
义 Bott 联络是保持度量的, 从而 ∇-测地线的模长是常数, 所以指数映射 exp∇p : TpM → M 可以被

定义为 γv(1).

定义 2.1. 全测地黎曼叶状结构是完备的, 如果每个 ∇-测地线都可以扩展到定义为 −∞ < t < ∞
的测地线 γ(t) 上, 其中 t 是仿射参数.

因此, 若 (M,∇) 是完备的, 则 exp∇ 在整个 TM 上有定义, 反之亦然.

为了研究 ∇-测地线的度量性质, 我们引入一个不同于黎曼距离的距离函数. 称连续曲线
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c : [a, b] → M 为分段 ∇-测地线, 如果存在 a = a1 < a2 < · · · < an = b, 使得 c : [ai, ai+1] → M 是

一个 ∇- 测地线, i = 1, 2, . . . , n − 1. ∀p, q ∈ M , 令 Γ(p, q) 表示所有连接 p 和 q 的分段 ∇-测地线.
定义 p, q 之间的 δ 距离为 inf

γ∈Γ(p,q)

L(γ), 其中 L(·) 表示曲线的长度. 易证上述 δ 是 M 上的距离函

数. 令 d 表示黎曼距离函数, 显然 d(p, q) ≤ δ(p, q), ∀p, q ∈ M . 因此若 (M,d) 完备, 则 (M, δ) 也完

备.

显然指数映射在局部上是微分同胚的, 据此我们可以给出法坐标系的概念. 已知 TpM 中每个

点 p(更确切地说是 p处的零向量)都有一个邻域 Dp, 并通过指数映射微分同胚地映射到 M 中 p的

邻域 Up 上. 在 p 处选取一个线性坐标系 u = {X1, X2, . . . , Xn}, 则微分同胚映射 exp∇p : Dp → Up

以自然的方式在 Up 中定义了局部坐标系. 这个局部坐标系称为 p 点的法坐标系, 此时的 Up 被称

为 p 的法坐标邻域 (参考 [8]). 一个区域是凸的就是指该区域内两点之间可以用 ∇-测地线相连接.
由于指数映射在 0 点处的切映射是恒等映射, 所以对于任何连接 p 和 q 的连续曲线, 它都可以被有
限个的法坐标邻域覆盖. 从而使得两点之间总存在分段 ∇-测地线, 所以距离 δ 是有限的.

类似于 Dong 和 Zhang 他们的结果, 由距离函数 δ 所定义的拓扑和 M 的原来的拓扑是相同

的.

定理 2.2. 䐓⿱࠳ᮦ δ ᇐѿҼф M Ⲻᤉᢇ⴮ੂⲺᤉᢇ.
䇷᱄. 只需要验证黎曼距离 d 和 δ 的拓扑相同 (参考 [9]). 一方面, 由 d 定义的开子集显然也是 δ

定义的一个开子集. 另一方面, 假设 W 是由 δ 定义的开子集, 即 ∀p ∈ W , 都存在正常数 ε, 使得
Bδ(p; ε) ⊂ W , 其中 Bδ(p; ε) = {q|δ(p, q) < ε}. 令

Dp(ε) = {v ∈ TpM, ||v|| < ε}, B∇(p; ε) = exp∇(Dp(ε)).

令 exp∇
R

表示黎曼指数映射. 对于足够小的 ε, 有

exp∇
R

p (Dp(ε)) = Bd(p; ε).

此外 exp∇p : Dp(ε) → B∇(p; ε) 和 exp∇
R

p : Dp(ε) → Bd(p; ε) 都是微分同胚映射. 因此
B∇(p; ε) 是 (M,d) 中开子集. 注意, 若 γ 是法邻域 B∇(p; ε) 中连接 p, q 两点的 ∇-测地线, 则
有 δ(p, q) ≤ L(γ) < ε. 这意味着 B∇(p; ε) ⊂ Bδ(p, ε) ⊂ W . 所以 W 也是 d 定义的一个开子

集. �

3. Gauss 引理

引理 3.1. 䇴 (M,F , g) ᱥޞ⎁൦唄ᴲਬ⣬㔉ᶺ,∇ Ѱᒵѿ Bott 㚊㔒. 䇴 c(s) ᱥ TpM ѣࡦ৕⛯䐓

⿱⴮ㅿⲺᴨ㓵. 䇦 ρs(t) : [0, 1] → TpM ᱥ TpM ѣԄ৕⛯ࡦ c(s) Ⲻሺ㓵. Ԛ α(t, s) = exp∇(ρs(t))

ъ γ(t) = α(t, 0), ᴿࡏ

g(V (t), γ′(t)) = −
∫ t

0

g(T (V, γ′), γ′)dt. (3.1)
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其中 V (t) = dα( ∂
∂s
)(t,0) 是 α 沿着 ∇-测地线 γ 的变分向量场.

䇷᱄. 由题易得

0 =
dL[exp∇(ρs|[0,t])]

ds
|s=0 =

d

ds

∫ t

0

⟨α′(t, 0), α′(t, 0)⟩ 1
2 dt =

∫ t

0

V ⟨γ′, γ′⟩ 1
2 dt

=

∫ t

0

⟨γ′, γ′⟩
−1
2 V ⟨γ′, γ′⟩dt = 1

2
(L(γ′))−1

∫ t

0

V ⟨γ′, γ′⟩dt = (L(γ′))−1

∫ t

0

g(∇V γ
′, γ′)dt

= (L(γ′))−1

∫ t

0

[g(T (V, γ′), γ′) + g(∇γ′V, γ′) + g([V, γ′], γ′)]dt

= (L(γ′))−1g(V, γ′)|t0 + (L(γ′))−1

∫ t

0

[g(T (V, γ′), γ′) + g([V, γ′], γ′)]dt.

由于在 α 上

[
∂

∂t
,
∂

∂s
] = 0.

故最终可得

g(V (t), γ′(t)) = −
∫ t

0

g(T (V, γ′), γ′)dt. �

⌞䇦 3.2. 设 (M,F , g) 是全测地黎曼叶状结构,∇ 为广义 Bott 联络. 对于 v ∈ TpM , 假设 w ∈
Tv(TpM) 垂直于 v 且将 w 看作 TpM 中向量. TpM 中显然存在曲线 c(s) 使得 c(0) = v, c′(0) = w

且 c 中每点到 TpM 的原点的距离相等. 这种情况下, (3.1) 可以写成

⟨(dexp∇)tv(tw), (dexp∇)tv(v)⟩ = −
∫ t

0

g(T (V, γ′), γ′)dt. (3.2)

由此可得 Gauss 引理不成立, 但是它仍然适用于一些特殊的测地线.

引理 3.3. 䇴 (M,F , g) ᱥޞ⎁൦唄ᴲਬ⣬㔉ᶺ, ∇ Ѱᒵѿ Bott 㚊㔒. Ԛ ρ(t) = tv(t ∈ [0, 1]) ᱥ㔅

䗽 TpM ৕⛯Ⲻሺ㓵, w ∈ Tv(TpM) ᱥම⴪ӄ v Ⲻੇ䠅. 㤛 v ම⴪ᡌ v ≪ᒩ, ᴿࡏ

⟨(dexp∇)tv(tw), (dexp∇)tv(v)⟩ = 0, ∀t ∈ [0, 1]. (3.3)

䇷᱄. 要证 (3.3), 只需证 g(T (V, γ′), γ′) = 0.

(1) 因为 v 垂直, 所以 γ′ 也垂直, 即得 T (V, γ′) = 0, 得证；

(2) 因为 v 水平, 所以 γ′ 也水平, 即得

T (V, γ′) = −πV ([πH(V ), πH(γ′)])

是垂直的, 所以 g(T (V, γ′), γ′) = 0, 得证. �
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4. Hopf-Rinow 型定理

本节将证明定理 1.1. 在证明主要结果之前, 我们先给出以下结论.

引理 4.1. 䇴 (M,F , g) ᱥޞ⎁൦唄ᴲਬ⣬㔉ᶺ, ∇ Ѱᒵѿ Bott 㚊㔒. Ԛ x1, ..., xn ᱥ৕⛯ p Ⲻ⌋

ආḽ㌱, ൞ࡏ p ⛯䱺䘇ᆎ൞жѠ↙ᑮᮦ a, ֵᗍԱᝅⲺ ρ ൞ 0 ૂ a ҁ䰪, 䜳ᴿ

(1) U(p; ρ) ᱥ࠮Ⲻχ

(2) ሯӄԱᝅⲺ q ∈ U(p; ρ), ᆎ൞ q ⛯Ⲻ⌋ආḽ䛱ตऻ੡ U(p; ρ).

䇷᱄. 设 (x1, ..., xm) 为 W (⊂ M) 上的局部坐标, 点 p ∈ W 的切向量可表示成 ξi ∂
∂xi . 令 ε > 0,

给定点 p ∈ M , V ⊂ M 是 p 的邻域, 使得 u = {(q, v); q ∈ V, v ∈ TqM, |v| < ε}. 定义光滑映射
F : u → M ×M 为 F (q, v) = (q, exp∇q v). 用 (y1, ..., ym; ym+1, ..., y2m) 表示 W ×W 上的诱导坐标,
则有

F (x1, ..., xm; ξ1, ..., ξm) = (y1, ..., ym; ym+1, ..., y2m).

设 γv
q (1) 为测地线使得 γ(0) = q, γ′(0) = v, expqv = γv

q (1). 其中 γ(t) = (ym+1(t), ..., y2m(t)),
γ′ = dym+i

dt
∂

∂xi . 所以测地线满足 

d2ym+j

dt2
+ Γk

ij

dym+j

dt

dym+i

dt
= 0

ym+i(0) = xi

dym+i

dt
|t=0 = ξi

(4.1)

则 F 的局部坐标表示为  yi = xi

ym+i = xi + ξi − 1

2
Γk
ijξ

iξj · · ·
(4.2)

因此 F 在 (p, 0) 处的 Jacobi 矩阵为 (
I I

0 I

)

是非奇异的, 由反函数定理, F 是 (p, 0) 邻域内的局部微分同胚.

这意味着 TM 中存在 (p, 0)的一个邻域 u′ ⊂ u,使得 F 将 u′ 微分同胚映射到M ×M 中 (p, p)

的邻域 F (u′) 上. 那么对任意的 p, 都存在 a, 使得 U(p; a)× U(p; a) ⊂ F (u′). 又因为 0 < ρ < a, 所
以有 U(p; ρ)× U(p; ρ) ⊂ U(p; a)× U(p; a) ⊂ F (u′).

(1) 对于任意两点 q1, q2 ∈ U(p; ρ), 由于 F 是微分同胚, 故存在 v ∈ Tq1M, |v| < ε 使得
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F−1(q1, q2) = (q1, v) ∈ u′. 显然 q2 = expq1(v), 因此 γv(t) = expq1(tv) 为所求 ∇-测地线.

(2) 要证 U(p; ρ) 中每一点都有一个包含 U(p; ρ) 的法坐标邻域, 即证 ∀q ∈ U(p; ρ), exp∇q 是

Bε(0) ⊂ TqM 上微分同胚且 exp∇q (Bε(0)) ⊃ U .

∀q ∈ U(p; ρ), 有 {q} × U(p; ρ) ⊂ F (u′). 令 Bε(0) ⊂ TqM , 因为 F 是 u′ 上微分同胚映射, 所以
F ({q} ×Bε(0)) ⊃ {q} × U(p; ρ). 由 F 的定义有 exp∇q 是 Bε(0) 上微分同胚且

exp∇q (Bε(0)) ⊃ U(p; ρ). �

接下来我们证明定理 1.1.
䇷᱄. 给定点 p ∈ M 和 0 ̸= v ∈ TpM , 假设 γ 是满足

γ(0) = p, γ′(0) = v

的 ∇-测地线. 此时参数 t 和弧长成正比, 假设 [0, t0) 是使这样的 γ 存在的最大开区间. 因此, 若 t0

有限且 ti → t0, 那么当 i, j → ∞(i < j) 时, 有

δ(γ(ti), γ(tj)) ≤ L(γ|[ti,tj ]) = c|tj − ti| → 0.

其中 c 为正常数, 所以 {γ(ti)} 是 Cauchy 序列且在 (M, δ) 中有极限 q.

对于足够大的 i, γ(ti) ∈ U(q; ρ). 令 σ : [0, r0) → M 是满足

σ(0) = γ(ti), σ
′(0) = γ′(ti)

的 ∇-测地线且 [0, r0) 是使得 σ(t) 存在的最大开区间. 由引理 4.1 得, γ(ti) 有一个法坐标邻域包含
U(q; ρ). 因此 r0 > t0 − ti 且 γ(t0) ∈ σ. 从而 γ ⊔ σ 是一个光滑 ∇-测地线且 γ 可以拓展到 t0 以上,
与假设矛盾. �
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