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摘  要 

我们证明了带状域 ( ),0 1× 中不含浮力扩散具有Navier型滑移边界条件的二维Boussinesq方程在平衡

状态 ( )x20, 附近的全局适定性。值得一提的是，本文仅利用能量估计，方程自身结构以及 u1∂ 利普希茨

范数的衰减率即可获得低正则性结果。 
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Abstract 

We prove the global well-posedness for the 2D Boussinesq equations without buoyancy diffusion 
around the equilibrium state ( )x20,  in the strip domain ( ),0 1×  with Navier-type slip boun-
dary condition. It is worth mentioning that the results of low regularity are obtained using only 
the energy estimate, the structure of the equations and the decay rate of Lip norm of u1∂ .  
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1. 引言 

在本文中，我们研究了以下具有速度阻尼项的二维 Boussinesq 方程： 

2 0 , 0,
0,

div 0,

t

t

u u u u P e x t
u

u

∂ + ⋅∇ + +∇ −Θ = ∈Ω >
∂ Θ+ ⋅∇Θ =
 =

                        (1) 

其中 2Ω ⊆  ， ( )1 2,u u u= 表示流体的运动速度，P 是流体所受压力，Θ表示流体温度， 2e 表示二维空间

中垂直方向上的单位向量。这个系统通常用于模拟海洋环流和大气锋面等流体运动，相关物理背景在文

献[1]中有详细的讨论。 
近年来，稳定性问题受到了人们的广泛关注。对于全空间 2

 ，万[2]采用 two-tier 能量方法，先假设

高阶正则性得到低阶衰减性，然后再利用低阶衰减性来获得高阶正则性。对于有界区域[3] [4]，周期区域
2  [5]和带状域[6]，有相应的高阶稳定性结果。 

在本文中，我们感兴趣的是 Boussinesq 系统(1)在带状域中平衡状态 ( )20, x 附近的低阶稳定性。 

( ){ } 2
1 2 1 2: , | ,0 1x x x x xΩ = = −∞ < < +∞ < < ⊂                         (2) 

这里速度场满足 Navier 型滑移边界条件： 

( )( ) ( )( ), 0, , 0 , 0u n x t u x t t⋅ = ∇× = ∂Ω >在 上  

其物理意义是存在一个靠近边界的流体停滞层，它允许流体以与剪切应力成比例的滑移速度滑移。 
通过设 2xθ = Θ− ，我们得到系统(1)的扰动方程： 

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2 1 2

0 0

0, , 0,
0,

div 0,
0, , 0,

,0 , ,0 , ,

t

t

u u u u p e x t
u u

u
u u x t

u x u x x x x

θ
θ θ

θ θ

∂ + ⋅∇ − ∆ +∇ − = ∈Ω >
∂ + ⋅∇ + = =
∂ = = ∈∂Ω >

= = ∈Ω

                      (3) 

并且我们添加初始边界条件 0 0θ
∂Ω

= 来获得稳定性结果。 
注记 1：这里我们对所选择的边界条件作一些解释： 
由于 Navier 型滑移边界条件 ( )2 0u t

∂Ω
= ，(3)方程组的解 ( )tθ 在带状域的边界上遵循以下传输方程： 

1 1 0.t uθ θ
∂Ω∂Ω

∂ + ∂ =  

如果选择条件 0 0θ
∂Ω

= ，那么只要解存在，初始边界条件就会随时间保持下来，即 ( ) 0tθ
∂Ω

= 。 
为了消除压力项，我们也考虑涡度方程。 
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1

2

0, , 0,
0,

0, , 0.

t

t

u x t
u u

x t

ω ω ω θ
θ θ

ω

∂ + ⋅∇ − ∆ − ∂ = ∈Ω >
∂ + ⋅∇ + =
 = ∈∂Ω >

                         (4) 

注记 2：由于 div 0u = ，速度场可以被流函数表示： 

( )2 1, ,u ψ ψ= ∂ −∂  

那么 

, ,
0, .

x
x

ψ ω
ψ
−∆ = ∈Ω
 = ∈∂Ω

                                   (5) 

通过椭圆估计，我们得到 

0,1, 2 .,k kH Hu kω∇ =                                (6) 

符号说明：在本文中， ,⋅ ⋅ 用来表示 2L 空间上的内积，为简明起见，我们令 

, 1, 2i
i

i
x
∂

∂ = =
∂

 

我们还将使用 A B 来表示 A CB≤ 对某个绝对常数 0C > 成立，该常数在不同式子中可能是不同的。 

2. 带状域中的先验估计 

为了证明具有 Navier 型滑移边界条件的系统(3)或(4)的全局适定性，关键是对系统(3)或(4)的解建立

全局一致的先验估计。 
我们首先引入如下的能量 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1

2 2
: ,

H H
t u t tθ

Ω Ω
= +  

以及耗散能量 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2
1: .

H L
t u t tθ

Ω Ω
= ∇ + ∂  

则我们有下述一致估计： 
性质 1：假设系统(3)的解 ( ),u θ 满足 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1

2 2 2
0

0
s .up

H Ht T
u t t cθ

Ω Ω≤ ≤
+ ≤  

若 0c 充分小，则存在某正常数 0 0C > 使得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1
2 2

0 0 0 10 0
d d

t t

H H L
t s s C u t u s sθ ∞Ω Ω
+ ≤ + + ∂∫ ∫    

对任意的 [ ]0,t T∈ 成立。 
证明：性质 1 的证明基于以下几个细致的能量估计步骤。 

2.1. ,u θ 的 2L 估计 

因为在带状域边界 ∂Ω上满足 2 2 1 0u u θ= ∂ = = ，我们分别用 u 和θ 与(3)1、(3)2 式做 2L 内积，分部积

分得 

( )2 2 2
2 2 2 0,1 d

2 d L L Lu
t

uθ+ + ∇ =                               (7) 
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这里 [ ]0,t T∈ 。 

2.2. ω 和 θ∇ 的 2L 估计 

由于 Navier 型滑移边界条件，在 ∂Ω上 0ω θ= = ，因此我们关于方程(4)1 和ω 做 2L 内积。然后，通

过把梯度算子∇作用到方程(4)2 上并作新方程和 θ∇ 的 2L 内积来得到 

( ) ( )2 2 2
2 2 21 d , ,

2 d L L L u
t

ω θ ω θ θ+ ∇ + ∇ = − ∇ ∇ ⋅∇                       (8) 

这里我们用到 

2 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1

1 1 2 1 2 1 1

, , ,

, ,

, , , .

u u u

u u

u u

θ θ θ

θ θ

θ θ θ ω

∇ ∇ = ∂ ∂ + ∂ ∂

= ∂ ∂ − ∂ ∂

= ∂ ∂ − ∂ ∂ = ∂

 

对于非线性项，利用在边界 ∂Ω上 2 0u = ，我们有 

( )
1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

21 22 23

, ,

, , ,
: .

u u

u u u
I I I

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

− ∇ ∇ ⋅∇ = − ∇ ∇ ⋅∇

= − ∇ ∇ ∂ − ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂

= + +

 

对于 21I 和 22I ，我们有 

( )2 2 2 2 2
2 2

21 22 1 1 .L L L L H LI u uI θ θ θ θ∞+ ∇ ∇ ∂ ∇ ∇ + ∂                     (9) 

对于 23I ，使用 div 0u = ，我们可以得到 

2
2

23 2 1 1 2 1 1, .L LI u uθ θ θ∞= ∂ ∂ ∂ ∂ ∇                            (10) 

2.3. tω 的耗散估计 

我们关于方程(4)1 和 tω 做 2L 内积得到 

( )
( )

2 2
22

1 1 2

1

1 d 2 , ,
2 d

, , ,

tL L

t

u
t

u u

ω ω θ ω ω

ω ω ω θ

∇ − ∂ + − ∂

= − ⋅∇ + ∂ ⋅∇
                        (11) 

其中我们用到 

( )

1 1 1

1 1 2

d, , ,
d
d , , .
d

t tt

u u
t

ω θ ω θ ω θ

ω θ ω θ

− ∂ = − ∂ + ∂

= − ∂ − ∂ + ⋅∇
 

现在我们估计(11)右端的非线性项 

( )

( ) ( )
2 2 22

1 2 2 2 12

1

1

1

2 2 2 2

, ,

, ,

,

t

t

t L L L L LL

tH L L L HL

u u

u u

u u

u u

ω ω ω θ

ω ω ω θ

ω ω ω θ

ω ω θ ω

∞ ∞

− ⋅∇ + ∂ ⋅∇

= − ⋅∇ − ∂ ⋅∇

∇ + ∂ ∇

∇ + ∇ + ∇ ∇ + ∇





 

这里我们用到庞加莱不等式 
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2 2 12 2
12 22 2

1

1 1
2 2

2 2 .
xx xx x

x

L L L L HL L
L

u u u u u u∞ ∞

∞

∂ + ∂ ∇                     (12) 

2.4. θ1∂ 的耗散估计 

由于在边界 ∂Ω上 0ω θ= = ，因此我们关于方程(4)1 和 1θ−∂ 做 2L 内积。然后，我们把梯度算子∇作

用到方程(4)2 上，并对新方程和 2u−∇ 做 2L 内积得到 

( )

2 2
2 2

1 1 1 2

1 2

d , ,
d

, , .

L Lu
t

u u u

ω θ θ θ ω

θ ω θ

∂ + ∂ − ∂ ∆ − ∇

= ∂ ⋅∇ + ∇ ∇ ⋅∇
                         (13) 

现在我们估计(13)右端的非线性项。由于在边界 ∂Ω上 2 0u θ= = 以及利用庞加莱不等式，我们得到 

( )

( )( )
2 2 2 2

2 2 2 1

1 2

1 2

1

2 2
1

, ,

, ,

.
L L L L L L

H L L H

u u u

u u u

u u u

u u

θ ω θ

θ ω θ

θ ω θ

θ θ

∞ ∞

∂ ⋅∇ + ∇ ∇ ⋅∇

= ∂ ⋅∇ − ∆ ⋅∇

∂ ∇ + ∆ ∇

+ ∇ ∂ + ∇





                        (14) 

2.5. ω2∇ 的耗散估计 

为了获得ω 的 2H 估计，我们将(4)1 重写为 

1 , ,
0, .

t u x
x

ω ω θ ω
ω
−∆ = − + ∂ − ⋅∇ ∈Ω
 = ∈∂Ω

                           (15) 

然后由椭圆估计得到 

2 222

2 22

2 22

2
1

1

1 0 .

t L LLL

t L L LL

t L LL

u

u

c

ω ω θ ω

ω θ ω

ω θ ω

∞

∇ + ∂ + ⋅∇

+ ∂ + ∇

+ ∂ + ∇







 

如果 ( )0 0,1c ∈ ，则我们得到 

222
2

1 .t LLL
ω ω θ∇ + ∂  

2.6. 先验估计的封闭 

由于 ( )0 0,1c ∈ ，通过庞加莱不等式，椭圆估计(6)和步骤 2.5，能够存在一个正常数 1c 使得 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
2 2 2 2 2

2 1 1 2 1

2 2 2 2 22 3
1 1

2 2 2 2 2
1 1

2 , ,L L L L L

L H H H H

u

c u c u

θ δ ω θ δ ω ω θ δ ω θ

θ ω θ

+ + + ∇ + ∇ − ∂ − ∂

≥ + + ≥ +
 

以及 

( ) ( )
( )
( )

2 2 2 22

2 2 1

2 2

22 2 2 22 3
1 2 1 1 2

2 2 2
1 1

2 2
1 1

2 2 2 , 2 ,tL L L LL

L L H

H L

u u u

c u

c u

δ ω δ ω ω δ θ θ ω

θ ω

θ

∇ + ∇ + − ∂ + ∂ − ∂ ∆ − ∇

≥ ∇ + ∂ + ∇

≥ ∇ + ∂
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对充分小的 0δ > 成立。 
于是，我们推导出 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 22 1

2 1

2 2 2 2
10

2 2
0 0 1 00 0

d

d d

t

H LH H

t t

H H L

u t t u s

C u t u s s Cc s s

θ θ

θ ∞

+ + ∇ + ∂

≤ + + ∂ +

∫

∫ ∫ 
 

对于任意的 [ ]0,t T∈ 成立。 
最后，通过取 0c 使得 0 1 2Cc ≤ ，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
2 2

0 0 0 10 0
d d

t t

H H L
t s s C u t u s sθ ∞+ ≤ + + ∂∫ ∫    

对正常数 0C 成立，于是我们完成性质 1 的证明。 

3. 带状域中的整体稳定性 

通过观察性质 1，我们发现如果 

( )10
d ,

t

L
u s s ε∞∂∫   

则可以利用连续性方法证明系统(3)的全局存在性(值得注意的是，系统(3)的全局存在性即系统(1)在

( )20, x 附近的全局稳定性)。 
本文的主要结果如下。 
定理 1：假设 ( ) ( )2

0
1

0,u H Hθ∈ Ω ∈ Ω 在 ∂Ω上满足 0 0θ
∂Ω

= ，如果 

( ) ( )2 1
2 2 2

0 0H Hu θ
Ω Ω
+ ≤   

对充分小的 都成立，并且 1u∂ 的利普希茨范数存在如下的衰减 

( )10
d ,

t

L
u s s ε∞∂∫   

则 Boussinesq 系统(3)就有唯一的全局解 

[ ) ( )( ) [ ) ( )( )2 10, ; , 0, ; ,u C H C Hθ∈ +∞ Ω ∈ +∞ Ω  

且存在常数 0 0C > 使得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 1 2 2

2 1

2 2 2 2
10

2 2
0 0 0

d
t

H H H L

H H

u t t u s s s

C u

θ θ

θ

Ω Ω Ω Ω

Ω Ω

+ + ∇ + ∂

≤ +

∫
 

对所有 0t > 成立(说明：这里我们对初值仅要求低阶正则性)。 

4. 结论 

在本文中，我们研究了仅具有速度场耗散的二维 boussinesq 方程在 Navier 滑移边界情形下，稳态解

附近低正则空间中的稳定性。 
主要创新点在于：一、从方程的结构来看，速度场和温度场正则性不同，我们通过考虑涡度方程来

进行转化；二、由于边界的出现，我们引入不改变边界条件的时间导数，后续再采用 Stokes 估计来获得

速度场的二阶正则性；三、由于扰动方程中温度场仅具有弱耗散，我们利用精细的各向异性能量估计来

处理非线性项。值得主要的是，本文与参考文献[6]的主要区别在于对初值的正则性要求更低。 
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今后，对于 Navier 滑移边界条件，我们希望通过预解估计获得 1 Lu ∞∂ 的衰减速率，从而去掉定理中

利普希茨范数的条件，直接获得整体适定性。此外，对于更具有物理意义的非滑移边界条件，也期待能

够获得整体适定性结果。 
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