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摘  要 

本文研究具有最大密度限制的可压Navier-Stokes方程，其中，最大密度限制是由一个奇性的压强项给定

的。利用带有参数K的Brenner模型，我们构造了Navier-Stokes方程的逼近解。为了处理压强的奇性，

引入一个逼近压强 p ,θ δ ，其中 ,θ δ 为逼近参数。当这些参数 K , 0,θ δ → 时，我们证明逼近解收敛到Navier- 
Stokes方程的耗散测度值解。 
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Abstract 
This paper considers the compressible Navier-Stokes equation with maximum density constraint, 
where the maximum density constraint is imposed by a singular pressure term. Approximate so-
lutions of the Navier-Stokes equation are constructed using the Brenner model with a parameter K. 
To deal with the singularity of pressure, an approximate pressure p ,θ δ  is introduced, where ,θ δ  
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are the approximate parameters. When K , 0,θ δ → , we show that the approximate solutions 
converge to the dissipative measure-valued solution of the Navier-Stokes equation. 
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1. 引言 

在本文中，主要研究定义在 ( )0, , 0T T×Ω > 上的带有奇性压强项的可压 Navier-Stokes 方程： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )0 0 0|t 0

div 0,

div div 0,

, , ,

t x

t x x xp

ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ
=

∂ + =

 ∂ + ⊗ +∇ − ∇ = 
=



u

u u u u

u u

                (1) 

这里，Ω是 dR 的有界开子集( 2d = 或 3)，并且满足李普希茨边界条件。 0ρ ≥ 和 ( )T
1, , du u= �u 分别

是流体的密度和速度。另外，速度u 还满足齐次狄利克雷边界条件： 

| Ω 0.∂ =u                                       (2) 

我们将粘性张量表示为： 

( )( ) 2div div div , 0, 0.
3

t
x x x x xµ η µ η ∇ = ∇ +∇ − + > ≥ 

 
其中  u u u u u  

我们要求密度具有最大值 *ρ ，这通过引入一个有奇性的压强项实现[1] [2] [3] [4] 

( )
( )

*

*

, 1.p
γ

γ

ρ ρ
ρ γ

ρ ρ
= >

−
                              (3) 

由压力具有奇性导致密度不能超过 *ρ ： 

( ) ( ) ( )*0 , , a.e. , 0, .t t Tρ ρ≤ < ∈ ×Ωx x                            (4) 

假设初始值 0 0,ρ u 满足 

( ) ( )1
0 * 00 a.e in , ,p Lρ ρ ρ≤ < Ω ∈ Ω  

( )( ) { }0

2
0 0 0 0 0, 0 a.e in ,

d
L >∈ Ω = Ωρρ ρ 1u u                          (5) 

{ } ( )
0

2 1
0 0 0 ,Lρρ > ∈ Ω1u  

0 0 *
1 d .M yρ ρ

Ω
= <
Ω ∫                                   (6) 

在本文中，我们要求解满足分布意义下的能量不等式： 
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( ) ( )21 d : d d 0,
2t x xP x x tρ ρ

Ω Ω

   ∂ + + ∇ ∇ ≤   ∫ ∫ u u u                     (7) 

这里， ( )P ρ 为压强势 

( ) ( )
20

: d .
p z

P z
z

ρ
ρ ρ= ∫                                  (8) 

Diperna 首先在[5]中介绍了满足守恒律的偏微分方程的测度值解。在无粘性流体动力学领域，[6] [7] 
[8]给出各种模型测度值解的存在性。Neustupa 在[8]中研究了(1)的测度值解，但是并没有涉及能量。为了

弥补这一点，Feireisl 在[9]引入一个耗散测度值(DMV, dissipative measure-valued)解的概念，给出了一个

研究 Naiver-Stokes 方程的框架。不同于常见的弱解，DMV 解可对较广泛的 γ 值存在[9]。而且一系列逼

近模型和数值格式可被说明收敛于 DMV 解，并且耗散测度值解满足弱强唯一性原理[9]。弱强唯一性原

理是指只要存在经典解，DMV 解与具有相同初值的经典解保持一致。这一原理对于不可压的纳维–斯托

克斯方程在[10]和[11]中给出了证明。 
目前，研究关于有最大密度限制(1.3)的纳维–斯托克斯方程的论文较少。在文献[1]中对交通流模型

进行了这样限制，其中压强项为 ( ) ( )p pρ ρ=  ，p 满足(3)，为模型参数，文中主要研究奇性极限 0→ 。

文献[3]分析了具有最大密度约束 ( ) ( )p pρ ρ=  的自驱动个体的宏观模型。在这两篇文献中都将两相(自
由/拥塞)模型视作为模型随 0→ 得到的极限。根据[12]中提到的术语，称该极限模型为硬拥塞模型(hard 
congestion model)，相反地，称 0> 的模型为软拥塞模型(soft congestion model)。[3]研究了一个自组织宏

观流体模型 0→ 的一维黎曼问题。[2] [4]分别对欧拉系统和自组织流体动力学模型进行了软拥塞模型的

数值实验。[13]中获得了关于多维纳维–斯托克斯方程的硬拥塞模型和软拥塞模型的严格结果，并严格证

明了 0→ 极限。在[14]中，分析了纳维–斯托克斯方程的软拥塞模型的数值格式。[15]研究了在 exterior 
domain 中类似的具有软拥塞的纳维–斯托克斯方程，并证明了弱解的存在性。[12]研究了一维欧拉方程

的软拥塞模型，详细介绍了奇性压力对光滑解爆破的影响，还证明了光滑解的奇性极限趋于硬拥塞的欧

拉方程。在[16]中，证明了软拥塞欧拉系统二维黎曼问题的容许弱解的非唯一性，其中初始值与[18]一致。 
本文的目的是利用 Brenner 模型构造近似解收敛到纳维–斯托克斯方程(1) (2)的耗散测度值解。相比

于[13] [14]中的弱解，利用耗散测度值解可给出一个更简易的证明。 
由于压强具有奇性，我们需要引入一个截断参数 ( )0,1δ ∈ 和人为的压力项 Jθρ ，其中 J 是足够大的正

数，具体值在后续给出。给定近似压强 ,pθ δ 满足 

( ) ( )

( )

*
*

, *

1
*

0 *1

, 0 ,

, ,

Jp

C

γ γ

γ
θ δ

γ
γ

γ

ρ ρ
ρ ρ δ

ρ ρρ θρ
ρ

ρ δ ρ ρ δ
δ

+

+


< ≤ −

−= + 


− > −

                     (9) 

其中 ( ) ( )
1

* *
0 *1C

γ γ
γ

γ γ

ρ ρ
δ ρ δ

δ δ

+

+

 
= − − 
 

。需要注意的是在 *ρ ρ δ> − 时， ( )
1

*
01 0C

γ
γ

γ

ρ
ρ δ

δ

+

+ − ≥ 。这种截断的灵感 

来自[13] [14]中具有拥塞的纳维–斯托克斯方程中的压强截断。将(8)中 p 替换成 ,pθ δ ，可以给出与近似

压强对应的压强势 ,Pθ δ 的定义。其准确的表达式将在后面给出。 
为了研究系统(1)的测度值解，我们考虑 Brenner 在文献[17]中提出的粘性可压流体模型。对固定的

, 0, 0Kθ δ > > ，Brenner 模型具有下列形式 

( )div ,t x Kδ δ δ δρ ρ ρ∂ + = ∆u                                (10) 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),div div div ,t x x x x xp Kδ δ δ δ δ θ δ δ δ δρ ρ ρ ρ ∂ + ⊗ +∇ = ∇ + ⊗∇  u u u u u  

且满足相关边界条件 

Ω Ω
0, 0.x

δ δρ
∂ ∂
= ∇ ⋅ =u n  

此外，方程(10)的光滑解满足完全的能量平衡 

( ) ( ) ( )2 21 d : d 0.
2t x x xP x KP xδ δ δ δ δ δ δρ ρ ρ ρ

Ω Ω

   ′′∂ + + ∇ ∇ + ∇ =     ∫ ∫ u u u          (11) 

我们首先要证明对固定的 0K > ，当 , 0θ δ → ，该方案存在一组弱解 ,K Kρ u 。再让 0K → ，由弱解

{ },K Kρ u 可得带有奇性压强 p 的纳维–斯托克斯方程系统的耗散测度值解。 

定理 1.1. 假设Ω是 2R 或 3R 上的规则的有界区域，若对初始值{ }0 0,ρ u 有 ( )2
0 0 0

1 d
2

P xρ ρ
Ω

+∫ u 有界，

则方程存在耗散测度值解 

( ) [ )( )( ), weak , ,0, ; 0, , ; , ; ,N
t x t x t xL T R τ ρ∞∈ ×Ω ∞ × ≡ ≡    v u  

详细定义见定义 2.2，且满足初始值 ( ) ( )0 00, ,x x xρδ= m 。 

2. 定义及引理 

在此节中介绍基础的符号与定义以及其后证明所需的引理。 

2.1. 符号和定义 

定义 2.1. (弱形式，见[18]中定义 2.1) 对于(1) (2)，有下列弱形式： 
对任意 [ ] [ ]( )10, , 0,s T C Tϕ∈ ∈ ×Ω 有 

[ ]
00

d d d ;
t s

t xt

s
x x tρϕ ρ ϕ ρ ϕ

=

Ω Ω=
  = ∂ + ⋅∇ ∫ ∫ ∫ u                       (12) 

对任意 [ ] [ ]( )10, , 0, ; Ns T C T R∈ ∈ ×Ωϕ 有 

( ) ( )

( )
00

0

d : div d d

: d d .

t s

t x xt

x x

s

s

x p x t

x t

ρ ρ ρ ρ
=

Ω Ω=

Ω

   ⋅ = ⋅ ∂ + ⊗ ∇ +  

 − ∇ ∇ 

∫ ∫ ∫

∫ ∫ 

u u u u

u

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ
            (13) 

注 2.1. 对于近似压强 ( ),pθ δ ρ 有类似的定义。 
关于能量不等式，对任意 [ ] [ ]( )10, , 0, , 0s T C Tϕ ϕ∈ ∈ ×Ω ≥ 有 

( )

( ) ( ) ( )

( )

2

0

2 2

0

0

1 d
2

1 1 d d
2 2

: d d .

t s

t

t
s

s

x x

x x

P x

P P p x t

x t

ρ ρ ϕ

ρ ρ ϕ ρ ρ ϕ ρ ϕ

ϕ

=

Ω
=

Ω

Ω

  +    

    ≤ + ∂ + + ⋅∇ + ⋅∇        

 − ∇ ∇ 

∫

∫ ∫

∫ ∫ 

u

u u u u

u

         (14) 

定义 2.2. (耗散测度值解，见[9]中定义 2.1) 我们称{ } ( ), 0, ,t x t T x∈ ∈Ω
 为方程(1)的耗散测度值解，如果概

率测度 

{ } ( ) ( ) [ )( )( ), weak , ,0, ,
0, ; 0, , ; , ; ,N

t x t x t xt T x
L T R τ ρ∞

∈ ∈Ω
∈ ×Ω ∞ × ≡ ≡    v u  
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初始条件为 ( )0,x ∈   。存在耗散缺陷( dissipative defect ) ( )0, , 0L T∞∈ ≥  ，其中 表示概率测

度集，使得该测度满足 
• 连续方程 存在测度 [ ] ( )( )1 0, ;Cr L T∈ Ω  ( )1 0,L Tχ ∈ 使得对几乎所有的 ( )0,s T∈ 和每个 

[ ]( )1 0,C Tϕ∈ ×Ω 有 

( ) ( ) ( ) ( )1;C
x Cr s s sϕ χ ϕ

Ω
∇ ≤   

和 

, , ,0 00
; d ; ; d d ; d .

t s C
t x t x t t x xt

s
x

s
x x t r t

=

Ω Ω=
   = ∂ + ⋅∇ + ∇  ∫ ∫ ∫ ∫  τ ϕ τ ϕ τ ϕ ϕv        (15) 

• 动量方程 速度u 满足 ( )( )2 1,2
, 0; 0, ; ; N

t x L T W R= ∈ Ωu v ，存在测度 [ ] ( )( )1 0, ;Mr L T∈ Ω 和 ( )1 0,L Tξ ∈
使得对几乎所有的 ( )0,s T∈ 和每个 [ ]( )1

Ω0, ; , 0NC T R
∂

∈ ×Ω =ϕ ϕ 有 

( ) ( ) ( ) ( )1;M
x Cr s s sξ

Ω
∇ ≤ ϕ ϕ  

和 

( ) ( )

( )

, 0

, , ,0

0 0

; d

; ; : ; div d d

: d d ; d d .

t s

t x t

t x t t x
s

x t

s s

x x

M
x x x

x

p x t

x t r x t

τ

τ τ τ

=

Ω =

Ω

Ω

 ⋅ 

 = ⋅ ∂ + ⊗ ∇ + 

 − ∇ ∇ + ∇ 

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫



  

v

v v v

u

ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

           (16) 

• 能量不等式 对于所有 ( )0,s T∈ 有 

( ) ( ) ( )2
, 0

0

1; d : d d 0.
2

s
t s

t x x x
t

P x x t sτ τ
=

Ω Ω
=

    + + ∇ ∇ + ≤      
∫ ∫ ∫  v u u           (17) 

• Poincaré’s inequality 成立：对几乎所有的 ( )0,s T∈ 有 

( )2
,0

; d d .t x P
s

x t c s
Ω

− ≤∫ ∫  v u  

注 2.2.对于近似压强 ( ),pθ δ ρ 有相似的定义。 
定义 2.3. (见[19]) 对于 1L 函数列{ }jf ，若给定 0> ，存在 0ω > (仅依赖  )满足 E < 使得对所有的

j 有 
( ) djE

f x x <∫   

那么称函数列{ }jf 是等可积的。 
定义 2.4. (见[13]) 假设Ω是 3 上的有界李普希茨区域，则存在线性算子 ( )1 2 3, ,Ω Ω Ω Ω=    满足下列

性质： 

( ) ( )( )31,
0: ,1 ;p pL W pΩ Ω → Ω < < ∞  

( )( ) ( )div a.e. in , ;pf f f LΩ = Ω ∈ Ω  

( ) ( ) ( ) ( ), ,1 ;pp LL
f c p f pΩ ΩΩ

∇ ≤ Ω < < ∞  

若 ( )divf g= ，这里 ( ) ( ) ( ),div ,1p qg L g L q∈ Ω ∈ Ω < < ∞，则 ( ) ( ) ( ) ( ), qq LL
f c q gΩ ΩΩ

≤ Ω ，其中 

( ) ( ) ( ){ }: d 0p pL f L f y y
Ω

Ω = ∈ Ω =∫ ，并且称为 Bogovskii 算子。 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.125231


李婷婷，华嘉乐 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.125231 2268 应用数学进展 
 

2.2. 引理 

引理 2.1. 对于形如(9)的 ,pθ δ 有 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

*1

,
*

1
**

1 0 *1
*

, 0 ,
1 11

1
, ,

1

JP
J

C C

γ

θ δ

γ
γ

γ

ρ ρ ρ δ

γθ ρ ρρ ρ

ρ ρ δρ
ρ δ ρ δ ρ ρ δ

ρ δγ δ

−

+

+

 < ≤ −
  − − = +  

−   − − − − > −  −−  

     (18) 

其中 

( ) ( ) 11 1
** *

1 1 1 .
1

C
γγ γ

γ γ

ρ δρ ρ
δ

γδ δ

−+ −

+ −

− 
= −  − 

 

且 ( ),pθ δ ρ 关于 ρ 是一阶连续的， 

( )

*1
2,

1
*

1
1*

*1

, 0 ,
1 1

d
d

, .

Jp J

γ
θ δ

γ
γ

γ

γ ρ ρ δ

ρ
ρ θ ρ ρ ρ

ρ
γρ

ρ ρ ρ δ
δ

+

−

+
−

+

 < ≤ −
  −  = +   


 > −

                      (19) 

注 2.3. 比较(9)，(18)可知，在 ρ 较接近 *ρ 的区域，由 ,Pθ δ 的一致界不能得到 ,pθ δ 的一致界，这是最

大密度限制带来的难点。 
引理 2.2. (见[9])对于方程(10)，通过对能量平衡(11)关于时间 t 积分得到下列先验估计： 

[ ]
( )( )

[ ]
( )( ),

0, 0,
sup , d sup log , d ,K K K

s T s T
P s x c s x cθ δ δ δ δρ ρ ρ

Ω Ω∈ ∈
⋅ ≤ ⇒ ⋅ ≤∫ ∫  

[ ]
( )

2

0,
sup , d ,K K

s T
s x cδ δρ

Ω∈
⋅ ≤∫ u                                 (20) 

( ) 2 2

0 0 0
: d d d ,x K x K

T T T
x K Kx c x c x cδ δ δ δ

Ω Ω Ω
∇ ∇ ≤ ⇒ ∇ ≤ ⇒ ≤∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ u u u u  

( )( ),
2

0
d .

K
x K

K

T p
K x c

θ δ δ

δ
δ

ρ
ρ

ρΩ

′

∇ ≤∫ ∫                              (21) 

注 2.4. 这些有界性在 0, 0, 0K θ δ→ → → 是一致成立的。 
另一方面，由于 

( ) ( ) ( )
,

,
20

d ,
1

J

K

p z
P z

Jz

δ θ δ
ρθ δ δ δ δθρ ρ ρ= ≥

−∫                         (22) 

所以 δρ 在 ( )( )0,JL T ×Ω 上对 ,K δ 一致有界，但对θ 不是一致的。 
我们还需要关于 Young 测度的两条引理。 
引理 2.3. (见[19])给定 NΩ∈R 是可测集， : m

jz Ω→ R 是可测函数并且满足 

( )sup d ,j
j

g z x
Ω

< ∞∫  

其中 [ ) [ ]: 0, 0,g ∞ → ∞ 是连续非减函数并且 ( )lim
t

g t
→∞

= ∞，那么存在一个子列(不重新标记)以及一族概率测 
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度 { }x x
ν ν

∈Ω
=  (相关的参数测度)使得对任意 Carathéodory 函数 ( ),xψ λ ，若函数列 ( )( ){ }, jx z xψ 在空间

( )1L Ω 中弱收敛，则弱极限为函数 

( ) ( ) ( ), d .m xx xψ ψ λ ν λ= ∫R  

注 2.5. 若函数 ( ) *, : mxψ λ Ω× →R R 关于 x 是可测函数，关于 λ 是连续函数，则称 ( ),xψ λ 为

Carathéodory 函数(见[19])。 
注 2.6. 引理 2.3 中取 ( ) , 1pg t t p= > ，则 ( )pL Ω 中的所有有界函数列都存在能够产生参数测度的子列。

但对于 ( )1L Ω 中的一致有界函数列不一定能得到这种弱收敛性。比如 ,pθ δ 和 ( )δ δ δρ ⊗u u 。为此需要下列

引理。 
引理 2.4. (见[9]) 设给定等可积的函数列{ } 1n n

Z ∞

=
， : N

n Q →Z 产生 Young 测度 ,y y Qν ∈ ，其中
MQ ⊂  为有界区域。令 

[ ): 0,NG → ∞  

为连续函数且使 

( ) ( )1
0

sup n L Qn
G

≥
< ∞Z  

并且令 F 是连续的且使 ( ) ( ): ,NF R F G→ ≤ Z Z ，对所有的 N∈Z 记 

( ) ( ), d , , dy yF F ZF Gy G G Z yν ν∞ ∞= − = −��  

其中 ( ) ( ),F Q G Q∈ ∈��   分别是 ( ){ } ( ){ }1 1
,n nn n

F G
≥ ≥

Z Z 在 ( )Q 中的弱∗极限，则 

.F G∞ ∞≤  

3. 定理证明 

为证明(10)的解在 0, 0K δ→ → 时收敛到 Navies-Stokes 方程的测度值解，我们需要证明逼近解关于

参数 , ,Kδ θ 的一致估计。由引理 2.2 已经得到部分估计。但不同于[9]，在最大密度限制下，不能从 Pδ 的
1L 估计中得到 pδ 的 1L 估计。因此类似[13]我们定义测试函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0, , 0, , 0,t x t t C Tδ δϕ ψ ρ ρ ψ ψ∞= − ∈ ≥  

其中
1 dyδ δρ ρ

Ω
=
Ω ∫ ，是 Bogovskii 算子。 

对动量方程乘以上述测试函数得到 

( )( )
( ) ( )

,
0

0 0
3

0

1

d d

d d : d d : d d

.

T

T T T
t x

ii

p x t

x t x t x t

I

θ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ

ψ ρ ρ ρ

ρ ϕ ρ ϕ ϕ

Ω

Ω Ω Ω

=

−

= − ⋅∂ − ⊗ ∇ + ∇ ∇

=

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
∑

u u u u            (23) 

接下来证明，从(20)中得到的先验估计可以控制表达式的右边。事实上，对于第一项可以写作 

( ) ( )1 0 0
d d d d .t

T T
I x t x tδ δ δ δ δ δ δ δψ ρ ρ ρ ψρ ρ ρ

Ω Ω
′= − ⋅ − − ⋅∂ −∫ ∫ ∫ ∫ u u  

取 3J > ，由(22)和 Bogovskii 算子性质，并结合质量方程可以得到 
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( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 6 6 5

3 6 6 5

3 6 3 6

1 0

0

2 2 2

0 0

d

div d

d d

.

T

T

T

L L L

L L L

L L L

T

L

I C t

C t

C t C t

C

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω

≤ ∇ −

+

≤ +

≤

∫

∫

∫ ∫





δ δ δ δ

δ δ δ δ

δ δ δ δ

ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

u

u u

u u

 

这里 C 为常数，为了记号方便起见，我们将不对 C 进行区分，但它们指代的是不同常数。 
相似地，对于第二项有 

( ) ( )2 0
: d d .

T
I x tδ δ δ δ δψρ ρ ρ

Ω
= ⊗ ∇ −∫ ∫ u u  

因此 

( )
( ) ( )3 6

2

2 0

2 2

0

d d

d .

T

T

L L

I C x t

C t C

δ δ δ δ

δ δ

ρ ρ ρ

ρ

Ω

Ω Ω

≤ ∇ −

≤ ≤

∫ ∫

∫

u

u
 

对于压力张量 3I 有 

( ) ( )2 23 0
d .

L L

T
I C t Cδ δρ

Ω Ω
≤ ∇ ≤∫ u  

整合这些估计可以证明(23)的左边对 , Kδ 是一致有界的。现在，将(23)式左边项分成下述两个部分 

( )( )
( )( )
( )( )

* 0

* 0

,
0

,
0

2

,
0

2

d d

d d

d d .

T

T

M

M

T

p x t

p x t

p x t

δ

σ

θ δ δ δ δ

θ δ δ δ δ
ρ

ρ

θ δ δ δ δ
ρ

ρ

ψ ρ ρ ρ

ψ ρ ρ ρ

ψ ρ ρ ρ

Ω

+ Ω < 
 

+ Ω ≥ 
 

−

= −

+ −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

1

1

                       (24) 

在第一个积分中， ( ),pθ δ δρ 不在奇点 *ρ 附近，所以该积分是有限的。对于第二项积分有 

( )( )

( )

* 0

* 0

,
0

2

,* 0
0

2

d d

d d .
2

T

M

T

M

p x t

M p x t

δ

δ

θ δ δ δ δ
ρ

ρ

θ δ δ
ρ

ρ

ψ ρ ρ ρ

ρ
ψ ρ

+ Ω ≥ 
 

+ Ω ≥ 
 

−

− ≥  
 

∫ ∫

∫ ∫

1

1
                       (25) 

结合(6)和 ( ),pθ δ δρ 定义得 

( ),
0

d d
T

p x t Cθ δ δρ
Ω

≤∫ ∫  

并且由第一项积分的控制得到 

( ),
0

d d
T

p x t Cδ θ δ δρ ρ
Ω

≤∫ ∫  

从而得到 ,pθ δ 的 1L 有界。注意到上述证明中用到引理 2.3 中的各一致有界，故 ,pθ δ 的 1L 模对 ,K δ 一

致有界，但不对θ 一致有界。 
另一方面，由引理 2.3 得 

( ), d ,P x Cθ δ δρ
Ω

≤∫  
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经过简单计算得 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) { }

*

*

, ,

1
**

1 01
*

1 1
* *

*1

d d

d
1

meas ,
1

C P x P x

C C x

δ

δ

θ δ δ θ δ δ
ρ ρ δ

γ
γ

γρ ρ δ

γ γ
δ

γ

ρ ρ

ρ ρ δρ
ρ δ ρ δ

ρ δγ δ

ρ δ ρ
ρ ρ δ

γ δ

Ω ≥ −

+

+≥ −

− −

−

≥ ≥

 − −
≥ − −  −−  

−
≥ ≥ −

−

∫ ∫

∫  

这里 {}meas ⋅ 是通常的勒贝格测度。所以，当 *
δρ ρ δ≥ − ，随着 0δ → ，该集合的测度收敛到 0。 

{ } ( )
( )

1

* 1 1
* *

1
meas 0C

γ
δ

γ γ

γ δ
ρ ρ δ

ρ δ ρ

−

− −

−
≥ − ≤ →

−
 as 0δ → . 

因此，当 0, 0θ δ→ → 时，仍有 *
δρ ρ<  a.e in Ω。故 δρ 在 JL 上关于 , ,K δ θ 是一致有界的。 

下面证明当 , , 0Kθ δ → 时，方程(10)的逼近解收敛到方程(1)的耗散测度值解。方程(10)满足以下弱形

式： 
对任意的 [ ] [ ]( )10, , 0,s T C Tϕ∈ ∈ ×Ω 有 

[ ]
00

d d d ,
t s

K K t K K x x K xt

s
x K x tρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ

=

Ω Ω=
  = ∂ + ⋅∇ − ∇ ⋅∇ ∫ ∫ ∫ u  

对任意的 [ ] [ ]( )10, , 0, ; Ns T C T R∈ ∈ ×Ωϕ 有 

( ) ( )

( ) ( )
00

0

d : div d d

: : d d ,

t s

K K K K t K K x K xt

x K x K x K
s

x

s
x p x t

K x t

ρ ρ ρ

ρ

=

Ω Ω=

Ω

   ⋅ = ⋅ ∂ + ⊗ ∇ +  

 − ∇ ∇ + ⊗∇ ∇ 

∫ ∫ ∫

∫ ∫ 

u u u u

u u

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
          (26) 

我们将与 K 相关的项可以写成下列形式 

0 0
d d d d ,

s x K
x K x K x

K

s
K x t K K x tρ

ρ ϕ ρ ϕ
ρΩ Ω

∇
∇ ⋅∇ = ⋅ ∇∫ ∫ ∫ ∫  

( )
0 0

: d d : d d .x K
K x

s s
K x K K x

K

K x t K K x tρ
ρ ϕ ρ ϕ

ρΩ Ω

 ∇
⊗∇ ∇ = ⊗ ∇  

 
∫ ∫ ∫ ∫u u             (27) 

当 Kρ 较大时，上述积分可以被(20)控制；对较小的 Kρ ，利用 renormalized solution 可以得到关于 x Kρ∇

的估计，具体方法可见[9]。因此当(21)成立，(26)中与 K 相关的项会随着 0K → 消失。 
由先验估计和引理 2.3，近似解 ,K Kρ u 可以得到一个 Young 测度 [ )( ), 0, N

t x R∈ ∞ ×  ，对几乎所有的

( ) ( ), 0,t x T∈ ×Ω并且记 ( )( ) ( ),, , ; ,t xF t x Fρ τ= u v 其中 ,τ ρ≈ ≈v u 为相应的 dummy variable。 

因为 ( ) 2 221 , div
2 K K K x K x KPρ ρ µ λ+ ∇ +u u u 分别在 ( )Ω 和 [ ]( )0,T+ ×Ω 上有界，所以存在子列

满足 

( ) ( ) ( ) ( )( )2
weak

1 , weakly- in 0, ; ,
2 K K KP s E L Tρ ρ ∞ + ⋅ → ∗ Ω  

u  

( ) [ ]( )2 2div weakly- in 0,x K x K Tµ λ σ + ∇ + → ∗ ×Ω  u u . 

这里我们定义一个新测度 

( )2
,

1, d
2t xE E P xτ τ∞ = − + v  
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( )22

, ,, , d dt x t xtr x tσ σ µ λ∞
 = − ∇ + ∇  

 v v  

让能量平衡(11)中的 0K → 得，对几乎所有的 ( )0,s T∈ ， 

( ) ( ) ( )

[ ]

( ) ( )

2

2 2

0

2
0 0

1 , d
2

div d d 0,

1 0 d 0 .
2

s
x x

P s x E s

x t s

P x E

ρ ρ

µ λ σ

ρ

∞Ω

∞Ω

∞Ω

   + ⋅ + Ω 

 


  

 + ∇ + +



×Ω 

 ≤ + + Ω
  

∫

∫ ∫

∫

u

u u

u

                      (28) 

由 { }Kρ 在 logL L 上一致有界得 { }Kρ 在 [ ] ( )( )1
weak 0, ;C T L Ω 上是紧的。因此，当 0K → ，对任意

[ ]( )1 0,C Tϕ∈ ×Ω ，(26)中的连续方程可以写为 

00
d d d ,

t s

t xt

s
x x tρϕ ρ ϕ ρ ϕ

=

Ω Ω=
   = ∂ + ⋅∇  ∫ ∫ ∫ u                        (29) 

这里 0, 0Cr χ= = 。 
对(26)中的动量方程取极限，但是其中的 K K Kρ ⊗u u 和 ( )Kp ρ 仅在 ( )1L L∞ 上有界，因此我们需要用

到引理2.4，使用与[9]中相似的处理方法。结合p在 1L 上有界，可以得到 0K → ，对任意 [ ]( )0, ; NT R∈ ×Ωϕ ，

Ω 0
∂
=ϕ 有 

( ) ( )

( )
00

0 0

d : div d d

: d d ; d ,

t s

t x xt

M

s

x
s

x x
s

x p x t

x t r t

ρ ρ ρ ρ
=

Ω Ω=

Ω

  ⋅ = ⋅ ∂ + ⊗ ∇ +   

− ∇ ∇ + ∇

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

u u u u

u

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
              (30) 

其中对几乎所有的 ( )0,s T∈ ， { }, , 1

HM M
i j i j

r r
=

= ， ( )( ), weak 0, ;M
i jr L T∞∈ Ω ， ( ) ( ),

M
i jr s cE s∞≤ ，即 cξ = 。 

最后，Poincaré’s inequality 成立可见[9]。 
因此，当 0K → 时，近似解 ,K Kρ u 可以得到一组测度值解。定理证明到此结束。 
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